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Общая оценка работы
Работа посвящена исследованию структуры критической группы графа-
конуса — дискретному аналогу геометрического конуса, основанием которо-
го служит так называемый граф-сэндвич — многослойная структура, каж-
дый слой которой представляет собой циркулянтный граф. Критическая
группа такого конуса изоморфна коядру оператора, представленного в ви-
де I+L(G), где L(G) — лапласиан графа-сэндвича. Основной результат со-
стоит в установлении эффективной рекуррентной формулы, выражающей
структуру группы через бимонический симметрический многочлен Лорана.
Это позволяет вычислять нормальную форму Смита значительно быстрее,
чем в случае обычного лапласиана. Статья также содержит многочислен-
ные вычислительные примеры и табличные данные по инвариантным мно-
жителям для различных параметров.

Работа затрагивает важную тему на стыке алгебраической теории гра-
фов и дискретных моделей анализа. В частности, она рассматривает дис-
кретный оператор Гельмгольца I + L(G) как аналог классического лапла-
сиана и устанавливает его связь со структурой критической группы. Ис-
пользование симметричных многочленов Лорана и тридиагональных схем
позволяет описать структуру коядра через сопровождающие матрицы, что
позволяет разрабатывать эффективные алгоритмы вычисления. Хотя в ста-
тье не проводится прямой анализ спектральных свойств или связи с теори-
ей ортогональных многочленов, предложенный подход обладает аналити-
ческой природой и представляет интерес для дальнейших аналитических
исследований в дискретной среде.

Предложенный в статье подход может найти применение в задачах, где
важна структурная устойчивость и спектральная характеристика сетей —
например, при анализе устойчивости в электрических цепях, изучении са-
моорганизованной критичности (sandpile models), моделировании кванто-
вых состояний в графовых структурах и в теории кодирования.
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Достоинства работы
1. Новизна и актуальность: Автор предлагает новый метод анализа

критических групп для графов-конусов, основанный на рекуррентных
соотношениях и многочленах Лорана. Это расширяет инструментарий
алгебраической теории графов и открывает новые возможности для
приложений.

2. Теоретическая значимость: Результаты работы углубляют пони-
мание связи между дискретными операторами и комбинаторными струк-
турами, что важно для фундаментальных исследований.

3. Практическая ценность: Предложенный метод упрощает вычисле-
ния, что делает его полезным для прикладных задач, таких как анализ
сетей и моделирование.

4. Чёткость изложения: Основные идеи и результаты изложены ясно,
хотя некоторые аспекты требуют дополнительных пояснений.

Замечания и предложения по улучшению
1. Технические и стилистические замечания

• В некоторых местах стоит усилить связность изложения. Например,
связь между рекурсией для Dm(z) и тридиагональной матрицей могла
бы быть прояснена заранее, а не постфактум.

• В таблицах со значениями инвариантов (стр. 150–152) нет пояснения,
что означают «первый», «второй» и т.д. инвариантный множитель.
Было бы полезно добавить краткую поясняющую строку перед таб-
лицей.

• Не хватает явного указания на вычислительную сложность предло-
женного алгоритма в сравнении с классическими методами.

2. Концептуальные предложения

• В обсуждении бимоничности многочлена Dm(z) (стр. 149–150) можно
привести краткое обоснование, почему это свойство критично — на-
пример, почему его нарушение делает невозможным применение Тео-
ремы 3.

• Следует пояснить роль графа «path» в определении графа-сэндвича
на странице 145. Рекомендуется ввести пояснение или уточнить его
значимость для конструкции.

• Было бы полезно добавить обсуждение ограничений метода, напри-
мер, для каких классов графов он неприменим или требует модифи-
кации.
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3. Мелкие исправления

• На странице 149, второй абзац, повторяется слова "with with".

• Отсутствует артикль в фразе "discrete analogues of classical Laplace
operator"на странице 144, первый абзац.

• В формулировке вспомогательной Теоремы 1 есть ошибка в слове
"discreet"(следует заменить на "discrete").

• Отсутствует запятая после "see"в предложении "see for example"на
страницах 145 и 146.

4. Дополнительные замечания

• Стоит добавить сравнение с существующими методами вычисления
критических групп, чтобы подчеркнуть преимущества предложенного
подхода.

• Необходима интерпретация численных результатов из таблиц 1 и 2 —
какие закономерности можно выделить?

• Рекомендуется указать перспективные направления для дальнейших
исследований, например:

– Исследование нециркулянтных обобщений

– Приложения в теории кодирования

– Связь с динамическими системами на графах

Заключение
Статья представляет собой значительный вклад в алгебраическую теорию
графов, предлагая новый метод анализа критических групп для графов-
конусов. Результаты работы имеют как теоретическую, так и практическую
ценность. После внесения указанных исправлений и дополнений статья ста-
нет ещё более ясной и завершённой. Рекомендуется к публикации после до-
работки.

3


