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Ïðåäñòàâëåíî

Abstract: In the literature, �ve families of optimal circulant graphs
of degree four with a rectangular L-shape of tessellation of graphs
on the plane Z2 are known. The rectangular (mesh-connected)
pattern of tessellation of the graph of intermodular connections
allows an e�cient arrangement of chips in networks on a chip �
with a minimum number of intersections of connections and their
minimum length, independent of the number of nodes, and also an
optimal algorithm for �nding the shortest paths in terms of the
number of operations. In this paper, a new method for obtaining
families of circulants with given scalability and optimality properties
is found. Six series of new in�nite families of optimal circulant
graphs of degree four with a rectangular L-shape of laying graphs
on the plane and a minimum diameter are obtained. The domains
of existence of such series are considered. Analytical formulas for
specifying the parameters of laying families of graphs on the plane
are found, which can be used in organizing routing algorithms in
networks-on-chip.

Monakhova, E.A., Degree four optimal circulant graphs with rectangular

L-shapes.
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1 Ââåäåíèå

Ñ ðàçâèòèåì òåõíîëîãè÷åñêîé áàçû íàðÿäó ñ ïðèìåíåíèåì öèðêóëÿíò-
íûõ ãðàôîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èíôîðìàòèêè [1, 2, 3, 4, 5] è òåîðåòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ [6, 7, 8] àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå
â êà÷åñòâå òîïîëîãèè ñåòåé íà êðèñòàëëå (networks-on-chip) [9, 10, 11].
Ýòà òåíäåíöèÿ îáóñëîâëåíà èõ ëó÷øèìè ñòðóêòóðíûìè ïîêàçàòåëÿìè
ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå óçëîâ, òàêèìè, êàê äèàìåòð, ñðåäíåå ðàññòîÿ-
íèå è âûñîêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè òî-
ïîëîãèÿìè ñåòåé íà êðèñòàëëå (ðåø¼òêàìè, äâóìåðíûìè òîðàìè, ãè-
ïåðêóáàìè). Äàäèì îïðåäåëåíèå öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà ñòåïåíè ÷åòûðå.
Ïóñòü N, 1 ≤ s1 < s2 < N/2 � öåëûå ÷èñëà. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô
C(N ; s1, s2) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {0, 1, . . . , N − 1} è ìíîæåñòâîì
ð¼áåð E = {(i, j) : i − j ≡ ±sm (mod N),m = 1, 2} íàçûâàåòñÿ öèð-
êóëÿíòíûì ãðàôîì (öèðêóëÿíòíîé ñåòüþ) ðàçìåðíîñòè äâà, ìíîæåñòâî
{s1, s2} � îáðàçóþùèìè ãðàôà, N � ïîðÿäêîì. Öèðêóëÿíò ñâÿçåí, åñëè
(N, s1, s2) = 1. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæ¼í öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(10; 1, 4). Äèà-

Ðèñ. 1. Öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(10; 1, 4)

ìåòð ãðàôà d(N ; s1, s2) = maxi,j∈V d(i, j), ãäå d(i, j) � äëèíà êðàò÷àéøåãî
ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j. Èçâåñòíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåò-
ðà äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ ëþáîãî ïîðÿäêà N > 4 [1, 2, 12]:

D(N) = ⌈(−1 +
√
2N − 1)/2⌉. (1)

Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ãðàôà Dav(N ; s1, s2) = (1/N(N − 1))
∑
i,j

d(i, j). Ïðè

ðàâíîì êîëè÷åñòâå óçëîâ è ëèíèé ñâÿçè â ñåòÿõ íàèëó÷øèìè ïî ðàçëè÷-
íûì êðèòåðèÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå òîïîëîãèè
ñ ìèíèìóìîì äèàìåòðà (è/èëè ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ) è, ñîîòâåòñòâåííî,
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ñ ìèíèìóìîì ìàêñèìàëüíîé (è/èëè ñðåäíåé) ñòðóêòóðíîé çàäåðæêè â
ñåòè è ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ [3].
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà îï-

òèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñòåïåíè ÷åòûðå, êîòîðûå
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâèìû â âèäå ðåø¼ò÷àòûõ ñòðóêòóð � ïðÿìîóãîëüíûõ
L-êîíòóðîâ [13, 14] ïëîòíîé óêëàäêè ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè Z2. Ïîñòðî-
åíèå òàêèõ ñòðóêòóð â êëàññå öèðêóëÿíòîâ è èõ ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå
ñåòåé ñâÿçè èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [5, 15, 16, 17, 18, 19]. Òàêèå ñòðóêòó-
ðû ïîäõîäÿò äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè â êà÷åñòâå òîïîëîãèé ñåòåé
íà êðèñòàëëå, áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ êîì-
ïîíåíòîâ â êðèñòàëëå è ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè ìàðøðóòèçàöèè. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðàçäåëå 2 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è äà¼òñÿ
îáçîð èçâåñòíûõ ðàáîò ïî ïîñòðîåíèþ ñåìåéñòâ òàêèõ ñòðóêòóð. Â ðàçäå-
ëàõ 3 è 4 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïîèñêà íîâûõ àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ ïðÿìîóãîëüíûì
êîíòóðîì, îáúåäèí¼ííûõ â øåñòü ðàçëè÷íûõ ñåðèé, è äîêàçûâàåòñÿ èõ
êîððåêòíîñòü. Â ðàçäåëå 5 èññëåäóåòñÿ ñâîéñòâî ìàñøòàáèðóåìîñòè ïî
äèàìåòðó íàéäåííûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì
êîíòóðîì.

2 Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ

Â [4, 12, 15] ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñåìåéñòâà äâóìåðíûõ
öèðêóëÿíòîâ, îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó è ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ äëÿ ëþ-
áîãî ÷èñëà âåðøèí. Íèæå äà¼òñÿ èõ îïèñàíèå, ïðåäñòàâëåííîå â [15]:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî N > 5 îïòèìàëüíûé äâóìåðíûé öèðêó-
ëÿíò ïîðÿäêà N åñòü

C(N ; s2 − 1, s2), ãäå s2 = ⌈
√

N/2⌉. (2)

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ ñåìåé-
ñòâà (2), ïîëó÷åííîå â [12], ñ îáðàçóþùèìè, çàäàííûìè â âèäå ôóíêöèé
îò äèàìåòðà d > 1:

C(N ; s1, s2) =

{
C(N ; d− 1, d), ïðè Nd−1 < N ≤ 2d2,
C(N ; d, d+ 1), ïðè 2d2 < N ≤ Nd.

(3)

Çäåñü Nd = 2d2 + 2d + 1 � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå (äîñòèæèìîå) ÷èñ-
ëî âåðøèí äâóìåðíîãî öèðêóëÿíòà äèàìåòðà d [2]. Â [15] ãðàôû ñåìåé-
ñòâà (2) ïðåîáðàçîâàíû â ðåø¼ò÷àòûå ñòðóêòóðû, ïîëó÷èâøèå íàçâà-
íèå Midimew ñåòåé, óêëàäêà êîòîðûõ íà ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
L-êîíòóðû (L-shapes) [13, 14] ñ ð¼áðàìè, ñîåäèíÿþùèìè èõ ãðàíè÷íûå
âåðøèíû. Ïðèìåðû çàäàíèÿ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè â âè-
äå L-êîíòóðîâ ñ ïàðàìåòðàìè a, b, p, q è ÷èñëîì âåðøèí N = ab − pq
ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Íà ðèñ. 2b ïðåäñòàâëåí L-êîíòóð äëÿ öèðêóëÿí-
òà C(10; 1, 4), íà ðèñ. 2c � L-êîíòóð ïðÿìîóãîëüíîãî âèäà äëÿ ãðàôà
C(12; 1, 4) ñ a = 4, b = 3, p = 0, q = 1. Midimew ñåòè ðàññìàòðèâàëèñü â
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Ðèñ. 2. Ïàðàìåòðû L-êîíòóðîâ äëÿ öèðêóëÿíòîâ
C(N ; s1, s2): a), b) � îáùåãî âèäà, c) � ïðÿìîóãîëüíîãî âè-
äà

Òàáëèöà 1. Ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ (2) ñ ïðÿìî-
óãîëüíûì êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè

Ñåìåéñòâà Fi(d) C(N ; s1, s2) a b p q

F1(d) C(2d2 − d; d− 1, d) d 2d− 1 0 d− 1
F2(d) C(2d2; d− 1, d) d 2d 0 d− 1
F3(d) C(2d2 + d− 1; d, d+ 1) d+ 1 2d− 1 0 d
F4(d) C(2d2 + d; d, d+ 1) 2d+ 1 d d+ 1 0
F5(d) C(2d2 + 2d; d, d+ 1) d+ 1 2d 0 d

êà÷åñòâå òîïîëîãèè ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñ ìàññîâûì
ïàðàëëåëèçìîì è ñåòåé íà êðèñòàëëå. Â [4, 15, 20] äëÿ íèõ ïðåäëîæåíû
àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëÿåìûõ âåê-
òîðîâ êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Äëÿ öèðêóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå èçâåñòíû
àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè äðóãîãî òèïà, òàêæå íå òðåáóþùèå òàáëèö
ìàðøðóòèçàöèè è èñïîëüçóþùèå ïàðàìåòðû a, b, p, q ïëîòíîé óêëàäêè
ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè [21].
Â [15] äëÿ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñåìåéñòâà (2) íàéäåíû ôóíêöèè îò

N , àíàëèòè÷åñêè çàäàþùèå ïàðàìåòðû èõ ïðåäñòàâëåíèé íà ïëîñêîñòè â
âèäå L-êîíòóðîâ. Ýòî ïîçâîëèëî íàéòè äëÿ êàæäîãî äèàìåòðà îïèñàíèÿ
ïÿòè âîçìîæíûõ ñåìåéñòâ öèðêóëÿíòîâ (2) ñ L-êîíòóðîì ïðÿìîóãîëü-
íîãî âèäà, ãäå N = ab. Ïëàíàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðàôîâ ñåìåéñòâà â
âèäå ïðÿìîóãîëüíûõ êîíòóðîâ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî îòîáðàæàòü ãðàô
ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïàðàëëåëüíûõ çàäà÷ â âû÷èñëèòåëüíóþ ñèñòåìó è, êàê
ïîêàçàíî â [18], èìååò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåñåêàþùèõñÿ ëèíèé ñâÿçè
è îãðàíè÷åííóþ äëèíó ìàêñèìàëüíîé èç íèõ, íå çàâèñÿùóþ îò ðàçìåðà
ñåòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñåòåé íà êðè-
ñòàëëå. Â òàáë. 1 äàíû îïèñàíèÿ âñåõ ïÿòè èçâåñòíûõ ñåìåéñòâ F1(d),
F2(d), F3(d), F4(d), F5(d) îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ â âèäå
ôóíêöèé îò äèàìåòðà d è íàéäåííûå ïàðàìåòðû a, b, p, q èõ óêëàäêè
íà ïëîñêîñòè. Íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó âîçðàñòàíèÿ
çíà÷åíèé N . Ãðàôû ñåìåéñòâ ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ äèàìåòðàõ d > 1.
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Â [18] äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâ Fi(d), i ∈ 1, 5, ðàçðàáîòàí ìåòîä èõ òðàíñ-
ôîðìàöèè â äâóìåðíûå ðåø¼òêè, ïðè êîòîðîì äëèíà ñàìîé äëèííîé èç
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçåé íå ðàñò¼ò ñ ðàçìåðîì ñåòè, à óâåëè÷èâàåòñÿ íà
íåáîëüøóþ êîíñòàíòó (≤ 5). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-
âåä¼ííîé íåñëîæíîé òðàíñôîðìàöèè ãðàôà ìåæìîäóëüíûõ ñîåäèíåíèé
áóäóò îòñóòñòâîâàòü äëèííûå ïðîâîäà â ñåòè íà êðèñòàëëå ñ áîëüøèì
÷èñëîì ìîäóëåé. Àíàëîãè÷íûé ñïîñîá òðàíñôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïðè-
ìåí¼í ê ãðàôàì äðóãèõ âîçìîæíûõ ñåìåéñòâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì
óêëàäêè íà ïëîñêîñòè [16]. Èçâåñòíî òàêæå [15, 17] ñåìåéñòâî áëèçêèõ ê
îïòèìàëüíûì öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñ L-êîíòóðîì êâàäðàòíîãî âèäà è
÷èñëîì âåðøèí N = 22i, i > 2. Äèàìåòð ãðàôîâ ñåìåéñòâà d = 3

√
N/4.

Äàííîå ñåìåéñòâî íàøëî ïðèìåíåíèå â [5] â êà÷åñòâå áàçîâîé ñòðóêòó-
ðû êëåòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ
ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ íî-

âûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ ìè-
íèìóìîì äèàìåòðà è ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè,
è ïðåäñòàâëåí ïðîöåññ êîíñòðóèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé òàêèõ ñå-
ìåéñòâ ãðàôîâ. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ïàðàìåòðîâ óêëàä-
êè ñåìåéñòâ ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè îð-
ãàíèçàöèè àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè. Ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ìàñøòà-
áèðóåìîñòè íàéäåííûõ ãðàôîâ.

3 Ïîèñê ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ ñòåïåíè

÷åòûðå ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì

Â [15] äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè Midimew ñåòåé, èìåþùèõ îäíîâðåìåííî ìè-
íèìàëüíûé äèàìåòð è ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå, íåò
äðóãèõ ñåìåéñòâ ñ èñêîìûì ñâîéñòâîì, êðîìå íàéäåííûõ â òàáë. 1. Ïî-
ýòîìó îñëàáèì îáÿçàòåëüíîå òðåáîâàíèå ìèíèìóìà ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ
â èñêîìîì ãðàôå è áóäåì èñêàòü íóæíûå ñåìåéñòâà ñðåäè öèðêóëÿíòîâ ñ
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äèàìåòðîì, ñîâïàäàþùèì ñ òî÷íîé íèæíåé ãðà-
íèöåé (1). Äëÿ ýòîãî ïåðå÷èñëèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ÷èñëà âåðøèí ãðà-
ôîâ N = 2d2 ± f(d), ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèåì ñòðóêòóð ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì êîíòóðîì èç òàáë. 1 è ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñîìíîæèòåëåé (çäåñü
f(d) � èñêîìûé ëèíåéíûé ïîëèíîì):

N = (d± k)(2d± j) = ab, k ≥ 0, j ≥ 0, (4)

ãäå d = D(N) � äèàìåòð îïòèìàëüíîãî ãðàôà. Ïðè ýòîì îáëàñòü èç-
ìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ k è j ïðè ëþáûõ d ≥ 1 îãðàíè÷åíà ñëåäóþùèì
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ãðàôîâ:

2d2 − 2d+ 1 < N(d) ≤ 2d2 + 2d+ 1. (5)

Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå îáåèõ ÷àñòåé (5) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òà-
êîãî ÷èñëà dm (ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà), ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ N(d)
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ïðè ëþáîì d ≥ dm ìîæåò áûòü ÷èñëîì âåðøèí îïòèìàëüíîãî öèðêó-
ëÿíòà c ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì
÷åòûðå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè çíàêîâ â (4):
(a) N = (d + k)(2d + j) = 2d2 + (2k + j)d + kj. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ (5)

−2 ≤ 2k + j ≤ 2 äà¼ò çíà÷åíèÿ k = 0, j = 0, 1, 2 è k = 1, j = 0 ïðè
d ≥ 1. Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì òðè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé N = 2d2 ⊆ F2(d),
N = 2d2 + d ⊆ F4(d) è N = 2d2 + 2d ⊆ F5(d).
(b) N = (d−k)(2d+j) = 2d2+(j−2k)d−kj. Èç óñëîâèÿ −1 ≤ j−2k ≤ 2

ñëåäóåò 2k − 1 ≤ j ≤ 2k + 2. Ïðè k = 0 èìååì ñîâïàäåíèÿ ñ N èç ñëó÷àÿ
(a). Ïðè k > 0 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ÷åòûðå íîâûõ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
N :

N = 2d2 + 2d− 2k2 − 2k ∈ S6

N = 2d2 + d− 2k2 − k ∈ S4

N = 2d2 − 2k2 ∈ S3

N = 2d2 − d− 2k2 + k ∈ S1.

(c) N = (d + k)(2d − j) = 2d2 + (2k − j)d − kj. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ
−2 ≤ 2k− j ≤ 2 ïðè k = 0 äà¼ò çíà÷åíèÿ j = 0, 1. Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì
äâà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé N = 2d2 ⊆ F2(d), N = 2d2 − d ⊆ F1(d).
Ïðè k > 0 èìååì 2k−2 ≤ j ≤ 2k+1. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ÷åòûðå

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé N (ñðåäè íèõ S2 è S5 � íîâûå ìíîæåñòâà):

N = 2d2 + 2d− 2k2 + 2k ∈ S6

N = 2d2 + d− 2k2 + k ∈ S5

N = 2d2 − 2k2 ∈ S3

N = 2d2 − d− 2k2 − k ∈ S2.

(d) N = (d− k)(2d− j) = 2d2 − (2k + j)d+ kj. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîâåðêà
âûïîëíåíèÿ (5) íå äà¼ò íîâûõ çíà÷åíèé N .
Îñòà¼òñÿ íàéòè (â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ) ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷å-

íèÿ îáðàçóþùèõ äëÿ íàéäåííûõ çíà÷åíèé ÷èñëà âåðøèí îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû øåñòü ñåðèé Si(d, k), i ∈ 1, 6, çíà-
÷åíèé N(d, k), êîòîðûå ïðè ôèêñèðîâàííûõ k ñîîòâåòñòâóþò ñåìåéñòâàì
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì. Â òàáë. 2 ïðèâå-
äåíû îïèñàíèÿ íàéäåííûõ ñåðèé ñåìåéñòâ ãðàôîâ Si(d, k) âìåñòå ñ îáðà-
çóþùèìè s1, s2 è ïàðàìåòðàìè a, b, p, q ïðÿìîóãîëüíûõ êîíòóðîâ óêëàä-
êè íà ïëîñêîñòè, êîòîðûì îíè ñîîòâåòñòâóþò (çäåñü p1 = d+k+1). Íóìå-
ðàöèÿ ñåðèé ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà âåðøèí
âõîäÿùèõ â íèõ ãðàôîâ. Äëÿ íàéäåííûõ ñåðèé â òàáë. 3 äàíû îáëàñòè
èçìåíåíèÿ äèàìåòðîâ d ãðàôîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ, ïîëó÷åííûå
èç óñëîâèÿ (5) è óñëîâèÿ ñâÿçíîñòè ãðàôîâ (â ñåðèÿõ S1(d, k), S6(d, k),
ãäå s1 ̸= 1, ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (N, s1, s2) = 1 ãðàôû îêàçûâàþòñÿ
íåñâÿçíûìè). Îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèÿ ñåìåéñòâ â ñåðèÿõ S1(d, 1), S6(d, 1)
ïîðîæäàþò íîâûå îïòèìàëüíûå ãðàôû ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì, íå
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Òàáëèöà 2. Ñåðèè Si(d, k) íîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
öèðêóëÿíòîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì

Si Ñåìåéñòâà ãðàôîâ C(N ; s1, s2) a b p q

S1 C(2d2 − d− 2k2 + k; d− k, d+ k + 1) 2d+ 2k − 1 d− k p1 0
S2 C(2d2 − d− 2k2 − k; 1, 2d+ 2k) d+ k 2d− 2k − 1 0 d− k
S3 C(2d2 − 2k2; 1, d2 − d− k2 − k) d+ k 2d− 2k 0 d− k − 1
S4 C(2d2 + d− 2k2 − k; 1, 2d− 2k) d− k 2d+ 2k + 1 0 d+ k + 1
S5 C(2d2 + d− 2k2 + k; 1, 2d+ 2k) d+ k 2d− 2k + 1 0 d− k + 1
S6 C(2d2 + 2d− 2k2 − 2k; d− k, d+ k + 1) d+ k + 1 2d− 2k 0 d− k

Òàáëèöà 3. Îáëàñòè èçìåíåíèÿ äèàìåòðîâ äëÿ ñåðèé Si(d, k)

Ñåðèè Si(d, k) Çíà÷åíèÿ dm Äèàìåòðû: d ≥ dm, îáëàñòü k

S1(d, k) 2k2 − k + 2 k ≥ 1, d ̸= (2t+ 1)k + t, t ≥ 1
S2(d, k) 2k2 + k + 2 k ≥ 1
S3(d, k) k2 + 2 k ≥ 0, k ≡ d (mod 2)

S4(d, k) ⌈ 2k2+k+2
3

⌉ k ≥ 1

S5(d, k) ⌈ 2k2−k+2
3

⌉ k ≥ 1

S6(d, k) ⌈ k2+k+1
2

⌉ k ≥ 1, d ̸= (2t+ 1)k + t, t ≥ 1

èçîìîðôíûå îïèñàíèÿì (2) è (3). Äëÿ ñåðèé Si(d, k), i ∈ 2, 5, íàéäåíû
îïèñàíèÿ ñåìåéñòâ ãðàôîâ ñ åäèíè÷íîé îáðàçóþùåé, ñóùåñòâóþùèõ ïðè
ëþáûõ äèàìåòðàõ d ≥ dm.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ãðàôû ñåðèé S4(d, k) è S5(d, k) ìîæíî îáúåäèíèòü â

îäíó ñåðèþ îáùåãî âèäà N = 2d2 + d−m(m+ 1)/2, íî ñ ðàçíûìè ïàðà-
ìåòðàìè è îáðàçóþùèìè â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè (íå÷¼òíîñòè) m, òî
æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è îá îáúåäèíåíèè ñåðèé S1(d, k) è S2(d, k).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ ñåðèÿ ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííîå êîëè-

÷åñòâî ïîðîæäàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì
êîíòóðîì, íî ïðè ýòîì íà÷àëüíûé äèàìåòð, ñ êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ íî-
âîå ñåìåéñòâî, êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ. Âèçóàëüíî ãðàôû âñåõ íîâûõ
ñåðèé ðàñïîëîæåíû íà ëèíèÿõ çíà÷åíèé N(d), ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿì,
îáðàçîâàííûì ñåìåéñòâàìè F1(d), F2(d), F4(d), F5(d), F6(d), è ñäâèíó-
òûõ âëåâî. Ïðè÷¼ì, åñëè íà êàæäîì äèàìåòðå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïÿòü
ñåìåéñòâ èç òàáë. 1, òî ÷èñëî ãðàôîâ íîâûõ ñåðèé èç òàáë. 2 ðàñò¼ò ñ
ðîñòîì äèàìåòðà. Â òàáë. 4 ïîêàçàí ôðàãìåíò (äëÿ äèàìåòðîâ d ≤ 14)
ïîðÿäêîâ ãðàôîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè. Ïî-
ðÿäêè ãðàôîâ íîâûõ ñåðèé âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì, ñåìåéñòâ èç
òàáë. 1 � êóðñèâîì. Íà íåêîòîðûõ ïîðÿäêàõ ãðàôû íîâûõ ñåðèé ïåðåñå-
êàþòñÿ ñ ãðàôàìè ñåìåéñòâ Fi(d), íî ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ îáðàçóþùèõ ó
íèõ ðàçíûå. Âñå òàêèå ñëó÷àè ñîâïàäåíèé ïîðÿäêîâ ãðàôîâ îòìå÷åíû â
òàáë. 4 ïîä÷¼ðêèâàíèåì.
Â ðàçäåëå 3 äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü îïèñàíèé íîâûõ ñåðèé ñå-

ìåéñòâ.
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Òàáëèöà 4. Ïîðÿäêè ãðàôîâ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèð-
êóëÿíòîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì

d Ïîðÿäêè ãðàôîâ ñåìåéñòâ

2 6, 8, 9, 10, 12
3 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24
4 26, 28, 30, 32, 33, 35, 36, 40
5 42, 44, 45, 48, 49, 50, 52, 54, 55, 56, 60

6 63, 64, 65, 66, 68, 72, 75, 77, 78, 80, 84
7 88, 90, 91, 95, 96, 98, 99, 102, 104, 105, 112

8 114, 115, 117, 119, 120, 121, 126, 128, 130, 132, 133, 135, 136, 140, 144
9 147, 150, 152, 153, 156, 160, 161, 162, 165, 168, 170, 171, 176, 180
10 182, 184, 187, 189, 190, 192, 195, 200, 204, 207, 209, 210, 220
11 224, 225, 228, 230, 231, 232, 238, 240, 242, 243, 247, 250, 252, 253,

260, 264
12 266, 272, 273, 275, 276, 279, 280, 285, 288, 290, 294, 297, 299, 300,

308, 312
13 315, 319, 320, 322, 323, 325, 330, 336, 338, 340, 341, 345, 348, 350, 351,

352, 364
14 368, 370, 372, 375, 377, 378, 380, 384, 385, 391, 392, 396, 400, 403, 405,

406, 408, 416, 420

4 Äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè ãðàôîâ íàéäåííûõ

ñåðèé ñåìåéñòâ

Äîêàæåì, ÷òî âñå ãðàôû ñåðèé Si(d, k) èç òàáë. 2 ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-
íûìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå l1-íîðìû [22].
Ðàññìîòðèì Z2 � äâóìåðíóþ öåëî÷èñëåííóþ ðåø¼òêó. Çàôèêñèðóåì

òî÷êó îòñ÷¼òà (x, y) = (0, 0) ∈ Z2. Äëÿ òî÷åê (x, y) ∈ Z2 îïðåäåëèì
ôóíêöèþ îòîáðàæåíèÿ (ïîìå÷èâàíèÿ), ïîðîæä¼ííóþ óêëàäêîé öèðêó-
ëÿíòíîãî ãðàôà C(N ; s1, s2) íà ïëîñêîñòè Z2:

l(x, y) = xs1 + ys2 (mod N) ∈ ZN .

Ïîä l1-íîðìîé òî÷êè ðåø¼òêè (x, y) ïîíèìàåòñÿ

∥(x, y)∥ = |x|+ |y|.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé íà ïëîñêîñòè, ïîðîæä¼ííûõ îïèñàíèåì
C(N ; s1, s2): X = {(x, y) ∈ Z2|l(x, y) = 0 ∈ ZN}. Íà ìíîæåñòâå X (íó-
ëåé) âûáèðàåì äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà a∗ è b∗, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

max{∥a∗∥, ∥b∗∥} ≤ min{∥a∗ + b∗∥, ∥a∗ − b∗∥}. (6)

Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ áàçîâûìè âåêòîðàìè ìíîæåñòâà X (packed
basis [22]). Â [22] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü a∗, b∗ � áàçîâûå âåêòîðû ìíîæåñòâà íóëåé X, ïî-
ðîæä¼ííîãî îïèñàíèåì C(N ; s1, s2), è ïóñòü [a∗, b∗] � ïàðàëëåëîãðàìì
ñ äèàãîíàëÿìè d1 è d2, ãäå ∥d1∥ = min{∥a∗ + b∗∥, ∥a∗ − b∗∥}, ∥d2∥ =
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max{∥a∗ + b∗∥, ∥a∗ − b∗∥}. Òîãäà äèàìåòð ãðàôà C(N ; s1, s2) ðàâåí

width([a∗, b∗]) =

 ⌊∥d1∥/2⌋ − 1, åñëè ∥d1∥ = ∥d2∥ > max{∥a∗∥, ∥b∗∥}
è ∥a∗∥, ∥b∗∥ � íå÷¼òíûå,

⌊∥d1∥/2⌋, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
(7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè ãðàôîâ íàéäåííûõ ñåðèé òðåáóåò-
ñÿ äëÿ êàæäîé ñåðèè íàéòè áàçîâûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæå-
ñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (6), îïðåäåëèòü äèàìåòð ãðàôîâ ïî
ôîðìóëå (7) è ñðàâíèòü åãî ñ (1).

Òåîðåìà 2. Äèàìåòð d ëþáîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà C(N ; s1, s2) ∈
Si(d, k), ãäå i = 2, 5, 6 è çíà÷åíèÿ d, k îïðåäåëåíû â òàáë. 3, ðàâåí D(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñåðèé S2(d, k), S5(d, k), S6(d, k) ñóùåñòâóþò îá-
ùèå áàçîâûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ X:

a∗ = (a− p, b− q), b∗ = (0, b).

Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ãðàôîâ ñåðèè S2(d, k). Ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ a, b, p, q èç òàáë. 2 ïîëó÷èì

a∗ = (d+ k, d− k − 1), b∗ = (0, 2d− 2k − 1),

a∗ + b∗ = (d+ k, 3d− 3k − 2), a∗ − b∗ = (d+ k,−(d− k)), ãäå d > k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥a∗∥ = 2d− 1, ∥b∗∥ = 2d− 2k − 1,

∥a∗ + b∗∥ = 4d− 2k − 2, ∥a∗ − b∗∥ = 2d.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó d è k èç òàáë. 3 äëÿ ñåðèè S2(d, k),
ïîëó÷èì

2d− 1 < min{4d− 2k − 2, 2d}.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (6) âûïîëíåíî. Ïðèìåíèì ê ãðàôàì ñåðèè S2(d, k)
ôîðìóëó (7):

d(N ; s1, s2) = ⌊∥d1∥/2⌋ = ⌊2d/2⌋ = d.

Â ðåçóëüòàòå äèàìåòðû ãðàôîâ âñåõ ñåìåéñòâ ñåðèè S2(d, k) ðàâíû d.
Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ d è k óñëîâèå (5) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
ãðàôîâ ñåðèè, òî d = D(N), è ãðàôû ñåðèè S2(d, k) îïòèìàëüíû.
Äëÿ ãðàôîâ ñåðèè S5(d, k) èìååì

a∗ = (d+ k, d− k), b∗ = (0, 2d− 2k + 1),

a∗ + b∗ = (d+ k, 3d− 3k + 1), a∗ − b∗ = (d+ k,−(d− k + 1)).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∥a∗∥ = 2d, ∥b∗∥ = 2d− 2k + 1,

∥a∗ + b∗∥ = 4d− 2k + 1, ∥a∗ − b∗∥ = 2d+ 1.

Èìååì
2d < min{4d− 2k + 1, 2d+ 1}.
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (6) âûïîëíåíî. Ïðèìåíåíèå (7) ê ãðàôàì ñåðèè
S5(d, k) äà¼ò:

d(N ; s1, s2) = ⌊∥d1∥/2⌋ = ⌊(2d+ 1)/2⌋ = d.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèâ óêàçàííûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ê ãðàôàì ñå-
ðèè S6(d, k), ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. □

Òåîðåìà 3. Äèàìåòð d ëþáîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà C(N ; s1, s2) ∈
Si(d, k), ãäå i = 1, 3, 4 è çíà÷åíèÿ d, k îïðåäåëåíû â òàáë. 3, ðàâåí D(N).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñåðèè S1(d, k) áàçîâûå âåêòîðû X ðàâíû

a∗ = (a− p, b) = (d+ k − 2, d− k), b∗ = (−(2p− a), 2b) = (−3, 2d− 2k).

Äëÿ ñåðèè S3(d, k)

a∗ = (a,−q) = (d+ k,−(d− k − 1)), b∗ = (0, b) = (0, 2d− 2k).

Äëÿ ñåðèè S4(d, k)

a∗ = (a, b− q) = (d− k, d+ k), b∗ = (2a,−(2q − b)) = (2d− 2k,−1).

Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ãðàôîâ ñåðèè S1(d, k). Èìååì

a∗ + b∗ =

{
(−1, 3d− 3) ïðè k = 1,
(d+ k − 5, 3d− 3k) ïðè k > 1,

a∗ − b∗ = (d+ k + 1,−(d− k)), ãäå d > k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∥a∗∥ = 2d− 2, ∥b∗∥ = 2d− 2k + 3,

∥a∗ + b∗∥ =

{
3d− 2 ïðè k = 1,
4d− 2k − 5 ïðè k > 1,

∥a∗ − b∗∥ = 2d+ 1.

Èç ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó d è k èç òàáë. 3 ñëåäóåò (6):

2d− 2 <

{
min{3d− 2, 2d+ 1} ïðè k = 1,
min{4d− 2k − 5, 2d+ 1} ïðè k > 1.

Ïðèìåíèì ê ãðàôàì ñåðèè S1(d, k) ôîðìóëó (7):

d(N ; s1, s2) = ⌊∥d1∥/2⌋ = ⌊(2d+ 1)/2⌋ = d.

Â ðåçóëüòàòå äèàìåòðû ãðàôîâ âñåõ ñåìåéñòâ ñåðèè S1(d, k) ðàâíû d.
Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ d è k óñëîâèå (5) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
ãðàôîâ ñåðèè, òî d = D(N), è ãðàôû ñåðèè S1(d, k) îïòèìàëüíû. Äîêà-
çàòåëüñòâà äëÿ ãðàôîâ ñåðèé S3(d, k) è S4(d, k) àíàëîãè÷íû. □

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì k äèàìåòðû ãðàôîâ ñå-
ìåéñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ S3(d, k), èìåþò ÷¼òíûå çíà÷åíèÿ ïðè k ÷¼ò-
íîì è íå÷¼òíûå � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò
ñåìåéñòâà èç [23] ñ N = 2d2 − 2, ñóùåñòâóþùåãî ïðè äèàìåòðàõ d =
A2 + A − 2, ãäå A ≥ 2, â äàííîé ðàáîòå íàéäåíî íîâîå ñåìåéñòâî îïòè-
ìàëüíûõ ãðàôîâ ñåðèè S3(d, 1), ñóùåñòâóþùåå ïðè òåõ æå N è ëþáîì
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íå÷¼òíîì d > 1. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ãðàôû ñåìåéñòâà ñ îïè-
ñàíèåì C(2d2 − 2; d, d + 1) è íå÷¼òíûõ äèàìåòðàõ d > 1 òàêæå èìåþò
ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð óêëàäêè íà ïëîñêîñòè ñ ïàðàìåòðàìè a = d+ 1,
b = 2d− 2, p = 0, q = d.

5 L-ìàñøòàáèðóåìîñòü ñåìåéñòâ ãðàôîâ íàéäåííûõ

ñåðèé ñ ïðÿìîóãîëüíûì êîíòóðîì

Ãðàôû âñåõ íàéäåííûõ â äàííîé ðàáîòå ñåðèé ñåìåéñòâ îáëàäàþò
åù¼ îäíèì ñâîéñòâîì, ïîëåçíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ
ìàðøðóòèçàöèè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå � L-ìàñøòàáèðóåìîñòüþ ñåìåéñòâ
ãðàôîâ [24]. Äàííîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óêëàäêå íà ïëîñ-
êîñòè Z2 ÷ëåíû ñåìåéñòâà îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü L-êîíòóðîâ (a)
ñ ïàðàìåòðàìè a, b, p, q, îïèñûâàåìûìè ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò äèà-
ìåòðà d ãðàôîâ, è (b) âñå ïàðàìåòðûN , s1, s2, a, b, p, q ãðàôîâ ñåìåéñòâà,
êàê ôóíêöèè îò d, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ñðàâíåíèé [13, 14], îïðåäåëÿ-
þùåé ðàñïîëîæåíèå íóëåé ïðè óêëàäêå ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè:{

as1 − qs2 ≡ 0 (mod N),
−ps1 + bs2 ≡ 0 (mod N).

(8)

Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí L-êîíòóðîâ
óêëàäêè ãðàôîâ ñåìåéñòâà óâåëè÷èâàþòñÿ ëèíåéíî ïðè ðîñòå äèàìåòðà
ãðàôà. Îäíà èç íèõ ïðè ýòîì ìîæåò ñîõðàíÿòü ñâîþ äëèíó (êàê â íàøåì
ñëó÷àå p = 0 èëè q = 0). Ñîîòâåòñòâåííî, ñëîæíîñòü O(logN) [14] ðåøå-
íèÿ ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ L-êîíòóðîâ äëÿ L-ìàñøòàáèðóåìûõ
ñåìåéñòâ ñîêðàùàåòñÿ äî O(1).

Òåîðåìà 4. Ñåðèè Si(d, k), ãäå i ∈ 1, 6 è çíà÷åíèÿ d, k îïðåäåëåíû â
òàáë. 3, ñîñòîÿò èç L-ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ öèðêóëÿíòíûõ ãðà-
ôîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (a) äëÿ âñåõ ñåðèé Si(d, k) ñëå-
äóåò èç òàáë. 2. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå (b) ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåííîé
ïîäñòàíîâêè â (8).
Äëÿ ñåðèè S1(d, k) ñðàâíåíèÿ (8) èìåþò ìåñòî ïðè ëþáûõ d è k:{

(2d+ 2k − 1)(d− k) = N ≡ 0 (mod N),
−(d+ k + 1)(d− k) + (d− k)(d+ k + 1) = 0 ≡ 0 (mod N).

Äëÿ ñåðèè S2(d, k) ñðàâíåíèÿ (8) èìåþò ìåñòî ïðè ëþáûõ d è k:{
d+ k − (d− k)(2d+ 2k) = −N ≡ 0 (mod N),
(2d− 2k − 1)(2d+ 2k) = 2N ≡ 0 (mod N).

Äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâ ñåðèè S3(d, k) ñðàâíåíèÿ (8) âûïîëíÿþòñÿ ïðè
ëþáûõ d è k îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè:{

d+ k − (d− k − 1)(d2 − d− k2 − k) = 2−d+k
2 N ≡ 0 (mod N),

(2d− 2k)(d2 − d− k2 − k) = (d− k − 1)N ≡ 0 (mod N).
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Äëÿ ñåðèè S4(d, k) ñðàâíåíèÿ (8) èìåþò ìåñòî ïðè ëþáûõ d è k:{
d− k − (d+ k + 1)(2d− 2k) = −N ≡ 0 (mod N),
(2d+ 2k + 1)(2d− 2k) = 2N ≡ 0 (mod N).

Äëÿ îñòàëüíûõ ñåðèé ñïðàâåäëèâîñòü (8) ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ d è k
ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. □

Òàê êàê âñå íàéäåííûå ñåðèè öèðêóëÿíòîâ ñîñòîÿò èç L-ìàñøòàáèðóåìûõ
ñåìåéñòâ ñ ìàñøòàáèðóåìûìè ïî äèàìåòðó ïàðàìåòðàìè óêëàäêè ãðàôîâ
íà ïëîñêîñòè, òî äëÿ òàêèõ ãðàôîâ ïðè ëþáûõ áîëüøèõ äèàìåòðàõ ïà-
ðàìåòðû a, b, p, q ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûé áåñòàáëè÷íûé ñëîæíîñòè
O(1) àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè èç [24], îñíîâàííûé íà èõ ïðèìåíåíèè
ïðè ðàñ÷¼òàõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôàõ.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû íîâûå öèðêóëÿíòíûå òîïîëîãèè ñòåïå-
íè ÷åòûðå, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïðÿìîóãîëüíûõ ðåø¼ò÷àòûõ ñòðóêòóð,
àíàëîãè÷íûå ðåø¼òêàì è äâóìåðíûì òîðàì, ñòàíäàðòíî èñïîëüçóåìûì â
ñåòÿõ íà êðèñòàëëå, íî ñ ëó÷øèìè ñòðóêòóðíûìè è êîììóíèêàòèâíûìè
ñâîéñòâàìè äëÿ ìàñøòàáíûõ ñåòåé íà êðèñòàëëå. Ðåøåíà çàäà÷à ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ ìèíèìóìîì äèàìåòðà è ïðÿìî-
óãîëüíûì êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè. Ïðåäñòàâëåí ïðîöåññ êîí-
ñòðóèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé òàêèõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàéäåííûõ ãðàôîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì äèàìåò-
ðà ãðàôîâ. Íàéäåíû ôîðìóëû äëÿ ïàðàìåòðîâ óêëàäêè ãðàôîâ íà ïëîñ-
êîñòè, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè îðãàíèçàöèè àëãîðèòìîâ ìàðø-
ðóòèçàöèè. Äîêàçàííûå ñâîéñòâà ìàñøòàáèðóåìîñòè íàéäåííûõ ãðàôîâ
è îãðàíè÷åííîé äëèíû ñîåäèíåíèé ïðè ðîñòå ÷èñëà âåðøèí àêòóàëü-
íû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìàñøòàáíûõ ñåòåé íà êðèñòàëëå. Äàëüíåéøåå
èññëåäîâàíèå ïðåäëîæåííûõ öèðêóëÿíòíûõ ñòðóêòóð ïðåäïîëàãàåò èõ
àïðîáàöèþ â êà÷åñòâå òîïîëîãèé ñåòåé íà êðèñòàëëå è ðåàëèçàöèþ àëãî-
ðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè äëÿ íèõ.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ê.ò.í. Ìîíàõîâó Î. Ã. è ä.ò.í. Ðîìàíî-

âó À. Þ. çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ äàííîé ðàáîòû.
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