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Ïðåäñòàâëåíî Ì.À. Øèøëåíèíûì

Abstract: The problem of recovery the initial condition in the ini-
tial boundary value problem for the nonlinear diffusion—reaction
type equation on the basis of noisy data of integral type at fixed
times is incorrect (inverse problem). In this paper the solution of
the inverse problem is reduced to the solution of the problem of
minimisation of the A.N. Tikhonov functional, in which the reg-
ularisation parameter is determined in various ways. Numerical
analysis of regularised solutions of the inverse problem for linear
and nonlinear formulation is given, the efficiency of regularisation
of the numerical solution at a fixed noise level in the data is shown.

Keywords:source problem, inverse problem, reaction—diffusion
model, regularisation, gradient methods.
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1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òèïà àäâåêöèè�äèôôóçèè�ðå-
àêöèè

∂u(x, t)

∂t
+ (v(x, t) · ∇)u(x, t)−∇(D(x)∇u(x, t)) = g(x, t, u), (1)

ãäå x ∈ Ω ⊂ Rn, t ∈ [0,+∞], u(x, t) ∈ C2,1(Ω × (0,+∞)) � ïëîòíîñòü
äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà, v(x, t) ∈ C2,1(Ω × (0,+∞)) � ïîëå ñêîðî-
ñòè, ñ êîòîðîé äâèæåòñÿ äàííîå âåùåñòâî, D(x) ∈ C1(Ω) � êîýôôèöè-
åíò äèôôóçèè, g(x, t, u) ∈ C0(Ω× (0,+∞)) � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ âåùå-
ñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå âñå ýòè âåëè÷èíû � âåêòîð-ôóíêöèè. Îòäåëüíîé
âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå çàäàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîäîáíîé
ñèñòåìû. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ðåíîðìàëèçî-
âàííîãî ðåøåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
u(x, t) ∈ L∞(Ω× [0,+∞]) çàäà÷è (1) ïðè óñëîâèÿõ v ∈ L∞(Ω× [0,+∞]),
D ∈ L∞(Ω), ëîêàëüíîé Ëèïøèöåâîñòè g : R+

0 → R, íåîäíîðîäíûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè ñìåøàííîãî òèïà è íà÷àëüíîì óñëîâèè
u(x, 0) = φ(x) ∈ L1(Ω).
Ìîäåëü (1) ìîæåò îïèñûâàòü ïðîöåññû

• òåïëîìàññîïåðåíîñà [2], ãäå u(x, t) = (v, T ) � âåêòîð, õàðàêòåðè-
çóþùèé ïîëå ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðó, Ω ⊂ R3,
g(u) = (GrTγ +Ha2f0, Qj

2
0/Pr), f0 � ñðåäíèå ÷àñòè ýëåêòðîìàã-

íèòíîé ñèëû, j20 � ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ òåïëà,Gr, Pr,Ha�
÷èñëà Ãðàñãîôà, Ïðàíäòëÿ è Ãàðòìàíà ñîîòâåòñòâåííî,Q� ïàðà-
ìåòð òåïëîâûäåëåíèÿ, çàäàþùèé èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêîâ òåï-
ëà, γ � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè z. Àâòîðà-
ìè ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå
ìåòàëëè÷åñêîãî ðàñïëàâà â ïåðåìåííîì íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì
ïîëå êîðîòêîãî ñîëåíîèäà, è ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàñùåïëåíèÿ
ïîëíîé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è: î
äèôôóçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òåïëîìàññîïåðåíîñå;

• çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû [3, 4], ãäå u(x, t) = (u1, u2, . . . ) �
êîíöåíòðàöèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âåùåñòâ, Ω ⊂ R,
g =

m∑
i=1

Ni(t)δ(x − xi) + g̃(x, t), Ni(t) � èíòåíñèâíîñòü òî÷å÷-

íûõ èñòî÷íèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè xi, g̃(x, t) � àïðèîðíî èçâåñò-
íàÿ ôóíêöèÿ. Àâòîðû ðàáîòû [3] ïðåäëîæèëè ÿâíóþ àñèìïòîòè-
÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà è
îáîñíîâàëè ñ å¼ ïîìîùüþ ÷èñëåííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ Ni(t);

• äèíàìèêè ïîïóëÿöèè [5], ãäå u(x, t) � êîíöåíòðàöèÿ îñîáåé,
Ω ⊂ R2, v = 0, g(u) = (1− u)u. Â ñòàòüå ïðèâåäåíû è äîêàçà-
íû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäåëè â ïðèìåíåíèè ê áèîëîãè÷åñêèì
ïðîáëåìàì;
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• ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ [6, 7],
ãäå u(x, t) � ïëîòíîñòü ïîëüçîâàòåëåé, âîâëå÷åííûõ â ïðîöåññ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, Ω ⊂ R, v = 0,
g(u) = (1− u/K) r(t)u, K � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ñåòè, r(t) �
ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëà àêòèâíûõ ïîëüçîâàòåëåé. Àâòîðû [6] ïðåä-
ëîæèëè ìîäåëü íà îñíîâå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ
îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñå-
òÿõ è ñ ïîìîùüþ ðåàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü
îïèñûâàåò ïðîöåññ ñ òî÷íîñòüþ áîëåå 90%. À â ðàáîòå [7] ÷èñëåí-
íî èññëåäîâàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè ïëîò-
íîñòè φ(x) òîé æå ìîäåëè ïî äîïîëíèòåëüíûì äàííûì î ïëîò-
íîñòè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà è â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêèé ìåòîä ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, îñíîâàí-
íûé íà ñòðóêòóðå ìîäåëè, è ïîäõîä ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, êîòî-
ðûé íå èñïîëüçóåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðè îáó÷åíèè. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ïåðâûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ φ(x) (îêîëî 99%), à ðåêîíñòðóêöèÿ íà÷àëüíîé
ïëîòíîñòè ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòåé ïðè ðåøå-
íèè ïðÿìîé çàäà÷è äàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ òî÷íîñòü â íîðìå
L2 â 103 ðàç õóæå, ÷åì êëàññè÷åñêèé ìåòîä;

• âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóïï ëþäåé [8], ãäå u(x, t) = (u1, u2) � ïëîò-
íîñòü ãðóïï 1 è 2, Ω ⊂ R2, v = (v1, v2)� ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ èëè
ñòðàòåãèè ãðóïï 1 è 2, g(u) = (0, 0, g1(u), g2(u)),
gi(u) =

∫
Ω(u

i)2 + λu1u2, λ � íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîí-
ñòàíòà. Àâòîð èññëåäîâàë äèíàìèêó ïîïóëÿöèé ñ ïîìîùüþ ìî-
äåëè ñðåäíåãî ïîëÿ, ïðåäëîæèë ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ
óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, è ïðî-
âåë íåñêîëüêî ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ;

• îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [9], ãäå u(x, t) � ïåðåìåííàÿ ñîñòîÿ-
íèÿ, Ω ⊂ Rn, v = 0, g(u) = g(x, t, u,∇u) + ucontrol, ucontrol �
óïðàâëåíèå. Àâòîðû ðàçðàáîòàëè òåîðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷, â êîòî-
ðûõ ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ âõîäÿò ëèíåéíî.

Äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ âîçíèêàþò îáðàòíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ v è D, ôóíêöèè g è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ φ ïî äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè âèäà

f(x, t) = u(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [0, T ] (2)

èëè èíòåãðàëüíûì äàííûì

f(t) =

∫
Ω

u(x, t)dx, t ∈ [0, T ]. (3)

Íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû
àâòîðû ñòàòüè [3] èññëåäóþò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u(x, t), Ni(t)
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è êîîðäèíàò xi, Ω ⊂ R, ïî çàäàííûì ôóíêöèÿì íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, à òàêæå óñëîâèÿì ïåðåîïðåäåëåíèÿ u(yi, t). Â ðàáîòå [4] èññëå-
äóåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêà çàãðÿçíåíèÿ âîçäóõà
g(t) äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîð-
ìå ïðîäóêöèè-äåñòðóêöèè ïî äàííûì î êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà u(t) â
ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Òàêèå îáðàòíûå çàäà÷è çà÷àñòóþ ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè [10], òî

åñòü èõ ðåøåíèå ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì è/èëè íåóñòîé÷èâûì (íà-
ïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ìîäåëè (1) áûëà ïðèìå-

íåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ [11]. Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ âîññòàíîâëåíèÿ
èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû àâòîðû ñòàòüè [3] ïðèìåíÿ-
ëè ðåãóëÿðèçàöèþ À.Í. Òèõîíîâà, à â ñòàòüå [4] èñïîëüçîâàëàñü èòåðà-
öèîííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêà.
Â ðàáîòå [12] èññëåäîâàëàñü çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè

ïëîòíîñòè ïîëüçîâàòåëåé, âîâëå÷åííûõ â ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èí-
ôîðìàöèè, φ(x) ïî äàííûì âèäà (3) è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî óñòîé-
÷èâî è îäíîçíà÷íî ðåøèòü íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðå-
ãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà.
Òàêæå çà ïîñëåäíèå 5 ëåò ïîÿâèëñÿ ðÿä íîâûõ ïóáëèêàöèé, â êî-

òîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé. Â ðà-
áîòàõ [13, 14, 15, 16] èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷
äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè è ïðî-
ñòðàíñòâó. À èìåííî, â ðàáîòå [13] ïðèâåäåíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ äðîá-
íûõ ïðîèçâîäíûõ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïî äàííûì â ñåðåäèíå îáëàñòè,
à òàêæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñ ïðèìåíå-
íèåì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà. Â ðàáîòàõ [14, 15] ðàññìàòðèâàþòñÿ
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêîâ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå
è êîýôôèöèåíòîâ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïî äàííûì î ôóíêöèÿõ â íåêîòî-
ðûõ òî÷êàõ îáëàñòè, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòàýâðèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè
îïòèìèçàöèè. Â ðàáîòå[16] îáðàòíàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàäèåíòíîãî
ìåòîäà ñ ïðèìåíåíèåì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà. Ðàáîòû [17, 18]
ïîñâÿùåíû ðåøåíèþ îáðàòíûõ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà â
óðàâíåíèÿõ òèïà Áþðãåðñà ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ôðîíòå
ðåàêöèè, ïðåäëîæåí ñïîñîá ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ãðàäèåíòíûì
ìåòîäîì, ãäå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáèðàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-
÷åñêîãî àíàëèçà. À â ðàáîòå [19] çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðîíèöàåìîñòè
íåëèíåéíîãî äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èòåðà-
òèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè Ãàóññà�Íüþòîíà äëÿ ôóíêöèîíàëà À.Í. Òèõîíî-
âà.
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Â íàøåé ðàáîòå â îáðàòíîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ íà-
÷àëüíîãî óñëîâèÿ èç íåëèíåéíîãî äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ïî èíôîðìàöèè èíòåãðàëüíîãî òèïà â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà â îáîáùåííîì âèäå: îïðå-
äåëèòü àìïëèòóäó èìïóëüñíîãî èñòî÷íèêà â íåëèíåéíîì äèôôóçèîííî-
ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ïî äàííûì èíòåãðàëüíîãî òèïà î ïðîöåññå â
ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Îñîáåííîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè ïðî-
äèêòîâàíà îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ äàííîé ìîäåëè ê îïèñàíèþ ñîöèàëü-
íûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ äàííûå ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà íåäîñòóïíû
äëÿ èçìåðåíèÿ, à ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ âèäîì ëîãèñòè÷åñêîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûì óñëîâèåì, èäåíòèôèêàöèÿ êîòîðîãî íîñèò îïðå-
äåëÿþùèé õàðàêòåð. Â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíî ÷èñëåííîå ðå-
øåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îá èñòî÷íèêå ïî äàííûì ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà
è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.
Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåí àëãîðèòì ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è (1), (3) â ñëó÷àå äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè, ò. å. ïðè
ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ Ω ∈ R, v = 0, D = const, g(u) = (1− u/K) r(t)u,
êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìà-
öèè â îíëàéí ñîöèàëüíûõ ñåòÿõ [6], äèíàìèêè ïîïóëÿöèé [5]. Â ðàçäåëå 2
ïðèâåäåíû ôîðìóëèðîâêè ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ äëÿ äèôôóçèîííî-
ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè. Â ðàçäåëå 3 ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ðåãóëÿðè-
çàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Â ðàçäåëå 4 ïðèâåäåíû ÷èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîìåðíîé
äèôôóçèîííî-ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè v = 0, D = const [6]:

ut = Duxx +
(
1− u

K

)
r(t)u, l1 ≤ x ≤ l2, t ≥ 1,

u(x, 1) = φ(x), l1 ≤ x ≤ l2,
ux(l1, t) = ux(l2, t) = 0, t ≥ 1.

(4)

Óðàâíåíèå èìååò äèôôóçèîííîå (ïåðâîå) è ëîãèñòè÷åñêîå (âòîðîå) ñëà-
ãàåìûå, ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ îïèñûâàåò äèíàìèêó èññëåäóåìîãî ïðî-
öåññà. Çäåñü u(x, t) ∈ C2,1((l1, l2)× (1,+∞)) ∩ C1,0([l1, l2]× [1,+∞)) ìî-
æåò áûòü êîíöåíòðàöèåé âåùåñòâà â àòìîñôåðå [3, 4], êîíöåíòðàöèåé
îñîáåé [5] èëè ïëîòíîñòüþ ïîëüçîâàòåëåé, âîâëå÷åííûõ â ïðîöåññ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè [6, 7], K > 0 � êîíñòàíòà, îïèñûâàþùàÿ
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè u(x, t), r(t) ∈ C1([1,+∞)) � ñêîðîñòü
ðîñòà ôóíêöèè u(x, t), φ(x) ∈ C0([l1, l2]) � íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíî-
ñòè (èñòî÷íèê).
Ïðÿìàÿ çàäà÷à (4) ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ôóíêöèè ïëîòíîñòè u(x, t)

ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè φ(x) è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Âñþäó äàëåå òàêóþ çàâèñèìîñòü ìû áóäåì îáîçíà÷àòü u(x, t;φ).
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à (4), (5) ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íà÷àëüíîé ôóíêöèè
ïëîòíîñòè φ(x) ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè èíòåãðàëüíîãî òèïà â
ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè:

N1∑
i=1

u(xi, tk) = fk, l1 ≤ xi ≤ l2, tk ≥ 1, k = 1, . . . , N2. (5)

Â ðàáîòå [12] ïîñëå ëèíåàðèçàöèè è äèñêðåòèçàöèè îáðàòíàÿ çàäà-
÷à (4), (5) áûëà ñâåäåíà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Aφ = f . Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A èìååò
ïîðÿäîê 1016, äåìîíñòðèðóþùåå íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàí-
íîé îáðàòíîé çàäà÷è [10].

3 ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÎÁÐÀÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ïîëîæèì u(x, t) ∈ L2((l1, l2)×(1,+∞)) è ïîñòàâèì íà÷àëüíîé ôóíêöèè
ïëîòíîñòè φ(x) â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ïàðàìåòðîâ q = (q0, q1, . . . , qd−1). Òî
åñòü ââåäåì êëàññ

Qd :=
{
q ∈ Rd : qj ≥ 0, φ(xj+1) = qj , j = 0, . . . , d− 1

}
,

d � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ.
Â ðàáîòå [12] ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (4), (5) áûëî ñâåäåíî ê ðåøå-

íèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè ïî ïàðàìåòðàì q ∈ Qd

â ñëó÷àå ñèíòåòè÷åñêèõ íåçàøóìëåííûõ äàííûõ:

J(q) = γ

N2∑
k=1

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

u(xi, tk; q)− fk

∣∣∣∣∣
2

,

γ = (T − 1)/N2 � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè áû-
ëà ðåøåíà ìåòîäàìè ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ðîÿ ÷àñòèö, òåíçîðíîãî
ïîåçäà è ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî èòåðàöèîííàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ
íåçíà÷èòåëüíî óëó÷øèëà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé àääèòèâíî çàøóìëåííûõ ñèíòåòè÷åñêèõ

äàííûõ îáðàòíîé çàäà÷è, òî åñòü äàííûõ â âèäå

f δk = fk + δξkfk,

ãäå δ � óðîâåíü øóìà, à ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Òîãäà îáðàòíóþ çàäà÷ó (4), (5) ìîæíî ñâåñòè ê ñîîòâåòñòâóþùåé çà-

äà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà À.Í. Òèõîíîâà [20, 11]:

M(q;α, δ) = γ

N2∑
k=1

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

u(xi, tk; q)− f δk

∣∣∣∣∣
2

+ α
d∑

j=1

∣∣qj − q0j
∣∣2 (6)
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ñ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè α ≥ 0 è íåêîòîðûì ïðèáëèæåíèåì ê òî÷-
íîìó ðåøåíèþ q0 (ñì. ïóíêò 4.1). Ðåøåíèåì çàäà÷è

q⋆ = min
q∈Qd

M(q;α, δ) (7)

áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Qd, ìèíèìèçèðóþùèé ôóíêöèî-
íàë À.Í. Òèõîíîâà (6).
Îòäåëüíûì ñëîæíûì íà ïðàêòèêå âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàðàìåò-

ðà ðåãóëÿðèçàöèè α êàê ôóíêöèè ïîãðåøíîñòè äàííûõ α(δ). Ñóùåñòâó-
þò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âûáîðà ïàðàìåòðà α [21]. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
èç íèõ:

(1) Ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå íåâÿçêè [21]. Äëÿ èçâåñòíîãî
óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè äàííûõ δ > 0 ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ïî
íåâÿçêå, òî åñòü èç ñîîòíîøåíèÿ

γ

N2∑
k=1

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

u(xi, tk; qα)− f δk

∣∣∣∣∣
2

= δ.

Ïåðåõîäèì ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåãî ôóíêöèîíàëà:

M̂(q, α; δ) =

∣∣∣∣∣∣γ
N2∑
k=1

∣∣∣∣∣
N1∑
i=1

u(xi, tk; q)− f δk

∣∣∣∣∣
2

− δ2

∣∣∣∣∣∣+ α
d∑

j=1

∣∣qj − q0j
∣∣2 .

(2) Àñèìïòîòè÷åñêèé ñïîñîá [22] îñíîâàí íà ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè:

α(δ) = Cδ2,

ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
(3) Ñïîñîá ïîäáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè [23]. Çà÷àñòóþ íà ïðàê-

òèêå çíà÷åíèå δ > 0 íåèçâåñòíî, è âûáîð α äåëàåòñÿ íà îñíî-
âå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè è ïðîöåññå. Íàïðè-
ìåð, ïðè îïèñàíèè ðåäóêöèè èçìåðåíèé [23] ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ â âûðàæåíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, ò. å.
α = cT 3, ãäå T � õàðàêòåðíîå âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå ëîêàëü-
íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ.

3.1. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Îáùàÿ èäåÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñîñòîèò
â ïîñëåäîâàòåëüíîì óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé

qm+1 = qm − αm∇M(qm;α, δ), q0 ∈ Qd,

ãäå αm > 0� ïàðàìåòð ñïóñêà, õàðàêòåðèçóþùèé òîò èëè èíîé ãðàäèåíò-
íûé ìåòîä, ∇M(qm;α, δ) � ãðàäèåíò öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà M(qm;α, δ).
Áûëî ïîêàçàíî [24], ÷òî èòåðàöèîííûå ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî òèïà îáëà-
äàþò ðåãóëÿðèçóþùèìè ñâîéñòâàìè, à èìåííî ïîðîæäàþò ðåãóëÿðèçóþ-
ùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, â êîòîðûõ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöèè ÿâëÿ-
åòñÿ íîìåð èòåðàöèè.
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Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãîóðîâíåâûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä
(ÌÃÌ) [25], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, ÷òî
ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ðàíåå óæå áûëè ïðîâåäåíû
÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ïîäîáíîé îáðàòíîé çàäà÷è, ðåøàåìîé ñ ïî-
ìîùüþ ÌÃÌ [26].
Äàëåå ïðèâåäåí àëãîðèòì 1 ìíîãîóðîâíåâîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Àëãîðèòì 1 ìíîãîóðîâíåâîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà

Âõîä: Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ a0, b0 = a0, c0 = a0,
ïàðàìåòð ìåòîäà η0 = 0.

1: Ïîêà êîëè÷åñòâî èòåðàöèé < Niter âûïîëíÿòü

2: Ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

am+1 = θm+1c
m + (1− θm+1)b

m.

3: Äëÿ ìîäåëè ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ am+1 ðåøèòü ñîïðÿæåííóþ
çàäà÷ó.

4: Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ∇M(am+1;α, δ).
5: Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå bm+1 = am+1 − ζm+1∇M(am+1;α, δ).
6: Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåíèå cm+1 = cm − ηm+1∇M(am+1;α, δ).
7: Êîíåö öèêëà

Îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ θm+1, ζm+1 è ηm+1 ïðèâåäåíî â ðàáîòå [12].
Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ èòåðàöèè îñòàíàâëèâàëèñü, êîãäà çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà âûõîäèëî íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
Ãðàäèåíò∇M(am+1;α, δ) öåëåâîãî ôóíêöèîíàëàM(q;α, δ) îïðåäåëÿë-

ñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå.
Ëåììà. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (6)

èìååò âèä

∇M(q;α, δ) = −ψ(x, 1)− 2α(φ(x)− φ0(x)), (8)

ãäå ôóíêöèè φ(x), φ0(x) ∈ C0([l1, l2]) îïðåäåëÿþòñÿ èç íàáîðîâ ïàðàìåò-
ðîâ q, q0 ∈ Qd ñîîòâåòñòâåííî, à ôóíêöèÿ ψ(x, t) ∈ L2((l1, l2)× (1,+∞))
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

ψt = −Dψxx − r(t)ψ +
2r(t)u

K
ψ + [ψ], l1 ≤ x ≤ l2, 1 ≤ t ≤ T,

ψ(x, t) = 0, l1 ≤ x ≤ l2,

ψx(l1, t) = ψx(l2, t) = 0, 1 ≤ t ≤ T,[
ψ
]
t=tk

= 2γ

(
N1∑
i=1

u(xi, tk; q)− f δk

)
, k = 1, . . . , N2.

Â ðàáîòå [27] ïðèâåäåí âûâîä ôîðìóëû (8) äëÿ áîëåå îáùåé ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è (4) ñ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [28] è [29] äëÿ ìåòîäîâ òèïà Ãàóññà�Íüþòîíà

áûëî ïðåäëîæåíî âûáèðàòü øàã ñïóñêà αm, çàâèñÿùèé îò îøèáêè δ. À
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èìåííî αm = α0ρ
m [28] äëÿ íåêîòîðîãî ρ ∈ (0, 1) è αm = δ2/(2p+1) [29] äëÿ

0 < p ≤ 1. Â ñòàòüÿõ ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðàññìàòðè-
âàåìûõ ìåòîäîâ.

3.2. Optuna. Optuna [30] � ýòî êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïðåäñòàâëåííîãî
íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò áàéåñîâ-
ñêèé ìåòîä äðåâîâèäíûõ îöåíîê Ïàðçåíà (Tree-structured Parzen Estima-
tor, TPE) [31].
Äàëåå ïðèâåäåí àëãîðèòì 2 ìåòîäà Optuna.

Àëãîðèòì 2 ìåòîäà Optuna

1: Çàäàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ M(q;α, δ) â âèäå (6).
2: Îïðåäåëèòü ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ qi, i = 1, . . . , d â âèäå

[qmin
i , qmax

i ].
3: Çàäàòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé NO.
4: Ïðèìåíèòü ìåòîä äðåâîâèäíûõ îöåíîê Ïàðçåíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

min
q∈[qmin,qmax]

M(q;α, δ).

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ÷èñëî èòåðàöèé âûáèðàëîñü NO = 1000,
à êëàññ ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è Qd = [0, 6]d.

4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (6) ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ
ÌÃÌ, Optuna è Optuna â êîìáèíàöèè ñ ÌÃÌ (Optuna+ÌÃÌ) äëÿ çà-
øóìëåííûõ ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ îáðàòíîé çàäà÷è (5). Ðàáîòà áûëà
âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåñóðñîâ ÖÊÏ Ñèáèðñêèé Ñóïåðêîìïüþ-
òåðíûé Öåíòð ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñ-
ëèòåëüíîì óçëå ñ äâóìÿ ïðîöåññîðàìè Intel Xeon Gold 6248R, êîëè÷åñòâî
ÿäåð â êàæäîì ïðîöåññîðå � 24, ÷àñòîòà � 3 Ãö, 384 Ãá îïåðàòèâíîé ïà-
ìÿòè.

4.1. Âõîäíûå ïàðàìåòðû. Ïðÿìàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÿâíûì êîíå÷íî-

ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè O(τ +h2) íà ðàâíîìåð-
íîé ñåòêå â çàìêíóòîé îáëàñòè D = {(x, t) | l1 ≤ x ≤ l2, 1 ≤ t ≤ T}. Äëÿ
ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî íåïðåðûâíîãî ïîäõîäà ôóíêöèÿ íà÷àëüíîé
ïëîòíîñòè φ(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç âåêòîðà q èíòåðïîëÿöèåé êóáè÷åñêèìè
ñïëàéíàìè [26]. Ñîãëàñíî [6] K = 25, D = 0.01 è ôóíêöèÿ r(t) èìååò âèä

r(t) =
β2
β1

− e−β1(t−1)

(
β2
β1

− β3

)
, ãäå β1 = 1.5, β2 = 0.375, β3 = 1.65.

Â îáðàòíîé çàäà÷å âîññòàíàâëèâàþòñÿ d = 6 ïàðàìåòðîâ, òî åñòü q ∈ Q6.
Ïîëîæèì â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ l1 = 1, l2 = 6, T = 24, Nx = 50 è

Nt = 575 [26]. È â ôóíêöèîíàëå À.Í. Òèõîíîâà q0j ∈ [0, 6] ðàñïîëîæåíû

ðàâíîìåðíî, òî åñòü q0 = (6, 4.8, 3.6, 2.4, 1.2, 0).
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Â êà÷åñòâå ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ fk áûëè âçÿòû çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è â êàæäîé äåñÿòîé òî÷êå ïî x < 50 è â êàæäîé äâàäöàòü
ïÿòîé òî÷êå ïî t ≥ 50, òî åñòü N1 = 5 è N2 = 22. À èìåííî:

ωx = {xi ∈ [0, 50] | xi = ih, h = (l2 − l1)/Nx},

ωt = {tk ∈ [0, 575] | tk = kτ, τ = (T − 1)/Nt}.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ qexact = (5.8, 1.7, 1.9, 1, 0.95, 0.7) (òî÷íîå ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è) âçÿòû èç ðàáîòû [6], â êîòîðîé àâòîðû ìîäåëèðóþò
äàííûå íîâîñòíîãî ñàéòà Digg.com.
Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äàííûõ f δk äëÿ óðîâíåé øóìà

δ = 0, 0.05 è 0.1. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ¾õâîñò¿ äàííûõ âíîñèò çíà÷è-
òåëüíóþ ïîãðåøíîñòü, ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàëè 2 âàðèàíòà äàííûõ:
tk ∈ [3, 15] è tk ∈ [3, 24].

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ f δk äëÿ óðîâíåé
øóìà δ = 0 (÷åðíûå òî÷êè), 0.05 (ñèíèå êâàäðàòû) è 0.1
(êðàñíûå òðåóãîëüíèêè).

Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âû÷èñëÿëàñü ïî
ôîðìóëå

err =
d∑

j=1

|qexactj − q⋆j |
qexactj

.

Çäåñü q⋆ � ðåøåíèå çàäà÷è (7), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ôóíê-
öèîíàëà M(q⋆;α, δ) (6).

4.2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â äàííîì ðàçäåëå
ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ
r(t) ≡ 0 (òî åñòü êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè) è ñëó÷àÿ r(t) ̸= 0.
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 ïî äàííûì f0.02k , tk ∈ [3, 24]
àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå r(t) = 0.

Ýêñïåðèìåíò Çíà÷åíèå α Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà err
Áåç ðåãóëÿðèçàöèè 0 J(q⋆) = 4.24 · 10−4 10.63

C = 0.01 4 · 10−6 M(q⋆;α, δ) = 5.24 · 10−4 5.44
C = 0.5 2 · 10−4 M(q⋆;α, δ) = 2.89 · 10−3 2.69

Â òèïîâîì ýêñïåðèìåíòå âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ q ∈ Q6 ñëó÷àÿ r(t) ̸= 0 ïî äàííûì f0.05k , tk ∈ [3, 24] â ñëó÷àå àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01 âðå-
ìÿ ðàáîòû ìåòîäà Optuna ñîñòàâëÿåò 49 ñåêóíä.

4.2.1. Ëèíåéíûé ñëó÷àé r(t) = 0. Â òàáëèöå 1 è íà ðèñóíêå 2(a)
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ q⋆ ∈ Q6 (÷åðíûå òî÷êè) ïî äàííûì f0.02k , tk ∈ [3, 24] àëãîðèòìîì
Optuna â ñëó÷àå α = 0 (áåç ðåãóëÿðèçàöèè) è àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñî-
áà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01 è C = 0.5. Ìîæíî
âèäåòü, ÷òî äîáàâëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè õîòü è âåäåò ê óâåëè-
÷åíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà, íî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè.
Ïðè÷åì áîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà C ïðèáëèæàåò ðåøåíèå ê òî÷íîìó.
Íà ðèñóíêå 2(b) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà

íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.5 ïî äàí-
íûì f0.05k äâóõ òèïîâ: tk ∈ [3, 15] è tk ∈ [3, 24]. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðåøå-
íèÿ îòëè÷àþòñÿ íå ñèëüíî, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé err = 2.39
è err = 2.91 ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü ðåøåíèå äëÿ f0.05k , tk ∈ [3, 15] áëèæå
ê òî÷íîìó çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ ¾õâîñòà¿.
Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 ïî äàííûì f δk , tk ∈ [3, 24] ïðè ðàçíûõ óðîâ-
íÿõ ïîãðåøíîñòè äàííûõ δ àëãîðèòìîì Optuna. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàëîå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà (ðèñóíîê 3(a)) íå âíîñèò çíà÷èìûõ óëó÷øåíèé, òî
åñòü ïî÷òè íå äîáàâëÿåò ðåãóëÿðèçàöèè. À âûáîð C = 0.5 ïîçâîëÿåò
äëÿ âñåõ δ óñòîé÷èâî ðåøàòü ïîñòàâëåííóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó è íàõîäèòü
áëèçêîå ðåøåíèå.
Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 ïî äàííûì f
0.05
k , tk ∈ [3, 24] â ñëó÷àå àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01 ìå-
òîäîì Optuna è ÌÃÌ ñ íà÷àëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè x0 = 0 è x0 = q0.
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÌÃÌ íå ñèëüíî óëó÷øàåò íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
È äàæå åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü ðåøåíèå, ïîëó-
÷åííîå ìåòîäîì Optuna, ÌÃÌ íåçíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà.
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Ðèñ. 2. Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
q⋆ ∈ Q6 (a) ïî äàííûì f0.02k , tk ∈ [3, 24] ìåòîäîì Optuna â
ñëó÷àå α = 0 è àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåò-
ðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01 è C = 0.5; (b) ïî ðàçëè÷-
íûì äàííûì f0.05k àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ
C = 0.5. Ëèíèÿìè óêàçàíû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè íà-
÷àëüíîé ïëîòíîñòè φ(x) ïî çíà÷åíèÿì q⋆ äëÿ çàäà÷è (4)

Òàêèì îáðàçîì, â ëèíåéíîì ñëó÷àå ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðèáëè-
çèòü ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ê òî÷íîìó è ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàò â ñìûñ-
ëå ïîãðåøíîñòè ëó÷øå, ÷åì ïðè α = 0 (áåç ðåãóëÿðèçàöèè). Ëó÷øèì
èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ âûáîðà ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè îêàçàëñÿ
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Ðèñ. 3. Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
q⋆ ∈ Q6 ïî äàííûì f δk , tk ∈ [3, 24] ïðè ðàçíûõ δ àëãî-
ðèòìîì Optuna â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âû-
áîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ à) C = 0.01 è á)
C = 0.5. Ëèíèÿìè óêàçàíû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè íà-
÷àëüíîé ïëîòíîñòè φ(x) ïî çíà÷åíèÿì q⋆ äëÿ çàäà÷è (4)

àñèìïòîòè÷åñêèé ñïîñîá ñ ïàðàìåòðîì C = 0.5. Ïðè ñðàâíåíèè ðåøå-
íèé îáðàòíîé çàäà÷è ïðè ðàçëè÷íûõ äàííûõ f δk áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îò-
áðàñûâàíèå ¾õâîñòà¿ çíà÷åíèé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, êîòîðûé
âíîñèò äîïîëíèòåëüíûé øóì, ïðèâîäèò ê íåáîëüøîìó óëó÷øåíèþ òî÷-
íîñòè ðåøåíèÿ. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ëó÷øèé ìåòîä (C = 0.5) ïîçâîëÿåò
óìåíüøèòü ôóíêöèîíàë (6) äî 10−3 ïðè ïîãðåøíîñòè â äàííûõ íå ïðå-
âûøàþùåé 3% (δ = 0.03).
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Ðèñ. 4. Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
q⋆ ∈ Q6 ïî äàííûì f0.05k , tk ∈ [3, 24] ðàçíûìè ìåòîäàìè â
ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01. Ëèíèÿìè óêàçàíû àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè φ(x) ïî çíà÷åíèÿì q⋆

äëÿ çàäà÷è (4)

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 ïî äàííûì f0.05k , tk ∈ [3, 15]
àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå r(t) ̸= 0.

Ýêñïåðèìåíò Çíà÷åíèå α Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà err
Áåç ðåãóëÿðèçàöèè 0 J(q⋆) = 3.56 · 10−3 2.41

C = 0.01 2.5 · 10−5 M(q⋆;α, δ) = 3.87 · 10−3 1.45
C = 0.5 1.25 · 10−3 M(q⋆;α, δ) = 1.07 · 10−2 3.65

Ñïîñîá íåâÿçêè 6.23 · 10−6 M̂(q⋆, α; δ) = 1.33 · 10−3 3.01

4.2.2. Íåëèíåéíûé ñëó÷àé r(t) ̸= 0. Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ðå-
çóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 ïî
äàííûì f0.05k , tk ∈ [3, 15], àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå α = 0 (áåç ðåãó-
ëÿðèçàöèè), àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè
äëÿ C = 0.01 è C = 0.5 è ñïîñîáà íåâÿçêè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè
äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàöèè ïðè C = 0.01. À óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà C, â îòëè÷èå îò ëèíåé-
íîãî ñëó÷àÿ, íå ïðèáëèæàåò ðåøåíèå ê òî÷íîìó. Ñïîñîá íåâÿçêè â ñâîþ
î÷åðåäü íàõîäèò îïòèìàëüíîå α, êîòîðîå óìåíüøàåò çíà÷åíèå ôóíêöèî-
íàëà, íî èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è íå óìåíüøàåò
îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ.
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Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ q⋆ ∈ Q6 àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01 ïî äàííûì
f0.05k äâóõ òèïîâ: tk ∈ [3, 15] è tk ∈ [3, 24]. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî îáà ðåøå-
íèÿ áëèæå ê òî÷íîìó, ÷åì â ëèíåéíîì ñëó÷àå, à çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé
err = 1.46 è err = 1.63 íå ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ.

Ðèñ. 5. Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
q⋆ ∈ Q6 ïî ðàçëè÷íûì äàííûì f0.05k àëãîðèòìîì Optuna â
ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãó-
ëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01. Ëèíèÿìè óêàçàíû àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèè íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè φ(x) ïî çíà÷åíèÿì q⋆

äëÿ çàäà÷è (4)

Ìû òàêæå ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ïåð-
âûå òðè ïàðàìåòðà, â íàèáîëüøåé ñòåïåíè âëèÿþùèå íà ïðîöåññ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ, íàïðèìåð, èíôîðìàöèè, òî åñòü ïðè d = 3. Íà ðèñóíêå 6
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ q⋆ ∈ Q3 ïî äàííûì f0.05k , tk ∈ [3, 24] àëãîðèòìîì Optuna â ñëó÷àå
α = 0 (áåç ðåãóëÿðèçàöèè), àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà
ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ C = 0.01 (α = 2.5 · 10−5) è C = 0.5 (α = 1.25 · 10−3) è
ñïîñîáà íåâÿçêè (α = 3.21 · 10−5) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè-
çàöèè. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèè ñïîñîáà íåâÿçêè, íî, êàê ìîæíî âèäåòü, òàêîå ðåøåíèå íåäîñòà-
òî÷íî êà÷åñòâåííî îïèñûâàåò òî÷íóþ ôóíêöèþ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, â íåëèíåéíîì ñëó÷àå r(t) ̸= 0 ëó÷øèì â ñìûñëå ïî-

ãðåøíîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðè àñèìïòîòè÷å-
ñêîì ñïîñîáå âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ñ ïàðàìåòðîì C = 0.01.
Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ äàííûõ f δk îáðàòíîé
çàäà÷è, êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå, êà÷åñòâåííî íå ðàçëè÷àþòñÿ. Òàêæå
ïîêàçàíî, ÷òî óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà âîññòàíàâëèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ
q ∈ Qd ñ d = 6 äî d = 3 íå óëó÷øàåò ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (4), (5).
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Ðèñ. 6. Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ
q⋆ ∈ Q3 ïî äàííûì f0.05k , tk ∈ [3, 24] ðàçíûìè ìåòîäà-
ìè. Ëèíèÿìè óêàçàíû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè íà÷àëü-
íîé ïëîòíîñòè φ(x) ïî çíà÷åíèÿì q⋆ äëÿ çàäà÷è (4)

5 Çàêëþ÷åíèå

×èñëåííî èññëåäîâàíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òèïà äèôôóçèè�
ðåàêöèè ïî çàøóìëåííûì äàííûì èíòåãðàëüíîãî òèïà â ôèêñèðîâàííûå
ìîìåíòû âðåìåíè (îáðàòíàÿ çàäà÷à). Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-
íîé, ïîýòîìó â ðàáîòå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è áûëî ñâåäåíî ê ðåøåíèþ
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà À.Í. Òèõîíîâà. Ïàðàìåòð ðåãóëÿ-
ðèçàöèè îïðåäåëÿëñÿ íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ê ðàññìîòðåííîé çàäà÷å àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïîñîáà âûáîðà
ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ðåãóëÿðèçîâàí-
íûõ ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâîê
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè�ðåàêöèè. Â ëèíåé-
íîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñîãëàñîâûâàþòñÿ ñ òåîðèåé
ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ óìåíüøå-
íèå êîëè÷åñòâà äàííûõ, êîòîðûå âíîñÿò äîïîëíèòåëüíûé øóì, íå ïðèâî-
äèò ê çíà÷èìûì óëó÷øåíèÿì ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, à òàêæå â íåëè-
íåéíîé ïîñòàíîâêå óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà âîññòàíàâëèâàåìûõ íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ èñòî÷íèêà âîçìóùåíèé íå óëó÷øàåò ðåøåíèå îáðàòíîé
çàäà÷è.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò ó÷åò óï-

ðàâëåíèÿ èññëåäóåìûìè ïðîöåññàìè â ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè è òå-
ñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà íà ðåàëüíûõ äàííûõ.
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