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Задача восстановления начального условия в начально-краевой задаче для нели-
нейного уравнения типа диффузии—реакции по зашумленным данным интеграль-
ного типа в фиксированные моменты времени является некорректной (обратная
задача). В работе решение обратной задачи сведено к решению задачи минимиза-
ции функционала А. Н. Тихонова, в котором параметр регуляризации определяется
несколькими способами. Приведен численный анализ регуляризованных решений
обратной задачи для линейной и нелинейной постановки, показана эффективность
регуляризации численного решения при фиксированном уровне шума в данных.

Ключевые слова: задача об источнике, обратная задача, модель «реакции—
диффузии», регуляризация, градиентные методы.

ВВЕДЕНИЕ

В работе рассматривается уравнение типа адвекции—диффузии—реакции

𝜕𝑢(x, 𝑡)

𝜕𝑡
+ (v(x, 𝑡) · ∇)𝑢(x, 𝑡)−∇(𝐷(x)∇𝑢(x, 𝑡)) = 𝑔(x, 𝑡, 𝑢), (1)

где x ∈ Ω ⊂ R𝑛, 𝑡 ∈ [0,+∞], 𝑢(x, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(Ω × (0,+∞)) — плотность диф-
фундирующего вещества, v(x, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(Ω × (0,+∞)) — поле скорости, с ко-
торой движется данное вещество, 𝐷(x) ∈ 𝐶1(Ω) — коэффициент диффузии,
𝑔(x, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐶0(Ω× (0,+∞)) — функция источников вещества. В общем случае все

1Постановки прямой и обратной задач, а также алгоритмы их решения (разделы 1 и 2) сфор-
мулированы в рамках государственного задания Министерства науки и высшего образования РФ
(тема “Аналитическое и численное исследование обратных задач об определении параметров источ-
ников атмосферного или водного загрязнения и (или) параметров среды”, проект FENG-2023-0004).
Численные эксперименты (раздел 3) выполнены при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект № 23-71-10068).
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эти величины — вектор-функции. Отдельной важной задачей является точное за-
дание функциональных пространств для рассмотрения существования и единствен-
ности решения подобной системы. Например, в работе [1] было введено понятие
ренормализованного решения для доказательства теоремы существования решения
𝑢(x, 𝑡) ∈ 𝐿∞(Ω× [0,+∞]) задачи (1) при условиях v ∈ 𝐿∞(Ω× [0,+∞]), 𝐷 ∈ 𝐿∞(Ω),
локальной Липшицевости 𝑔 : R+

0 → R, неоднородными граничными условиями сме-
шанного типа и начальном условии 𝑢(x, 0) = 𝜙(x) ∈ 𝐿1(Ω).

Модель (1) может описывать процессы

• тепломассопереноса [2], где 𝑢(x, 𝑡) = (v, 𝑇 ) — вектор, характеризующий поле
скорости и температуру, Ω ⊂ R3, 𝑔(𝑢) = (𝐺𝑟𝑇𝛾 +𝐻𝑎2𝑓0, 𝑄𝑗

2
0/𝑃𝑟), 𝑓0 — сред-

ние части электромагнитной силы, 𝑗20 — распределения источников тепла, 𝐺𝑟,
𝑃𝑟, 𝐻𝑎 — числа Грасгофа, Прандтля и Гартмана соответственно, 𝑄 — па-
раметр тепловыделения, задающий интенсивность источников тепла, 𝛾 — еди-
ничный вектор, направленный вдоль оси 𝑧. Авторами предложена математиче-
ская модель, описывающая движение металлического расплава в переменном
неоднородном магнитном поле короткого соленоида, и показана возможность
расщепления полной магнитогидродинамической задачи на две подзадачи: о
диффузии магнитного поля и тепломассопереносе;

• загрязнения окружающей среды [3,4], где 𝑢(x, 𝑡) = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑠) — концентра-

ция рассматриваемых веществ, Ω ⊂ R, 𝑔 =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑁𝑖(𝑡)𝛿(x − x𝑖) + 𝑔(x, 𝑡), 𝑁𝑖(𝑡) —

интенсивность точечных источников с координатами x𝑖, 𝑔(x, 𝑡) — априорно
известная функция. Авторы работы [3] предложили явную асимптотическую
формулу для определения местоположения источника и обосновали с её помо-
щью численный алгоритм определения интенсивности источников 𝑁𝑖(𝑡);

• динамики популяции [5], где 𝑢(x, 𝑡) — концентрация особей, Ω ⊂ R2, v = 0,
𝑔(𝑢) = (1− 𝑢)𝑢. В статье приведены и доказаны некоторые свойства модели в
применении к биологическим проблемам;

• распространения информации в онлайн социальных сетях [6, 7], где 𝑢(x, 𝑡) —
плотность пользователей, вовлеченных в процесс распространения информа-
ции, Ω ⊂ R, v = 0, 𝑔(𝑢) = (1− 𝑢/𝐾) 𝑟(𝑡)𝑢, 𝐾 — пропускная способность сети,
𝑟(𝑡) — скорость роста числа активных пользователей. Авторы [6] предложи-
ли модель на основе уравнения в частных производных для описания рас-
пространения информации в онлайн социальных сетях и с помощью реальных
данных показали, что такая модель описывает процесс с точностью более 90%.
А в работе [7] численно исследовалась задача определения начальной функции
плотности 𝜙(x) той же модели по дополнительным данным о плотности в раз-
личных точках пространства и в различные моменты времени. Для решения
поставленной задачи применялся стохастический метод минимизации целевого
функционала, основанный на структуре модели, и подход машинного обуче-
ния, который не использует математическую модель при обучении. Показано,
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что первый подход позволяет получить высокую точность восстановления 𝜙(x)
(около 99%), а реконструкция начальной плотности с помощью искусственных
нейронных сетей при решении прямой задачи дает среднеквадратичную точ-
ность в норме 𝐿2 в 103 раз хуже, чем классический метод;

• взаимодействия групп людей [8], где 𝑢(x, 𝑡) = (𝑢1, 𝑢2) — плотность групп 1 и
2, Ω ⊂ R2, v = (v1, v2) — функция управления или стратегии групп 1 и 2,
𝑔(𝑢) = (0, 0, 𝑔1(𝑢), 𝑔2(𝑢)), 𝑔𝑖(𝑢) =

∫︀
Ω(𝑢

𝑖)2 + 𝜆𝑢1𝑢2, 𝜆 — неотрицательная веще-
ственная константа. Автор исследовал динамику популяций с помощью модели
среднего поля, предложил численный метод определения управления, основан-
ный на методе градиентного спуска, и провел несколько численных экспери-
ментов;

• оптимального управления [9], где 𝑢(x, 𝑡) — переменная состояния, Ω ⊂ R𝑛,
v = 0, 𝑔(𝑢) = 𝑔(x, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)+𝑢𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙, 𝑢𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑙 — управление. Авторы разработали
теорию существования и единственности решения для нелинейных модельных
задач, в которых функции управления входят линейно.

Для таких процессов возникают обратные задачи определения параметров v и
𝐷, функции 𝑔 и начального условия 𝜙 по дополнительной информации вида

𝑓(x, 𝑡) = 𝑢(x, 𝑡), x ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (2)

или интегральным данным

𝑓(𝑡) =

∫︁
Ω

𝑢(x, 𝑡)𝑑x, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (3)

Например, при описании процессов загрязнения окружающей среды авторы ста-
тьи [3] исследуют задачу определения функций 𝑢(x, 𝑡), 𝑁𝑖(𝑡) и координат x𝑖, Ω ⊂ R,
по заданным функциям начальных и граничных условий, а также условиям пере-
определения 𝑢(y𝑖, 𝑡). В работе [4] исследуется задача восстановления функции ис-
точника загрязнения воздуха 𝑔(𝑡) для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений в форме продукции-деструкции по данным о концентрации вещества 𝑢(𝑡)
в различные моменты времени.

Такие обратные задачи зачастую являются некорректными [10], то есть их ре-
шение может быть неединственным и/или неустойчивым (например, в пространстве
гладких функций).

Для построения решения обратной задачи для модели (1) была применена регу-
ляризация [11]. В приведенных выше примерах восстановления источников загряз-
нения окружающей среды авторы статьи [3] применяли регуляризацию А. Н. Тихо-
нова, а в статье [4] использовалась итерационная регуляризация для определения
функции источника.

В работе [12] исследовалась задача определения начальной функции плотности
пользователей, вовлеченных в процесс распространения информации, 𝜙(𝑥) по дан-
ным вида (3) и было показано, что можно устойчиво и однозначно решить некор-
ректную задачу с помощью метода регуляризации А. Н. Тихонова.
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Также за последние 5 лет появился ряд новых публикаций, в которых рассматри-
ваются новые эффективные численные методы решения обратных задач для нели-
нейных диффузионных уравнений. В работах [13–16] исследуются свойства прямых
и обратных задач для нелинейных уравнений с дробными производными по време-
ни и пространству. А именно, в работе [13] приведены теоремы о существовании и
единственности решения обратной задачи определения порядков дробных производ-
ных в одномерном случае по данным в середине области, а также предложен алго-
ритм решения поставленной задачи с применением регуляризации А. Н. Тихонова.
В работах [14, 15] рассматриваются задачи определения порядков дробных произ-
водных в двумерном случае и коэффициентов в одномерном случае по данным о
функциях в некоторых точках области, которые решаются метаэвристическими ме-
тодами оптимизации. В работе [16] обратная коэффициентная задача для уравнения
с дробной производной решается с использованием градиентного метода с примене-
нием регуляризации А. Н. Тихонова. Работы [17,18] посвящены решению обратных
задач восстановления коэффициента в уравнениях типа Бюргерса по дополнитель-
ной информации о фронте реакции, предложен способ решения поставленной задачи
градиентным методом, где начальное приближение выбирается с помощью асимпто-
тического анализа. А в работе [19] задача восстановления проницаемости нелинейно-
го двумерного уравнения диффузии решается методом итеративной регуляризации
Гаусса—Ньютона для функционала А. Н. Тихонова.

В нашей работе в обратной задаче требуется определить функцию начально-
го условия из нелинейного диффузионно-логистического уравнения по информации
интегрального типа в фиксированные моменты времени, которая может быть пе-
реформулирована в обобщенном виде: определить амплитуду импульсного источни-
ка в нелинейном диффузионно-логистическом уравнении по данным интегрального
типа о процессе в фиксированный момент времени. Особенность такой постановки
продиктована областью применения данной модели к описанию социальных процес-
сов, в которых данные пространственного типа недоступны для измерения, а про-
цесс характеризуется видом логистической части уравнения и начальным условием,
идентификация которого носит определяющий характер. В более ранних работах
исследовано численное решение обратной задачи об источнике по данным простран-
ственного типа и получены условия устойчивости решения обратной задачи.

В данной работе построен алгоритм регуляризации решения обратной зада-
чи (1), (3) в случае диффузионно-логистической модели, т. е. при следующих услови-
ях Ω ∈ R, v = 0, 𝐷 = const, 𝑔(𝑢) = (1− 𝑢/𝐾) 𝑟(𝑡)𝑢, которая возникает при описании
процесса распространения информации в онлайн социальных сетях [6], динамики
популяций [5]. В разделе 1 приведены формулировки прямой и обратной задач для
диффузионно-логистической модели. В разделе 2 сформулирован алгоритм регуля-
ризации численного решения обратной задачи. В разделе 3 приведены численные
эксперименты для синтетических данных при различном выборе параметра регуля-
ризации.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается начально-краевая задача для одномерной
диффузионно-логистической модели при v = 0, 𝐷 = const [6]:

𝑢𝑡 = 𝐷𝑢𝑥𝑥 +
(︁
1− 𝑢

𝐾

)︁
𝑟(𝑡)𝑢, 𝑙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙2, 𝑡 ≥ 1,

𝑢(𝑥, 1) = 𝜙(𝑥), 𝑙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙2,
𝑢𝑥(𝑙1, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑙2, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 1.

(4)

Уравнение имеет диффузионное (первое) и логистическое (второе) слагае-
мые, последнее из которых описывает динамику исследуемого процесса. Здесь
𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1((𝑙1, 𝑙2)× (1,+∞)) ∩ 𝐶1,0([𝑙1, 𝑙2]× [1,+∞)) может быть концентрацией
вещества в атмосфере [3, 4], концентрацией особей [5] или плотностью пользовате-
лей, вовлеченных в процесс распространения информации [6,7], 𝐾 > 0 — константа,
описывающая максимальное значение функции 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑟(𝑡) ∈ 𝐶1([1,+∞)) — ско-
рость роста функции 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶0([𝑙1, 𝑙2]) — начальная функция плотности
(источник).

Прямая задача (4) состоит в вычислении функции плотности 𝑢(𝑥, 𝑡) при за-
данной начальной функции 𝜙(𝑥) и имеет единственное решение. Всюду далее такую
зависимость мы будем обозначать 𝑢(𝑥, 𝑡;𝜙).

Обратная задача (4), (5) состоит в определении начальной функции плотно-
сти 𝜙(𝑥) по дополнительной информации интегрального типа в различные моменты
времени:

𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑘) = 𝑓𝑘, 𝑙1 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑙2, 𝑡𝑘 ≥ 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁2. (5)

В работе [12] после линеаризации и дискретизации обратная задача (4), (5) была
сведена к системе линейных алгебраических уравнений 𝐴𝜙 = 𝑓 . Было показано, что
число обусловленности матрицы 𝐴 имеет порядок 1016, демонстрирующее неустой-
чивость решения линеаризованной обратной задачи [10].

2. АЛГОРИТМЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ

Положим 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2((𝑙1, 𝑙2)×(1,+∞)) и поставим начальной функции плотности
𝜙(𝑥) в соответствие набор параметров 𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑑−1). То есть введем класс

𝑄𝑑 :=
{︁
𝑞 ∈ R𝑑 : 𝑞𝑗 ≥ 0, 𝜙(𝑥𝑗+1) = 𝑞𝑗 , 𝑗 = 0, . . . , 𝑑− 1

}︁
,

𝑑 — число параметров.
В работе [12] решение обратной задачи (4), (5) было сведено к решению задачи

минимизации функционала невязки по параметрам 𝑞 ∈ 𝑄𝑑 в случае синтетических
незашумленных данных:

𝐽(𝑞) = 𝛾

𝑁2∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑘; 𝑞)− 𝑓𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

,
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𝛾 = (𝑇 − 1)/𝑁2 – нормирующий коэффициент. Задача минимизации была решена
методами глобальной оптимизации роя частиц, тензорного поезда и градиентными
методами. Однако итерационная регуляризация незначительно улучшила устойчи-
вость решения обратной задачи.

Мы рассматриваем случай аддитивно зашумленных синтетических данных об-
ратной задачи, то есть данных в виде

𝑓 𝛿𝑘 = 𝑓𝑘 + 𝛿𝜉𝑘𝑓𝑘,

где 𝛿 — уровень шума, а 𝜉 — случайная величина, имеющая стандартное нормальное
распределение.

Тогда обратную задачу (4), (5) можно свести к соответствующей задаче мини-
мизации функционала А. Н. Тихонова [11,20]:

𝑀(𝑞;𝛼, 𝛿) = 𝛾

𝑁2∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑘; 𝑞)− 𝑓 𝛿𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+ 𝛼
𝑑∑︁

𝑗=1

⃒⃒
𝑞𝑗 − 𝑞0𝑗

⃒⃒2 (6)

с параметром регуляризации 𝛼 ≥ 0 и некоторым приближением к точному решению
𝑞0 (см. пункт 3.1). Решением задачи

𝑞⋆ = min
𝑞∈𝑄𝑑

𝑀(𝑞;𝛼, 𝛿) (7)

будем считать вектор параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄𝑑, минимизирующий функционал А. Н. Ти-
хонова (6).

Отдельным сложным на практике вопросом является выбор параметра регуля-
ризации 𝛼 как функции погрешности данных 𝛼(𝛿). Существуют различные способы
выбора параметра 𝛼 [21]. Рассмотрим некоторые из них:

1. Способ, основанный на принципе невязки [21]. Для известного уровня погреш-
ности данных 𝛿 > 0 параметр определяется по невязке, то есть из соотношения

𝛾

𝑁2∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑘; 𝑞𝛼)− 𝑓 𝛿𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

= 𝛿.

Переходим к задаче минимизации следующего функционала:

𝑀̂(𝑞, 𝛼; 𝛿) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝛾 𝑁2∑︁

𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑘; 𝑞)− 𝑓 𝛿𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

− 𝛿2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 𝛼

𝑑∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑞𝑗 − 𝑞0𝑗

⃒⃒2
.

2. Асимптотический способ [22] основан на следующей зависимости:

𝛼(𝛿) = 𝐶𝛿2,

где 𝐶 > 0 — некоторая константа.
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3. Способ подбора параметра регуляризации [23]. Зачастую на практике значение
𝛿 > 0 неизвестно, и выбор 𝛼 делается на основе дополнительной информации о
решении и процессе. Например, при описании редукции измерений [23] можно
использовать гладкость решения в выражении параметра регуляризации, т. е.
𝛼 = 𝑐𝑇 3, где 𝑇 — характерное время, пропорциональное локальной гладкости
решения.

2.1. Градиентный метод

Общая идея градиентных методов состоит в последовательном уменьшении зна-
чения целевого функционала в виде последовательности решений

𝑞𝑚+1 = 𝑞𝑚 − 𝛼𝑚∇𝑀(𝑞𝑚;𝛼, 𝛿), 𝑞0 ∈ 𝑄𝑑,

где 𝛼𝑚 > 0 — параметр спуска, характеризующий тот или иной градиентный метод,
∇𝑀(𝑞𝑚;𝛼, 𝛿) – градиент целевого функционала 𝑀(𝑞𝑚;𝛼, 𝛿). Было показано [24], что
итерационные методы градиентного типа обладают регуляризующими свойствами,
а именно порождают регуляризующие семейства операторов, в которых параметром
регуляризации является номер итерации.

В данной работе применяется многоуровневый градиентный метод (МГМ) [25],
который является модификацией градиентного спуска, что позволяет увеличить ско-
рость сходимости. Ранее уже были проведены численные эксперименты для подоб-
ной обратной задачи, решаемой с помощью МГМ [26].

Далее приведен алгоритм 1 многоуровневого градиентного метода.

Алгоритм 1 многоуровневого градиентного метода

Вход: Начальное приближение вектора параметров 𝑎0, 𝑏0 = 𝑎0, 𝑐0 = 𝑎0, параметр
метода 𝜂0 = 0.

1: Пока количество итераций < 𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟 выполнять
2: Решить прямую задачу с набором параметров 𝑎𝑚+1 = 𝜃𝑚+1𝑐

𝑚+(1−𝜃𝑚+1)𝑏
𝑚.

3: Для модели с набором параметров 𝑎𝑚+1 решить сопряженную задачу.
4: Вычислить градиент целевого функционала ∇𝑀(𝑎𝑚+1;𝛼, 𝛿).
5: Вычислить приближение 𝑏𝑚+1 = 𝑎𝑚+1 − 𝜁𝑚+1∇𝑀(𝑎𝑚+1;𝛼, 𝛿).
6: Вычислить приближение 𝑐𝑚+1 = 𝑐𝑚 − 𝜂𝑚+1∇𝑀(𝑎𝑚+1;𝛼, 𝛿).
7: Конец цикла

Описание параметров 𝜃𝑚+1, 𝜁𝑚+1 и 𝜂𝑚+1 приведено в работе [12]. В численных
экспериментах итерации останавливались, когда значение функционала выходило
на стационарный режим.

Градиент ∇𝑀(𝑎𝑚+1;𝛼, 𝛿) целевого функционала 𝑀(𝑞;𝛼, 𝛿) определялся согласно
следующей лемме.

Лемма. Линейное приближение градиента целевого функционала (6) имеет вид

∇𝑀(𝑞;𝛼, 𝛿) = −𝜓(𝑥, 1)− 2𝛼(𝜙(𝑥)− 𝜙0(𝑥)), (8)
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где функции 𝜙(𝑥), 𝜙0(𝑥) ∈ 𝐶0([𝑙1, 𝑙2]) определяются из наборов параметров
𝑞, 𝑞0 ∈ 𝑄𝑑 соответственно, а функция 𝜓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2((𝑙1, 𝑙2) × (1,+∞)) является ре-
шением сопряженной задачи

𝜓𝑡 = −𝐷𝜓𝑥𝑥 − 𝑟(𝑡)𝜓 +
2𝑟(𝑡)𝑢

𝐾
𝜓 + [𝜓], 𝑙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙2, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

𝜓(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙2,

𝜓𝑥(𝑙1, 𝑡) = 𝜓𝑥(𝑙2, 𝑡) = 0, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,[︀
𝜓
]︀
𝑡=𝑡𝑘

= 2𝛾

(︃
𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑘; 𝑞)− 𝑓 𝛿𝑘

)︃
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁2.

В работе [27] приведен вывод формулы (8) для более общей постановки задачи (4)
с произвольной правой частью.

Отметим, что в работах [28] и [29] для методов типа Гаусса—Ньютона было пред-
ложено выбирать шаг спуска 𝛼𝑚, зависящий от ошибки 𝛿. А именно 𝛼𝑚 = 𝛼0𝜌

𝑚 [28]
для некоторого 𝜌 ∈ (0, 1) и 𝛼𝑚 = 𝛿2/(2𝑝+1) [29] для 0 < 𝑝 ≤ 1. В статьях приведены
доказательства сходимости рассматриваемых методов.

2.2. Optuna

Optuna [30] — это комплекс программ, представленного на языке программи-
рования Python, в основе которого лежит байесовский метод древовидных оценок
Парзена (Tree-structured Parzen Estimator, TPE) [31].

Далее приведен алгоритм 2 метода Optuna.

Алгоритм 2 метода Optuna
1: Задать целевую функцию 𝑀(𝑞;𝛼,𝛿) в виде (6).
2: Определить границы изменения параметров 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑑 в виде [𝑞𝑚𝑖𝑛

𝑖 ,𝑞𝑚𝑎𝑥
𝑖 ].

3: Задать количество итераций 𝑁𝑂.
4: Применить метод древовидных оценок Парзена для решения задачи

min
𝑞∈[𝑞𝑚𝑖𝑛,𝑞𝑚𝑎𝑥]

𝑀(𝑞;𝛼,𝛿).

В численных экспериментах число итераций выбиралось 𝑁𝑂 = 1000, а класс
решений обратной задачи 𝑄𝑑 = [0, 6]𝑑.

3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Решения задачи минимизации (6) проводилось с помощью методов МГМ, Optuna
и Optuna в комбинации с МГМ (Optuna+МГМ) для зашумленных синтетических
данных обратной задачи (5). Работа была выполнена с использованием ресурсов
ЦКП Сибирский Суперкомпьютерный Центр ИВМиМГ СО РАН. Вычисления про-
водились на вычислительном узле с двумя процессорами Intel Xeon Gold 6248R,
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количество ядер в каждом процессоре — 24, частота — 3 Гц, 384 Гб оперативной
памяти.

3.1. Входные параметры

Прямая задача решается явным конечно-разностным методом с поряд-
ком аппроксимации 𝑂(𝜏 + ℎ2) на равномерной сетке в замкнутой области
𝐷 = {(𝑥, 𝑡) | 𝑙1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙2, 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}. Для применения классического непрерывного
подхода функция начальной плотности 𝜙(𝑥) определяется из вектора 𝑞 интерпо-
ляцией кубическими сплайнами [26]. Согласно [6] 𝐾 = 25, 𝐷 = 0.01 и функция 𝑟(𝑡)
имеет вид

𝑟(𝑡) =
𝛽2
𝛽1

− 𝑒−𝛽1(𝑡−1)

(︂
𝛽2
𝛽1

− 𝛽3

)︂
, где 𝛽1 = 1.5, 𝛽2 = 0.375, 𝛽3 = 1.65.

В обратной задаче восстанавливаются 𝑑 = 6 параметров, то есть 𝑞 ∈ 𝑄6.
Положим в численных расчетах 𝑙1 = 1, 𝑙2 = 6, 𝑇 = 24, 𝑁𝑥 = 50 и 𝑁𝑡 = 575 [26].

И в функционале А. Н. Тихонова 𝑞0𝑗 ∈ [0, 6] расположены равномерно, то есть
𝑞0 = (6, 4.8, 3.6, 2.4, 1.2, 0).

В качестве синтетических данных 𝑓𝑘 были взяты значения решения прямой за-
дачи в каждой десятой точке по 𝑥 < 50 и в каждой двадцать пятой точке по
𝑡 ≥ 50, то есть 𝑁1 = 5 и 𝑁2 = 22. А именно: 𝜔𝑥 = {𝑥𝑖 ∈ [0, 50] | 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ,
ℎ = (𝑙2 − 𝑙1)/𝑁𝑥}, 𝜔𝑡 = {𝑡𝑘 ∈ [0, 575] | 𝑡𝑘 = 𝑘𝜏, 𝜏 = (𝑇 − 1)/𝑁𝑡}. Значения пара-
метров 𝑞𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = (5.8, 1.7, 1.9, 1, 0.95, 0.7) (точное решение обратной задачи) взяты из
работы [6], в которой авторы моделируют данные новостного сайта Digg.com.

На рис. 1 представлены графики данных 𝑓 𝛿𝑘 для уровней шума 𝛿 = 0, 0.05 и 0.1.
Можно видеть, что «хвост» данных вносит значительную погрешность, поэтому мы
рассматривали 2 варианта данных: 𝑡𝑘 ∈ [3, 15] и 𝑡𝑘 ∈ [3, 24].

Фиг. 1. Графики синтетических данных 𝑓 𝛿𝑘 для уровней шума 𝛿 = 0 (черные точки),
0.05 (синие квадраты) и 0.1 (красные треугольники).
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Таблица 1. Результаты восстановления вектора неизвестных параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по
данным 𝑓0.02𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 24] алгоритмом Optuna в случае 𝑟(𝑡) = 0.

Эксперимент Значение 𝛼 Значение функционала 𝑒𝑟𝑟

Без регуляризации 0 𝐽(𝑞⋆) = 4.24 · 10−4 10.63
𝐶 = 0.01 4 · 10−6 𝑀(𝑞⋆;𝛼, 𝛿) = 5.24 · 10−4 5.44
𝐶 = 0.5 2 · 10−4 𝑀(𝑞⋆;𝛼, 𝛿) = 2.89 · 10−3 2.69

Относительная ошибка решения обратной задачи вычислялась по формуле

𝑒𝑟𝑟 =
𝑑∑︁

𝑗=1

|𝑞𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑗 − 𝑞⋆𝑗 |
𝑞𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑗

.

Здесь 𝑞⋆ — решение задачи (7), которая соответствует минимуму функционала
𝑀(𝑞⋆;𝛼, 𝛿) (6).

3.2. Результаты численных экспериментов

В данном разделе приведем результаты численных экспериментов для линейного
случая 𝑟(𝑡) ≡ 0 (то есть классическая модель диффузии) и случая 𝑟(𝑡) ̸= 0.

В типовом эксперименте восстановления вектора неизвестных параметров 𝑞 ∈ 𝑄6

случая 𝑟(𝑡) ̸= 0 по данным 𝑓0.05𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 24] в случае асимптотического способа выбо-
ра параметра регуляризации для 𝐶 = 0.01 время работы метода Optuna составляет
49 секунд.

3.2.1. Линейный случай 𝑟(𝑡) = 0

В таблице 1 и на рис. 2(a) представлены результаты восстановления вектора
неизвестных параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 (черные точки) по данным 𝑓0.02𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 24] ал-
горитмом Optuna в случае 𝛼 = 0 (без регуляризации) и асимптотического способа
выбора параметра регуляризации для 𝐶 = 0.01 и 𝐶 = 0.5. Можно видеть, что добав-
ление параметра регуляризации хоть и ведет к увеличению значения функционала,
но приводит к уменьшению погрешности. Причем большее значение параметра 𝐶
приближает решение к точному.

На рис. 2(b) представлены результаты восстановления вектора неизвестных па-
раметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 алгоритмом Optuna в случае асимптотического способа выбора
параметра регуляризации для 𝐶 = 0.5 по данным 𝑓0.05𝑘 двух типов: 𝑡𝑘 ∈ [3, 15] и
𝑡𝑘 ∈ [3, 24]. Можно видеть, что решения отличаются не сильно, при этом значения
погрешностей 𝑒𝑟𝑟 = 2.39 и 𝑒𝑟𝑟 = 2.91 соответственно. То есть решение для 𝑓0.05𝑘 ,
𝑡𝑘 ∈ [3, 15] ближе к точному за счет отбрасывания «хвоста».

На рис. 3 представлены результаты восстановления вектора неизвестных пара-
метров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по данным 𝑓 𝛿𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 24] при разных уровнях погрешности данных 𝛿
алгоритмом Optuna. Показано, что малое значение параметра (рис. 3(a)) не вносит
значимых улучшений, то есть почти не добавляет регуляризации. А выбор 𝐶 = 0.5
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Фиг. 2. Восстановленные значения вектора параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 (a) по данным 𝑓0.02𝑘 ,
𝑡𝑘 ∈ [3, 24] методом Optuna в случае 𝛼 = 0 и асимптотического способа выбора па-
раметра регуляризации для 𝐶 = 0.01 и 𝐶 = 0.5; (b) по различным данным 𝑓0.05𝑘

алгоритмом Optuna в случае асимптотического способа выбора параметра регуля-
ризации для 𝐶 = 0.5. Линиями указаны аппроксимации функции начальной плот-
ности 𝜙(𝑥) по значениям 𝑞⋆ для задачи (4)

позволяет для всех 𝛿 устойчиво решать поставленную обратную задачу и находить
близкое решение.

На рис. 4 представлены результаты восстановления вектора неизвестных пара-
метров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по данным 𝑓0.05𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 24] в случае асимптотического способа
выбора параметра регуляризации для 𝐶 = 0.01 методом Optuna и МГМ с началь-
ными приближениями 𝑥0 = 0 и 𝑥0 = 𝑞0. Можно видеть, что МГМ не сильно улуч-
шает начальное приближение. И даже если в качестве начального приближения
взять решение, полученное методом Optuna, МГМ незначительно уменьшает значе-
ние функционала.

Таким образом, в линейном случае регуляризация позволяет приблизить реше-
ние обратной задачи к точному и показывает результат в смысле погрешности луч-
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Фиг. 3. Восстановленные значения вектора параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по данным 𝑓 𝛿𝑘 ,
𝑡𝑘 ∈ [3, 24] при разных 𝛿 алгоритмом Optuna в случае асимптотического способа
выбора параметра регуляризации для а) 𝐶 = 0.01 и б) 𝐶 = 0.5. Линиями указаны
аппроксимации функции начальной плотности 𝜙(𝑥) по значениям 𝑞⋆ для задачи (4)

ше, чем при 𝛼 = 0 (без регуляризации). Лучшим из рассмотренных методов выбора
параметры регуляризации оказался асимптотический способ с параметром 𝐶 = 0.5.
При сравнении решений обратной задачи при различных данных 𝑓 𝛿𝑘 было показано,
что отбрасывание «хвоста» значений дополнительной информации, который вносит
дополнительный шум, приводит к небольшому улучшению точности решения. Так-
же показано, что лучший метод (𝐶 = 0.5) позволяет уменьшить функционал (6) до
10−3 при погрешности в данных не превышающей 3% (𝛿 = 0.03).

3.2.2. Нелинейный случай 𝑟(𝑡) ̸= 0

В таблице 2 представлены результаты восстановления вектора неизвестных па-
раметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по данным 𝑓0.05𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 15], алгоритмом Optuna в случае 𝛼 = 0
(без регуляризации), асимптотического способа выбора параметра регуляризации
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Фиг. 4. Восстановленные значения вектора параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по данным 𝑓0.05𝑘 ,
𝑡𝑘 ∈ [3, 24] разными методами в случае асимптотического способа выбора параметра
регуляризации для 𝐶 = 0.01. Линиями указаны аппроксимации функции начальной
плотности 𝜙(𝑥) по значениям 𝑞⋆ для задачи (4)

Таблица 2. Результаты восстановления вектора неизвестных параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по
данным 𝑓0.05𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 15] алгоритмом Optuna в случае 𝑟(𝑡) ̸= 0.

Эксперимент Значение 𝛼 Значение функционала 𝑒𝑟𝑟

Без регуляризации 0 𝐽(𝑞⋆) = 3.56 · 10−3 2.41
𝐶 = 0.01 2.5 · 10−5 𝑀(𝑞⋆;𝛼, 𝛿) = 3.87 · 10−3 1.45
𝐶 = 0.5 1.25 · 10−3 𝑀(𝑞⋆;𝛼, 𝛿) = 1.07 · 10−2 3.65

Способ невязки 6.23 · 10−6 𝑀̂(𝑞⋆, 𝛼; 𝛿) = 1.33 · 10−3 3.01

для 𝐶 = 0.01 и 𝐶 = 0.5 и способа невязки для определения параметра регуляри-
зации. Можно видеть, что наименьшее значение погрешности достигается в случае
асимптотического способа выбора параметра регуляризации при 𝐶 = 0.01. А уве-
личение параметра 𝐶, в отличие от линейного случая, не приближает решение к
точному. Способ невязки в свою очередь находит оптимальное 𝛼, которое умень-
шает значение функционала, но из-за неустойчивости решения обратной задачи не
уменьшает относительную погрешность решения.

На рис. 5 представлены результаты восстановления вектора неизвестных пара-
метров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 алгоритмом Optuna в случае асимптотического способа выбора па-
раметра регуляризации для 𝐶 = 0.01 по данным 𝑓0.05𝑘 двух типов: 𝑡𝑘 ∈ [3, 15] и
𝑡𝑘 ∈ [3, 24]. Можно видеть, что оба решения ближе к точному, чем в линейном слу-
чае, а значения погрешностей 𝑒𝑟𝑟 = 1.46 и 𝑒𝑟𝑟 = 1.63 не сильно различаются.

Мы также рассмотрели случай, когда необходимо восстановить первые три па-
раметра, в наибольшей степени влияющие на процесс распространения, например,
информации, то есть при 𝑑 = 3. На рис. 6 представлены результаты восстановления
вектора неизвестных параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄3 по данным 𝑓0.05𝑘 , 𝑡𝑘 ∈ [3, 24] алгоритмом
Optuna в случае 𝛼 = 0 (без регуляризации), асимптотического способа выбора пара-
метра регуляризации для 𝐶 = 0.01 (𝛼 = 2.5·10−5) и 𝐶 = 0.5 (𝛼 = 1.25·10−3) и способа
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Фиг. 5. Восстановленные значения вектора параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄6 по различным дан-
ным 𝑓0.05𝑘 алгоритмом Optuna в случае асимптотического способа выбора параметра
регуляризации для 𝐶 = 0.01. Линиями указаны аппроксимации функции начальной
плотности 𝜙(𝑥) по значениям 𝑞⋆ для задачи (4)

невязки (𝛼 = 3.21 · 10−5) для определения параметра регуляризации. Наименьшее
значение погрешности достигается в случае использовании способа невязки, но, как
можно видеть, такое решение недостаточно качественно описывает точную функ-
цию начальной плотности.

Фиг. 6. Восстановленные значения вектора параметров 𝑞⋆ ∈ 𝑄3 по данным 𝑓0.05𝑘 ,
𝑡𝑘 ∈ [3, 24] разными методами. Линиями указаны аппроксимации функции началь-
ной плотности 𝜙(𝑥) по значениям 𝑞⋆ для задачи (4)

Таким образом, в нелинейном случае 𝑟(𝑡) ̸= 0 лучшим в смысле погрешности
решения обратной задачи является метод при асимптотическом способе выбора па-
раметра регуляризации с параметром 𝐶 = 0.01. В данном эксперименте результаты
для различных данных 𝑓 𝛿𝑘 обратной задачи, как и в линейном случае, качественно
не различаются. Также показано, что уменьшение количества восстанавливаемых
параметров 𝑞 ∈ 𝑄𝑑 с 𝑑 = 6 до 𝑑 = 3 не улучшает решение обратной задачи (4), (5).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Численно исследована задача восстановления начального условия в начально-
краевой задаче для нелинейного уравнения типа диффузии—реакции по зашумлен-
ным данным интегрального типа в фиксированные моменты времени (обратная за-
дача). Такая задача является некорректной, поэтому в работе решение обратной
задачи было сведено к решению задачи минимизации функционала А. Н. Тихонова.
Параметр регуляризации определялся несколькими способами, показана эффектив-
ность применения к рассмотренной задаче асимптотического способа выбора пара-
метра регуляризации. Проведен численный анализ регуляризованных решений об-
ратной задачи для линейной и нелинейной постановок начально-краевых задач для
уравнения диффузии—реакции. В линейном случае результаты численных расчетов
согласовываются с теорией регуляризации А. Н. Тихонова. Показано, что в обоих
случаях уменьшение количества данных, которые вносят дополнительный шум, не
приводит к значимым улучшениям решения обратных задач, а также в нелинейной
постановке уменьшение количества восстанавливаемых неизвестных параметров ис-
точника возмущений не улучшает решение обратной задачи.

Дальнейшее развитие научного исследования предполагает учет управления ис-
следуемыми процессами в параметре регуляризации и тестирование разработанного
алгоритма на реальных данных.
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