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Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract: A non-Markov stochastic model describing particle cir-
culation on a two-vertex graph with two unidirectional edges is
considered. Based on the analytical results and computational expe-
riments, it is shown that the mathematical expectations of the
number of particles at the vertices of the graph are described by a
system of two linear di�erential equations with a constant delay.

Ðàññìîòðåíà íåìàðêîâñêàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñû-
âàþùàÿ öèðêóëÿöèþ ÷àñòèö íà äâóõâåðøèííîì ãðàôå ñ äâó-
ìÿ îäíîíàïðàâëåííûìè ðåáðàìè. Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ìà-
òåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êîëè÷åñòâà ÷àñòèö â âåðøèíàõ ãðà-
ôà îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äâóõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì.
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öèðêóëÿöèÿ ÷àñòèö íà ãðàôå, íåìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðî-
öåññ, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èçó÷åíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè äèíà-
ìèêè ïîïóëÿöèè ÷àñòèö, ðàñïðåäåëåííîé íà ãðàôå [1]. Â [1] óñòàíîâëåíî,
÷òî ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ÷àñòèö íà ýëåìåíòàõ ãðàôà èìååò ïóàññî-
íîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ñõîäÿùèìè ïðè
t→ +∞ ê ñòàöèîíàðíûì çíà÷åíèÿì, ÿâíî âû÷èñëÿåìûì ÷åðåç ïàðàìåò-
ðû ìîäåëè (âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ t îçíà÷àåò âðåìÿ). Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ òèïè÷íûõ ðåàëèçàöèé ïåðåìåííûõ ìîäåëè â [1] ðàçðàáîòàí âû÷èñ-
ëèòåëüíûé àëãîðèòì, îïèðàþùèéñÿ íà ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Ðåçóëüòàòû
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èç [1] äåìîíñòðèðóþò ïåðåõîäíîé ïðî-
öåññ â ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ÷àñòèö íà êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìå-
íè è ïåðåõîä ê óêàçàííîìó ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ÷èñëåííîñòè
íà äëèòåëüíûõ ïðîìåæóòêàõ ìîäåëèðîâàíèÿ.
Ïðè äåòåðìèíèðîâàííîì îïèñàíèè öèðêóëÿöèè ÷àñòèö íà ãðàôå â [2]

èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàíèåì, ñîäåðæàùàÿ òå æå ñàìûå ïàðàìåòðû, ÷òî è ñòîõàñòè÷åñêàÿ
ìîäåëü. Óñòàíîâëåíî [2], ÷òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ñõî-
äèòñÿ ïðè t → +∞ ê ñòàöèîíàðíûì çíà÷åíèÿì, ñîâïàäàþùèì ñ àíàëî-
ãè÷íûìè çíà÷åíèÿìè èç ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè.
Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðè âûáîðå îïðåäåëåííûõ íà-

÷àëüíûõ äàííûõ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çà-
ïàçäûâàíèåì îïèñûâàåò äèíàìèêó ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïåðåìåí-
íûõ â ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè. Èññëåäîâàíèþ ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ íà
îñíîâå ðÿäà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðà-
áîòà.

2 Îïèñàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè

2.1. Ïðåäïîëîæåíèÿ è ñõåìà ìîäåëè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïî-
ïóëÿöèþ ÷àñòèö, ýâîëþöèîíèðóþùóþ íà ãðàôå ñ äâóìÿ âåðøèíàìè V1,
V2 è äâóìÿ îäíîíàïðàâëåííûìè ðåáðàìè R12, R21. ×àñòèöû èçó÷àåìîé
ïîïóëÿöèè ïðîâîäÿò îñíîâíîå âðåìÿ ñâîåé æèçíåäåÿòåëüíîñòè â âåðøè-
íàõ V1, V2. Ðåáðà R12, R21 èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ðàçëè÷íûå ïóòè, ïî
êîòîðûì ÷àñòèöû ïåðåìåùàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç V1 â V2 è èç V2 â V1
(îäíîíàïðàâëåííûå ïåðåìåùåíèÿ). Äëèòåëüíîñòè ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö
ïî ðåáðàì R12, R21 çàäàþòñÿ êîíñòàíòàìè. Íîâûå ÷àñòèöû èçó÷àåìîé
ïîïóëÿöèè ïîñòóïàþò èç âíåøíåãî èñòî÷íèêà G. ×àñòèöû èçó÷àåìîé ïî-
ïóëÿöèè ìîãóò ïîãèáàòü èëè ïðåâðàùàòüñÿ â ÷àñòèöû äðóãèõ ïîïóëÿöèé,
íå ðàññìàòðèâàåìûõ â ìîäåëè.
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Ýâîëþöèÿ èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèè íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,
ïðè÷åì ïðè t = 0 ÷àñòèöû â ïîïóëÿöèè îòñóòñòâóþò. Ñ ìîìåíòà ïîÿâ-
ëåíèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö åå ïîâåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ äðóãèõ
÷àñòèö, ïðèñóòñòâóþùèõ â ïîïóëÿöèè îäíîâðåìåííî ñ íåé. Îáîçíà÷èì:
A1, A2 � ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â âåðøèíå V1, V2;
B1, B2 � ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðåáðå R12, R21;
D � âñå ïîãèáøèå ÷àñòèöû èëè ÷àñòèöû äðóãèõ ïîïóëÿöèé, â êîòîðûå
ïðåâðàòèëèñü ÷àñòèöû A1, A2, B1, B2.
Ñõåìà ïîñòóïëåíèÿ, ïåðåõîäîâ, ãèáåëè è ïðåâðàùåíèé ÷àñòèö â ñèì-

âîëüíîé çàïèñè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G
r1−→ G+A1, (1)

A1
µ1−→ D, A1

γ1−→ B1, (2)

B1
λ1−→ D, B1|tB1

−→ A2|tB1
+ω1 , (3)

G
r2−→ G+A2, (4)

A2
µ2−→ D, A2

γ2−→ B2, (5)

B2
λ2−→ D, B2|tB2

−→ A1|tB2
+ω2 . (6)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (1) è (4) èñïîëüçóþòñÿ ôèêòèâíûå ÷àñòèöû, íàõîäÿ-
ùèåñÿ â G. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j = 1, 2 è rj > 0 âðåìÿ äî ïîñòóïëåíèÿ
èç G î÷åðåäíîé ÷àñòèöû Aj èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðîì rj . Åñëè rj = 0, òî ÷àñòèöû Aj èç èñòî÷íèêà G íå ïîñòóïàþò.
Ïîëàãàåì, ÷òî r1 + r2 > 0.
Â ñîîòíîøåíèÿõ (2) è (5) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i = 1, 2 ïðèíÿòî, ÷òî

âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû Ai â âåðøèíå Vi îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìóìîì èç
äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåðâàÿ âåëè÷èíà îçíà÷àåò âðå-
ìÿ äî ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèöû Ai â ÷àñòèöó D è èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µi > 0. Âòîðàÿ âåëè÷èíà îçíà÷àåò âðåìÿ
äî ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèöû Ai â ÷àñòèöó Bi, òî åñòü � âðåìÿ äî ïåðåõî-
äà ÷àñòèöû Ai èç âåðøèíû Vi íà ðåáðî Rij , j = 1, 2, j ̸= i, è èìååò
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì γi > 0.
Â ñîîòíîøåíèÿõ (3) è (6) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ i, j = 1, 2, j ̸= i, âåëè÷è-

íà tBi > 0 îçíà÷àåò ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ÷àñòèöû Bi íà ðåáðå Rij (ìîìåíò
îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà ÷àñòèöû Ai èç âåðøèíû Vi íà ðåáðî Rij). Âîç-
íèêøàÿ ÷àñòèöà Bi èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîå âðåìÿ æèçíè
ñ ïàðàìåòðîì λi > 0, íå çàâèñÿùåå îò tBi , è ñðåçàåìîå íà óðîâíå ωi > 0.
Êîíñòàíòà ωi îçíà÷àåò äëèòåëüíîñòü ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèöû Bi ïî ðåá-
ðó Rij . Åñëè ÷àñòèöà Bi íå ïðåâðàòèòñÿ â ÷àñòèöó D çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè (tBi , tBi + ωi), òî â ìîìåíò âðåìåíè tBi + ωi îíà ïðåâðàòèòñÿ â
÷àñòèöó Aj (ïîñòóïèò â âåðøèíó Vj , âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà
exp(−λiωi)).
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Ïðèíèìàåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, óêàçàííûå â (1)�(6), âçàèìíî
íåçàâèñèìû, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èñïîëüçóåìûå â (1), (4), (2), (5), íå
çàâèñÿò îò âåëè÷èí tB1 , tB2 , ïðèâåäåííûõ â (3), (6).

2.2. Ýâîëþöèÿ îäíîé ÷àñòèöû. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ ñõå-
ìû (1)�(6) ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïîÿâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ïî ãðàôó îä-
íîé, îòäåëüíî âçÿòîé ÷àñòèöû èçó÷àåìîé ïîïóëÿöèè.
Ïîëîæèì T = 0. Ïðèìåì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè T := T + φ1 â îä-

íîé èç âåðøèí ãðàôà ïîÿâèëàñü ïåðâàÿ ÷àñòèöà ïîïóëÿöèè, ãäå φ1 ∼
Exp(r1+r2), ÷àñòèöà ïîÿâëÿåòñÿ â âåðøèíå V1 ñ âåðîÿòíîñòüþ r1/(r1+r2)
� ÷àñòèöà A1, â âåðøèíå V2 ñ âåðîÿòíîñòüþ r2/(r1 + r2) � ÷àñòèöà A2.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðèìåì, ÷òî r1 > 0, è â óêàçàííûé ìîìåíò

âðåìåíè T â âåðøèíå V1 ïîÿâèëàñü ÷àñòèöà A1. ×àñòèöà A1 íàõîäèòñÿ
â âåðøèíå V1 âðåìÿ ξ1 ∼ Exp(µ1 + γ1). Â ìîìåíò âðåìåíè T := T + ξ1
÷àñòèöà A1 ïîêèäàåò V1, è ñ âåðîÿòíîñòüþ γ1/(µ1 + γ1) ïðåâðàùàåòñÿ
â ÷àñòèöó B1, ñ âåðîÿòíîñòüþ µ1/(µ1 + γ1) ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó D.
Åñëè ÷àñòèöà A1 ïðåâðàòèëàñü â ÷àñòèöó D, òî ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà A1 ïðåâðàòèëàñü â ÷àñòèöó B1

(ïîñòóïèëà íà ðåáðî R12). Ïîëîæèì ψ1 = min{ω1, η1}, η1 ∼ Exp(λ1),
T := T + ψ1. Åñëè ψ1 = η1, òî â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà B1 ïîêèäàåò
R12 è ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó D, ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ. Åñëè ψ1 = ω1, òî
â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà B1 ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó A2 (ïîñòóïàåò
â âåðøèíó V2).
Ïîÿâèâøàÿñÿ â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà A2 íàõîäèòñÿ â âåðøèíå

V2 âðåìÿ ξ2 ∼ Exp(µ2 + γ2). Â ìîìåíò âðåìåíè T := T + ξ2 ÷àñòèöà A2

ïîêèäàåò V2, è ñ âåðîÿòíîñòüþ γ2/(µ2 + γ2) ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó B2,
ñ âåðîÿòíîñòüþ µ2/(µ2 + γ2) ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó D. Åñëè ÷àñòèöà
A2 ïðåâðàòèëàñü â ÷àñòèöó D, òî ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.
Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà A2 ïðåâðàòèëàñü â ÷àñòèöó B2

(ïîñòóïèëà íà ðåáðî R21). Ïîëîæèì ψ2 = min{ω2, η2}, η2 ∼ Exp(λ2),
T := T + ψ2. Åñëè ψ2 = η2, òî â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà B2 ïîêèäàåò
R21 è ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó D, ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ. Åñëè ψ2 = ω2, òî
â ìîìåíò âðåìåíè T ÷àñòèöà B2 ïðåâðàùàåòñÿ â ÷àñòèöó A1 (ïîñòóïàåò
â âåðøèíó V1).
Ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ îòäåëüíî âçÿòîé ÷àñòèöû, äàëåå ïî-

âòîðÿåòñÿ.
Äëÿ âñåé ïîïóëÿöèè â öåëîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïîñòóïëåíèå íîâûõ

(î÷åðåäíûõ) ÷àñòèö èç G è ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî ýâîëþöèþ
êàæäîé èç ÷àñòèö ñ ó÷åòîì ìîìåíòîâ âðåìåíè èõ ïîñòóïëåíèÿ â âåðøèíû
V1 è V2
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3 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ ìîäåëè è
àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ

Äèíàìèêó ïîïóëÿöèè îïèøåì ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

H(t) =
(
X(t), Y (t),Ω(t)

)
, t ∈ [0, Tmod], (7)

X(t) = (XA1(t), XB1(t), XA2(t), XB2(t), XD(t)), (8)

Y (t) = (YB1(t), YB2(t)), Ω(t) = (ΩB1(t),ΩB2(t)), (9)

ãäå [0, Tmod] � ïðîìåæóòîê ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïóñòü t ∈ [0, Tmod] � ôèêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè t > 0 êîìïîíåíòû X(t) â (8) îçíà÷àþò
ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â
âåðøèíå V1, íà ðåáðå R12, â âåðøèíå V2 è íà ðåáðå R21. Êîìïîíåíòà
XD(t) ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé è çàäàåò êîëè÷åñòâî âñåõ ÷àñòèö, ïðå-
âðàòèâøèõñÿ â ÷àñòèöû D çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t]. Ïîëàãàåì, ÷òî
X(0) = (0, 0, 0, 0, 0). Îòìåòèì, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, ïîñòóïèâ-
øèõ èç âíåøíåãî èñòî÷íèêà G â âåðøèíû V1, V2 çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè
t ∈ [0, Tmod], èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì (r1 + r2)Tmod.
Çàôèêñèðóåì j, i = 1, 2, i ̸= j. Îáðàòèìñÿ ê êîìïîíåíòàì Y (t), óêàçàí-

íûì â (9). Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè t > 0 öåëî÷èñëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ
YBj (t) îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ÷àñòèö Aj , ïîñòóïèâøèõ èç âåðøèíû Vj íà
ðåáðî Rji è ïðåâðàòèâøèõñÿ â ÷àñòèöû Bj çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, t].
Ïðèíèìàåì, ÷òî YBj (0) = 0 è Y (0) = (0, 0).
Ïðè t ⩾ 0 ïîä ΩBj (t) èç (2.3) ïîíèìàåòñÿ ñåìåéñòâî óíèêàëüíûõ òèïîâ

÷àñòèö Bj , êîòîðîå ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ÷àñòèöàõ, ïîñòóïèâøèõ èç
âåðøèíû Vj íà ðåáðî Rji è äîæèâàþùèõ äî èõ ïðåâðàùåíèÿ â ÷àñòèöû
Ai. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî YB1(0) = 0, YB2(0) = 0, ïîëàãàåì ΩB1(0) = ∅, ΩB2(0) =
∅. Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî

ΩBj (t) = ∅, åñëè YBj (t) = 0, (10)

ΩBj (t) =
{
tBj (k) + ωj : tBj (k) ⩽ t, 1 ⩽ k ⩽ YBj (t)

}
, åñëèYBj (t) ⩾ 1. (11)

Èíäåêñ k â (11) îçíà÷àåò ïîðÿäêîâûé íîìåð î÷åðåäíîé, ïîñòóïèâøåé íà
ðåáðî Rji ÷àñòèöû Bj = Bj(k) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷àcòèöà íå ïðåâðàòèòñÿ â
÷àñòèöó D çà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà ðåáðå Rji. Ýëåìåíò tBj (k)+ωj èç (11)
çàäàåò óíèêàëüíûé òèï ÷àñòèöû Bj(k), 1 ⩽ k ⩽ YBj (t). Çäåñü tBj (k) ⩽ t
� ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ ÷àñòèöû Bj(k) íà ðåáðå Rji, ωj � äëèòåëüíîñòü ïðå-
áûâàíèÿ ÷àñòèöû Bj(k) íà ðåáðå Rji äî ïðåâðàùåíèÿ â ÷àñòèöó Ai. Êàæ-
äàÿ ÷àñòèöà Bj(k) îòðàæàåòñÿ â (11) ñ âåðîÿòíîñòüþ exp(−λjωj), ò.å. ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÷àñòèöà Bj(k) íå ïðåâðàòèòñÿ â ÷àñòèöó D çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè tBj (k), tBj (k) + ωj .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ (0, Tmod] ýëåìåíòû

ΩBj (t) ̸= ∅ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

tBj (1)+ωj < tBj (2)+ωj < · · · < tBj (k)+ωj < · · · < tBj (YBj (t))+ωj . (12)
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Êðîìå òîãî, ïåðåìåííàÿ XBj (t) îòëè÷íà îò íóëÿ, åñëè â (12) ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû tBj (k) + ωj , òàêèå, ÷òî tBj (k) + ωj > t.
Âûáîðî÷íûå ôóíêöèè ïðîöåññà H(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, Tmod]

çàäàäèì ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð

(tm, H(tm)), m = 0, 1, 2, . . . , tm ⩽ Tmod, (13)

ãäå t0 = 0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, êîìïîíåíòû H(t0) òàêîâû, ÷òî

X(t0) = (0, 0, 0, 0, 0), Y (t0) = (0, 0),

Ω(t0) = (ΩB1(t0),ΩB2(t0)) = (∅, ∅).
(14)

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàð (13) ñ ó÷åòîì (14) èìåþò âèä

tm+1 = min
{
Tmod, ψ

(m)
B1

, ψ
(m)
B2

, tm + τm
}
, (15)

H(tm+1) = H(tm) + ∆(H(tm)). (16)

Â (15) èñïîëüçóþòñÿ âåëè÷èíû ψ
(m)
B1

, ψ
(m)
B2

, tm+τm, çàäàþùèå áëèæàé-

øèå ê tm ñïðàâà ìîìåíòû ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò H(tm).
Â (16) ñèìâîë∆(H(tm)) îòðàæàåò ïðèðàùåíèÿ êîìïîíåíòH(tm), à èìåí-
íî: ïðèðàùåíèÿ òåêóùåé ÷èñëåííîñòè ÷àñòèö X(tm), Y (tm) è ïîïîëíå-
íèå ñåìåéñòâ ΩB1(tm), ΩB2(tm). Êîíêðåòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ (15), (16)
äåòàëüíîå îïèñàíû â [1].
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ èñïîëü-

çóåòñÿ ïåðâûé (óïðîùåííûé) âàðèàíò àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííûé â [1].
Äëÿ ãåíåðàöèè âîçíèêàþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìó-
ëû è äàò÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïðèâåäåííûå â [3]�[5].

4 Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè

Îáîçíà÷èì

∆ = (µ1 + γ1)(µ2 + γ2)− γ1γ2e
−λ1ω1e−λ2ω2 > 0.

Â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ÷èñëåííîñòü ÷àñòèö â âåð-
øèíàõ ãðàôà èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèìè, ñõîäÿùè-
ìèñÿ ïðè t→ +∞ ê

EXA1(∞) = (r1(µ2 + γ2) + r2γ2e
−λ2ω2)∆−1, (17)

EXA2(∞) = (r2(µ1 + γ1) + r1γ1e
−λ1ω1)∆−1. (18)

5 Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé
ìîäåëè

Ñëåäóÿ [2], ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé àíàëîã ïîñòðîåííîé âûøå
ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè â ôîðìå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì

dx1(t)

dt
= r1 − (µ1 + γ1)x1(t) + e−λ2ω2γ2x2(t− ω2), (19)

dx2(t)

dt
= r2 − (µ2 + γ2)x2(t) + e−λ1ω1γ1x1(t− ω1), (20)

ïðè t ⩾ 0, äîïîëíåííîé íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

x1(t) = 0, t ∈ [−ω1, 0], x2(t) = 0, t ∈ [−ω2, 0]. (21)

Ïðè t = 0 ïðîèçâîäíûå ïåðåìåííûõ x1(t), x2(t) ïîíèìàþòñÿ êàê èõ ïðà-
âîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Ïàðàìåòðû r1, r2 çàäàþò èíòåíñèâíîñòè ïðè-
òîêîâ ÷àñòèö èç âíåøíåãî èñòî÷íèêà G â âåðøèíû V1, V2. Ïàðàìåòðû
µ1, µ2, λ1, λ2 � èíòåíñèâíîñòè ïðåâðàùåíèÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â âåð-
øèíàõ V1, V2 è íà ðåáðàõ R12, R21, â ÷àñòèöû D. Ïàðàìåòðû γ1, γ2
� èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäà ÷àñòèö èç âåðøèí V1, V2 íà ðåáðà R12, R21.
Çàïàçäûâàíèÿ ω1, ω2 îòðàæàþò äëèòåëüíîñòè ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö ïî
ðåáðàì R12, R21. Ìíîæèòåëè exp(−λ1ω1), exp(−λ2ω2) îçíà÷àþò äîëè ÷à-
ñòèö, íå ïðåâðàòèâøèõñÿ â ÷àñòèöû D çà âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó
âåðøèíàìè ïî ðåáðàì R12, R21. Êîíñòàíòû 1/ri, 1/µi, 1/λi, 1/γi, i = 1, 2,
ñîîòâåòñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èñïîëü-
çîâàííûõ ïðè îïèñàíèè ñõåìû ìîäåëè (1)�(6).
Ñèñòåìà (19), (20) èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå) x1(t) = x
(∗)
1 , x2(t) = x

(∗)
2 , ãäå x

(∗)
1 , x

(∗)
2 çàäàþòñÿ ñîîò-

âåòñòâåííî âûðàæåíèÿìè (17), (18). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ (íå òîëüêî íóëåâûõ â (21)) íà÷àëüíûõ äàííûõ ñóùåñòâóþò

lim
t→+∞

x1(t) = x
(∗)
1 , lim

t→+∞
x2(t) = x

(∗)
2 . (22)

Ñîîòíîøåíèÿ (17), (18), (22) ïðèâîäÿò ê ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî
ñèñòåìà (19), (20) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (21) îïèñûâàåò äèíàìèêó ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EXA1(t), EXA2(t) äëÿ âñåõ t ⩾ 0.

6 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòå-
ìû (19), (20) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (21) è äèíàìèêè ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé EXA1(t), EXA2(t) èñïîëüçóåì ñåðèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ.
Ñîïîñòàâèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (19), (20), (21) ñ

èíòåðâàëüíûìè îöåíêàìè EXA1(t),
EXA2(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè t ∈ [0, Tmod]. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè

EXA1(t), EXA2(t) ïîñòðîèì ïî âûáîðêå èç n = 1000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà H(t) íà óðîâíå äîâåðèÿ P = 0.99 ïî ñòàíäàðòíûì ôîðìó-
ëàì äëÿ âûáîðîê áîëüøîãî îáúåìà [6].
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (19), (20), (21) ïðèìåíèì ñëåäóþùèé

ïîäõîä. Ñèñòåìó (19), (20) çàìåíèì ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè, ïîñòðî-
åííûìè ñ ïîìîùüþ íåÿâíîé è ÿâíîé ñõåìû Ýéëåðà, ïîëàãàÿ, ÷òî øàã
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èíòåãðèðîâàíèÿ h êðàòåí çàïàçäûâàíèÿì ω1, ω2. Îáîçíà÷èì tj = jh,
j = 0, 1, 2, . . . , n, ãäå nh = Tmod. Äëÿ êàæäîãî èç (19), (20) èñïîëüçóåì ïî
äâà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿ,

x
(1)
1 (tj+1)− x

(1)
1 (tj)

h
= r1 − (µ1 + γ1)x

(1)
1 (tj+1) + e−λ2ω2γ2x

(1)
2 (tj − ω2),

x
(2)
1 (tj+1)− x

(2)
1 (tj)

h
= r1 − (µ1 + γ1)x

(2)
1 (tj) + e−λ2ω2γ2x

(2)
2 (tj − ω2),

x
(1)
2 (tj+1)− x

(1)
2 (tj)

h
= r2 − (µ2 + γ2)x

(1)
2 (tj+1) + e−λ1ω1γ1x

(1)
1 (tj − ω1),

x
(2)
2 (tj+1)− x

(2)
2 (tj)

h
= r2 − (µ2 + γ2)x

(2)
2 (tj) + e−λ1ω1γ1x

(2)
1 (tj − ω1),

äîïîëíåííûõ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ (21). Â
êà÷åñòâå èñêîìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (19), (20), (21) âîçüìåì
ñåòî÷íûå ôóíêöèè

x
(h)
1 (tj) = (x

(1)
1 (tj) + x

(2)
1 (tj))/2, x

(h)
2 (tj) = (x

(1)
2 (tj) + x

(2)
2 (tj))/2.

Â êàæäîì èç âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ 1�3 øàã èíòåãðèðîâàíèÿ
äëÿ ñèñòåìû (19), (20) h = 0.00025 (ñóòêè).
Ðàçìåðíîñòü êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ ìîäåëè óêàçàíà â ñêîáêàõ ñîîò-

âåòñòâóþùåé ñòðîêè. Ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ (17), (18), (22) äëÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ 1�3 ïðèâåäåíû ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ çíàêîâ.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ êàæäîé èç ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû â òàáëè÷-
íîé ôîðìå (èñïîëüçîâàíî íåñêîëüêî òî÷åê ïî âðåìåíè).
Ïåðâûé ýêñïåðèìåíò: Tmod = 300 ñóòîê,

r1 = 9, r2 = 8, µ1 = 0.1, µ2 = 0.05 (ñóòêè−1),

λ1 = λ2 = 0.01, γ1 = 5, γ2 = 7 (ñóòêè−1),

ω1 = 0.249, ω2 = 0.332 (ñóòêè),

EXA1(∞) = x
(∗)
1 = 103.013, EXA2(∞) = x

(∗)
2 = 74.012.

Òàáëèöà 1. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EXA1(t),
EXA2(t) (P = 0.99) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (19)�(21) äëÿ

ýêñïåðèìåíòà 1

t, ñóòêè EXA1(t) x
(h)
1 (t) EXA2(t) x

(h)
2 (t)

0 0 0 0 0
10 31.116± 0.442 31.008 22.358± 0.369 22.357
50 85.965± 0.771 85.649 61.506± 0.646 61.555
100 99.493± 0.818 100.078 71.971± 0.662 71.907
150 102.771± 0.821 102.517 73.746± 0.692 73.656
200 102.326± 0.836 102.929 73.538± 0.690 73.952
250 102.667± 0.862 103.001 73.784± 0.709 74.002
300 102.870± 0.818 103.011 73.411± 0.704 74.012
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Âòîðîé ýêñïåðèìåíò: Tmod = 150 ñóòîê,

r1 = 120, r2 = 50, µ1 = 0.25, µ2 = 0.15 (ñóòêè−1),

λ1 = 0.01, λ2 = 0.2, γ1 = 10, γ2 = 2 (ñóòêè−1),

ω1 = 0.5, ω2 = 1.8 (ñóòêè),

EXA1(∞) = x
(∗)
1 = 40.199, EXA2(∞) = x

(∗)
2 = 209.297.

Òàáëèöà 2. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EXA1(t),
EXA2(t) (P = 0.99) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (19)�(21) äëÿ

ýêñïåðèìåíòà 2

t, ñóòêè EXA1
(t) x

(h)
1 (t) EXA2

(t) x
(h)
2 (t)

0 0 0 0 0
10 32.902± 0.468 32.959 171.615± 1.063 171.220
30 39.743± 0.516 39.909 207.839± 1.139 207.727
50 39.760± 0.524 40.188 209.131± 1.171 209.233
70 40.499± 0.516 40.199 210.364± 1.230 209.294
100 39.925± 0.512 40.199 209.575± 1.257 209.297
120 40.093± 0.503 40.199 209.692± 1.193 209.297
150 40.136± 0.508 40.199 208.989± 1.187 209.297

Òðåòèé ýêñïåðèìåíò: Tmod = 250 ñóòîê,

r1 = 25, r2 = 75, µ1 = 0.075, µ2 = 0.045 (ñóòêè−1),

λ1 = 0.082, λ2 = 0.075, γ1 = 2.5, γ2 = 0.2 (ñóòêè−1),

ω1 = 4.8, ω2 = 0.5 (ñóòêè),

EXA1(∞) = x
(∗)
1 = 67.237, EXA2(∞) = x

(∗)
2 = 768.973.

Òàáëèöà 3. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EXA1(t),
EXA2(t) (P = 0.99) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (19)�(21) äëÿ

ýêñïåðèìåíòà 3

t, ñóòêè EXA1(t) x
(h)
1 (t) EXA2(t) x

(h)
2 (t)

0 0 0 0 0
10 35.737± 0.491 35.641 371.489± 1.537 370.802
30 58.466± 0.621 58.384 658.168± 2.046 657.187
50 64.734± 0.654 64.760 737.354± 2.162 737.695
100 67.221± 0.668 67.134 767.778± 2.179 767.678
150 67.280± 0.654 67.232 770.102± 2.278 768.920
200 67.411± 0.675 67.236 768.601± 2.267 768.971
250 66.887± 0.682 67.237 768.690± 2.271 768.973

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäàþò ïðåäïîëî-
æåíèå î òîì, ÷òî äèíàìèêà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé EXA1(t), EXA2(t)
ðàññìîòðåííîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ìî-
äåëü öèðêóëÿöèè ÷àñòèö ïî ãðàôó, ñîäåðæàùåìó áîëåå äâóõ âåðøèí è
îäíîíàïðàâëåííûå ðåáðà.
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