
S e⃝MR ISSN 1813-3304

ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru

Òîì 11, ñòð. 144�144 (2014) ÓÄÊ 510.652

MSC 11U99

Î ÏÐÎÁËÅÌÅ P=NP Â ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊÎËÜÖÀÕ

À.Í. ÐÛÁÀËÎÂ

Abstract. We consider a computational complexity theory over arbitrary

algebraic structures based on an approach to generalized computability

developed by Ashaev, Belyaev and Myasnikov. Let R be a ring with

a nilpotent element η of nilpotency index k > 1 such that η is an

algebraic element over Z of degree k. We prove that analogs of the

classical computational complexity classesP andNP overR are di�erent.

Keywords: computational complexity, P vs NP, ring, nilpotent element.

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû Áëþì, Øóáà è Ñìåéëà [2], â êîòîðîé îíà
áûëà ðàçâèòà íà îñíîâå òåîðèè âû÷èñëèìîñòè íàä êîëüöàìè è ïîëÿìè. Â åå
ðàìêàõ áûëè îïðåäåëåíû àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ êëàññîâ P è
NP. Ïðè÷åì ïîñëåäíèé ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìûìè èíñòðóêöèÿìè ïîäñêàçêè �
êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãóò çàïèñûâàòü â ðåãèñòðû âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç C. Â ðàáîòå [3] áûë ðàññìîòðåí ïðÿìîé àíàëîã êëàññè-
÷åñêîãî êëàññà NP � êëàññ DNP, îïðåäåëåííûé ïðè ïîìîùè ìàøèí ñ íåäå-
òåðìèíèðîâàííûìè âåòâëåíèÿìè. Èíñòðóêöèè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âåòâëå-
íèé ìîãóò áûòü ñìîäåëèðîâàíû ïðè ïîìîùè ïîäñêàçîê, ïîýòîìó èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå DNP ⊆ NP. Â äàëüíåéøåì ýòîò ïîäõîä áûë îáîáùåí íà ïðîèç-
âîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû â ðàáîòå [1]. Íà åãî îñíîâå â [7] áûëà ðàçâèòà
òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ â òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íàä àëãåáðàè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè ïðåäñòàâëÿåò àíàëîã èçâåñòíîé ïðîáëåìû î ñîâïàäåíèè êëàññîâ P è
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NP. Áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ î íåñîâïàäåíèè ýòèõ êëàññîâ íàä ðàç-
ëè÷íûìè ñèñòåìàìè. Ìååð [5] äîêàçàë, ÷òî P ̸= DNP íàä àääèòèâíîé ãðóïïîé
ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ãàññíåð [4] äîêàçàëà íåðàâåíñòâî P ̸= DNP äëÿ âñåõ
áåñêîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï, à Ïðóíåñêó [6] äëÿ áåñêîíå÷íûõ áóëåâûõ àëãåáð.
Ðûáàëîâ [8] äîêàçàë, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî P ̸= DNP íàä êîëüöàìè
âåùåñòâåííûõ ìàòðèö. Äëÿ óïîðåäî÷åííîãî ïîëÿ R è äëÿ ïîëÿ C ïðîáëåìà
P ̸= DNP äî ñèõ ïîð íåðåøåíà.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò è ðàñøèðÿåò ýòè èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûì ðå-
çóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà P ̸= DNP äëÿ ëþáîãî êîëüöà,
â êîòîðîì ñóùåñòâóåò íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè k > 1,
êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä Z ñòåïåíè k. Íàïðèìåð òàêîâûìè
ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå êîëüöà ìàòðèö (íàïðèìåð, ðàññìîòðåííûå â [8]), à òàêæå
íåêîòîðûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðàìè Ëè.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü äàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A, σ⟩. Ñëåäóÿ [1], ââåäåì ñïèñî÷íóþ
íàäñòðîéêó HL(A) ìíîæåñòâà A

L0 = A, Ln+1 = L(Ln) ∪ Ln,

HL(A) =

∞⋃
n=0

Ln(A),

ãäå L(M) � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñïèñêîâ ñ ýëåìåíòàìè èç M . Ðàñøèðèì
ñèãíàòóðó σ äî ñèãíàòóðû

σ∗ = σ ∪ {=, cons(2), tail(1),head(1),nil},

ãäå ôóíêöèè cons � äîáàâëåíèå îäíîãî ñïèñêà â êîíåö äðóãîãî, tail � îòáðà-
ñûâàíèå ïåðâîãî ýëåìåíòà ñïèñêà, head � âçÿòèå ïåðâîãî ýëåìåíòà ñïèñêà, à
êîíñòàíòà nil � ïóñòîé ñïèñîê. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó

HL(A) = ⟨HL(A), σ∗⟩,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïèñî÷íîé íàäñòðîéêîé ñèñòåìû A. Çà îñíîâíóþ âû÷èñëè-
òåëüíóþ ìîäåëü ïðèìåì ìàøèíû ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè (ÌÍÐ) íàä
HL(A). Ýòè âû÷èñëèòåëüíûå óñòðîéñòâà èìåþò êîíå÷íûé íàáîð ðåãèñòðîâ, â
êîòîðûõ ìîæíî õðàíèòü ýëåìåíòû HL(A), è ïðîãðàììó, ñîñòîÿùóþ èç íàáîðà
êîìàíä, êîòîðûå ìîãóò çàïèñûâàòü â ðåãèñòðû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé è êîíñòàíò
èç σ∗ è ñîâåðøàòü óñëîâíûå âåòâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè ïðåäèêà-
òîâ èç σ∗. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ÌÍÐ, ðàñïîçíàþùèå íåêîòîðûå ïîä-
ìíîæåñòâà HL(A), ïîýòîìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîãðàììû ÌÍÐ ìîãóò
ñîäåðæàòü êîìàíäû accept è reject, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê îñòàíîâ-
êå ÌÍÐ è ê äîïóñêàíèþ, ëèáî îòâåðãàíèþ âõîäíîãî ñïèñêà. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ÌÍÐ M ðàñïîçíàåò ìíîæåñòâî S ⊆ HL(A), åñëè

• x ∈ S ⇔ M äîïóñêàåò x,
• x /∈ S ⇔ M îòâåðãàåò x.

Çàìåòèì, ÷òî ÌÍÐ ðàñïîçíàþùàÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âñåãäà îñòàíàâëèâàåò-
ñÿ. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ìàøèíû. Íåäåòåðìèíèðîâàííûå
ÌÍÐ èìåþò êîìàíäû íåäåòåðìèíèðîâàííûõ âåòâëåíèé, ïîñëå âûïîëíåíèÿ êî-
òîðûõ óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ïåðåäàíî îäíîé èç äâóõ êîìàíä.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàçìåðà sizeHL : HL(A) → N ñëåäóþùèì îáðàçîì

sizeHL(α) =

 1, åñëè α = nil èëè α ∈ A,

sizeHL(α1) + . . .+ sizeHL(αn) + 1, ïðè α = ⟨α1, . . . , αn⟩.

Ïî ÌÍÐ M íàä HL(A) îïðåäåëèì ôóíêöèþ âðåìåíè tM . Åñëè M íà âõîäå
x íå îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïîëàãàåì tM (x) = ∞. Ïóñòü τ = {I1, . . . , In} � âû÷èñëè-
òåëüíûé ïóòü M íà x. Ïîëîæèì

tM,τ (x) =

n∑
k=1

time(Ik),

ãäå time(Ik) = 1, åñëè Ik � îäíà èç ñëåäóþùèõ êîìàíä

Rm := c, c ∈ σ∗ − êîíñòàíòà,
Rm := f(Ri1 , . . . , Rim), ãäå f ∈ σ −ôóíêöèÿ,
if P (Ri1 , . . . , Rim) then goto l, ãäå P ∈ σ − ïðåäèêàò,
if ? then goto l,
accept,
reject,

è time(Ik) = sizeHL(αl), åñëè Ik � îäíà èç êîìàíä

Rm := Rl,
Rm := tail(Rl),
Rm := head(Rl),
if Rl ∈ S then goto l,

ãäå αl � ñîäåðæèìîå ðåãèñòðà Rl. Íàêîíåö

time(Ik) = sizeHL(αl) + sizeHL(αr),

åñëè Ik � îäíà èç êîìàíä

Rm := cons(Rl, Rr),
if Rl = Rr then goto t,

ãäå αl, αr � ñîäåðæèìûå Rl, Rr. Ïîëîæèì òåïåðü tM (x) = tM,τ (x) äëÿ äåòåðìè-
íèðîâàííîé ÌÍÐ M . Äëÿ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ÌÍÐ M ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ïîëíóþ çàïèñü tM,τ (x).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÌÍÐ M ïîëèíîìèàëüíà, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïîëèíîì p òàêîé, ÷òî

∀x ∈ HL(A) M îñòàíàâëèâàåòñÿ íà x è tM (x) < p(sizeHL(x)).

Â êëàññ PA âõîäÿò âñå ïîäìíîæåñòâà HL(A), ðàñïîçíàâàåìûå ïîëèíîìèàëü-
íûìè äåòåðìèíèðîâàííûìè ÌÍÐ. Ìíîæåñòâî S ⊆ HL(A) ïðèíàäëåæèò êëàññó
DNPA, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÌÍÐM è òàêîé ïîëèíîì
p, ÷òî

x ∈ S ⇔ ñóùåñòâóåò âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü τ ÌÍÐ M íà x

òàêîé, ÷òî M ïðèíèìàåò x è tM,τ (x) < p(sizeHL(x)).
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3. Õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëèòåëüíûõ ïóòåé

Ïóñòü τ = I1, . . . , Ik � âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü ÌÍÐ M íà âõîäå α ∈ HL(A).
Î÷åâèäíî, ÷òî íà âñåì ïðîòÿæåíèè ðàáîòû M â ðåãèñòðàõ íàõîäÿòñÿ ñïèñêè,
ýëåìåíòû êîòîðûõ � òåðìû ñèãíàòóðû σ îò ñîäåðæàùèõñÿ âî âõîäíîì ñïèñêå
α ïðàýëåìåíòîâ a1, . . . , an (âûïèñàííûõ â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè âñòðå-
÷àþòñÿ â α ïðè åãî ïðîñìîòðå ñëåâà íàïðàâî). Îïðåäåëèì ñòðóêòóðó ñïèñêà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

struc(α) =

{
nil, åñëè α = nil èëè α ∈ A,
⟨struc(α1), . . . , struc(αn)⟩, åñëè α = ⟨α1, . . . , αn⟩.

Çàìåíèì âñå ïðàýëåìåíòû a1, . . . , an â ñïèñêå α ïåðåìåííûìè x1, . . . , xn. Ñîäåð-
æèìûå ðåãèñòðîâ ÌÍÐ âäîëü ïóòè τ òåïåðü � ýòî ñïèñêè ñ ýëåìåíòàìè-òåðìàìè
ñèãíàòóðû σ îò ïåðåìåííûõ xi. Ðàññìîòðèì âñå óñëîâèÿ â êîìàíäàõ óñëîâíî-
ãî ïåðåõîäà ïóòè τ . Âñå îíè èìåþò âèä ëèáî Ri = Rj , ëèáî P (Ri1 , . . . , Ris),
ãäå P � ïðåäèêàò èç σ. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íàáîð àòîìàðíûõ
ôîðìóë ñèãíàòóðû σ îò ïåðåìåííûõ xi ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàâåíñòâà ñïèñêîâ
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ-òåðìîâ â ñëó÷àå,
åñëè èõ ñòðóêòóðû ðàâíû, èíà÷å èìååì òîæäåñòâåííî ëîæíóþ ôîðìóëó; ëþáîé
ïðåäèêàò P ïðåäñòàâëÿåòñÿ èì æå ñàìèì, åñëè åãî àðãóìåíòû � ïðàýëåìåíòû,
èíà÷å � òîæäåñòâåííî ëîæíîé ôîðìóëîé. Òåïåðü íàáîð φ1(x̄), . . . , φm(x̄) èç âñåõ
íåòîæäåñòâåííûõ ôîðìóë ñðåäè ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ôîðìóë íàçîâåì
õàðàêòåðèñòèêîé ïóòè τ . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà íà÷àëüíî-
ãî ó÷àñòêà ïóòè. Çàìåòèì, ÷òî m ≤ tM (α) � ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âðåìåíè. Íàçîâåì ñïèñîê β ýêâèâàëåíòíûì ñïèñêó α
äëÿ ÌÍÐ M , åñëè

• struc(α) = struc(β),
• φi(ā) ↔ φi(b̄) ∀i = 1, . . . ,m, ãäå ā, b̄ � ïðàýëåìåíòû ñïèñêîâ α è β ñîîò-
âåòñòâåííî, âûïèñàííûå ñëåâà íàïðàâî.

Ñëåäóþùàÿ ïîëåçíàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà â [9].

Ëåììà 1. Ïóñòü M � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÌÍÐ, ðàñïîçíàþùàÿ íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî ∆ ∈ HL(A). Åñëè ýëåìåíò β ∈ HL(A) ýêâèâàëåíòåí âõîäó α ∈
HL(A) äëÿ ÌÍÐ M , òî α ∈ ∆ ⇔ β ∈ ∆.

4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü R = ⟨R; {+,−,×, R}⟩ � êîëüöî, â êîòîðîì â êà÷åñòâå êîíñòàíò äîáàâ-
ëåíû âñå åãî ýëåìåíòû R. Äîïóñòèì, ÷òî â ýòîì êîëüöå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò η èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè k > 1. Òî åñòü k � íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå òàêîå, ÷òî ηk = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî η ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì
íàä Z, òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ xk = 0. Äîïóñòèì, ÷òî ñòåïåíü àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà η íàä Z ðàâíà k, òî åñòü f(η) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî
öåëî÷èñëåííîãî ìíîãî÷ëåíà f ñòåïåíè ìåíüøå k.

Äëÿ ëþáîãî ðàçìåðà n ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñïèñêîâ ãëóáèíû 1 ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè ýëåìåíòàìè

Ωn = {⟨x1, . . . , xn⟩ : ∃I ⊆ {1, . . . , n},
∑
i∈I

xi = 0} =

=
⋃

I⊆{1,...,n}, I ̸=∅

{⟨x1, . . . , xn⟩ :
∑
i∈I

xi = 0}.
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Òàêæå ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî ñïèñêîâ ñ ýëåìåíòàìè èç
R

Ωn(η) = {⟨x1η, . . . , xnη⟩ : ⟨x1, . . . , xn⟩ ∈ Ωn}.
Òåïåðü ïîëîæèì

Ω =

∞⋃
n=1

Ωn, Ω(η) =

∞⋃
n=1

Ωn(η).

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë x1, . . . , xn èìååò ìåñòî

⟨x1η, . . . , xnη⟩ ∈ ΩR ⇔ ⟨x1, . . . , xn⟩ ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî rη = 0 äëÿ r ∈ Z òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà r = 0. □

Ëåììà 3. Ω(η) ∈ DNPR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ÌÍÐ äëÿ Ω(η) ïðè ïîìîùè íåäåòåð-
ìèíèðîâàííûõ âåòâëåíèé ðåøàåò, âêëþ÷àòü ëè ýëåìåíò âî âõîäíîì ñïèñêå â
òåñòèðóåìóþ ñóììó èëè íåò, à çàòåì ïðîâåðÿåò, ðàâíà ëè ýòà ñóììà 0 èëè íåò.
Ïîýòîìó Ω(η) ∈ DNPR. □

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ïîêðûòèè ìíîæåñòâ Ω àë-
ãåáðàè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Ëåììà 4. Ïóñòü

Ωn ⊆
m⋃
i=1

{⟨x1, . . . , xn⟩ : fi(x1, . . . , xn) = 0},

ãäå fi � íåïîñòîÿííûå öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå ñòåïåíü íå áîëü-

øå k ïî ëþáîé ïåðåìåííîé. Òîãäà m ≥ 2n−1−1
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
m⋃
i=1

{⟨x1, . . . , xn⟩ : fi(x1, . . . , xn) = 0} ⊆

⊆ {⟨x1, . . . , xn⟩ :
m∏
i=1

fi(x1, . . . , xn) = 0}.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî I ⊆ {1, . . . , n} è äëÿ íåêîòîðîãî
ìíîãî÷ëåíà f åñëè èìååò ìåñòî

{⟨x1, . . . , xn⟩ :
∑
i∈I

xi = 0} ⊆

⊆ {⟨x1, . . . , xn⟩ : f(x1, . . . , xn) = 0},
òî f äåëèòñÿ íà

∑
i∈I xi. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî I =

{1, . . . , s}, s ≤ n. Ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí f â âèäå

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)(x1 + . . .+ xs)+

+h(x1, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xn),

ãäå g, h � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû. Åñëè h íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ, òî
ìîæíî âûáðàòü öåëûå ÷èñëà a1, . . . , as−1, as+1, . . . , an òàê, ÷òî

h(a1, . . . , as−1, as+1, . . . , an) ̸= 0.
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Òåïåðü, âçÿâ as = −(a1 + . . . + as−1), ìû ïîëó÷èì, ÷òî a1 + . . . + as = 0, íî
f(a1, . . . , as) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîé ïîñûëêå. Òàêèì îáðàçîì, ìû äî-
êàçàëè, ÷òî f äåëèòñÿ íà x1 + . . .+ xs.

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå êî âñåì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâàì I ⊆
{1, . . . , n}, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí

∏m
i=1 fi(x1, . . . , xn) äåëèòñÿ íà âñå 2n − 1

ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíà
∑

i∈I xi, à, çíà÷èò, è íà èõ ïðîèçâåäåíèå∏
I⊆{1,...,n}

(
∑
i∈I

xi),

êîòîðîå èìååò ñòåïåíü 2n−1 − 1 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. À òàê êàê âñå ìíîãî-

÷ëåíû fi èìåþò ñòåïåíè ïî âñåì ïåðåìåííûì ìåíüøå k, òî m ≥ 2n−1−1
k . □

Äîêàæåì òàêæå åùå îäíó ïîëåçíóþ ëåììó î ïîêðûòèè.

Ëåììà 5. Ïóñòü fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m � êîíå÷íûé íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ
ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñðåäè êîòîðûõ íåò òîæäåñòâåííî ðàâíûõ íóëþ.
Òîãäà

Zn ̸=
m⋃
i=1

{(x1, . . . , xn) : fi(x1, . . . , xn) = 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

m⋃
i=1

{(x1, . . . , xn) : fi(x1, . . . , xn) = 0} = {(x1, . . . , xn) :

m∏
i=1

fi(x1, . . . , xn) = 0},

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn). Äîêàæåì
ýòî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ n.

Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ïîëèíîìè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ f(x) = 0 êîíå÷íî.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå èñòèííî äëÿ n− 1 ïåðåìåííûõ (ïðè n > 1), äîêàæåì åãî
äëÿ n. Äîïóñòèì, ÷òî

Zn = {(x1, . . . , xn) : f(x1, . . . , xn) = 0}.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì, òî ñóùå-
ñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà (a1, . . . , an) òàêàÿ, ÷òî f(a1, . . . , an) ̸= 0. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn−1, an) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì.
Íî òîãäà

Zn−1 = {(x1, . . . , xn−1) : f(x1, . . . , xn−1, an) = 0},
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. □

Òåïåðü âñå ãîòîâî, ÷òîáû äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â êîëüöå R åñòü íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò èíäåêñà íèëü-
ïîòåíòíîñòè k > 1, ÿâëÿþùèéñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä Z ñòåïåíè k. Òîãäà
PR ̸= DNPR.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3 Ω(η) ∈ DNPR. Äîêàæåì, ÷òî Ω(η) /∈ PR.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω(η) ∈ PA è ðàñïîçíàåòñÿ íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé

ÌÍÐ M çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå ïîëèíîìîì p îò ðàçìåðà âõîäà. Âûáåðåì n

äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî p(n+ 1) < 2n−1−1
k2 .
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Ðàññìîòðèì âõîä α = ⟨a1η, . . . , anη⟩ ñ öåëî÷èñëåííûìè (a1, . . . , an). Êàê âû-
áðàòü (a1, . . . , an) óòî÷íèì ÷óòü ïîçæå. Õàðàêòåðèñòèêîé âû÷èñëèòåëüíîãî ïó-
òè M íà âõîäå α áóäåò íàáîð ðàâåíñòâ îò ýëåìåíòîâ aiη

fi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , l,

ãäå fi � íåïîñòîÿííûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ìåíüøå k ïî êàæäîé ïåðåìåííîé
(òàê êàê ηk = 0) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Z. Ïðèðàâíèâàÿ ê 0 êîýôôèöèåíòû ïðè
êàæäîé ñòåïåíè η (òàê êàê η àëãåáðàè÷åñêèé íàä Z ñòåïåíè k), êàæäîå òàêîå
ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê íå áîëåå ÷åì k ðàâåíñòâ óæå îò ÷èñåë ai

fi,j(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . ,m, j = 0, . . . , k − 1,

ãäå ìíîãî÷ëåíû fi,j îïÿòü èìåþò ñòåïåíè ìåíüøå k ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.
Ïåðåíóìåðóåì ýòè ìíîãî÷ëåíû äëÿ åäèíîîáðàçèÿ gi, i = 1, . . . ,m ≤ p(n+ 1)k.

Öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îãðàíè÷åíû ïî ìîäóëþ

22
p(n+1)

. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà êàæäîì øàãå ðàáîòû ìàøèíû êîýôôèöè-
åíòû ñ ïðîøëîãî øàãà ìîãóò ñàìîå áîëüøåå ïåðåìíîæàòüñÿ, à øàãîâ íå áîëüøå
p(n+1). Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò n
ïåðåìåííûõ ñòåïåíè ìåíüøå k ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåí-

òû íå ïðåâîñõîäÿò 22
p(n+1)

, è êîòîðûå íå òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Èõ êîíå÷-
íîå ÷èñëî, ïîýòîìó ïî ëåììå 5 ñóùåñòâóåò íàáîð öåëûõ ÷èñåë (a1, . . . , an), íà
êîòîðûõ ëþáîé èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íå ðàâåí íóëþ. Çàôèêñèðóåì ýòîò âûáîð
(a1, . . . , an).

Ïî âûáîðó ÷èñåë a1, . . . , an èìååò ìåñòî gi(a1, . . . , an) ̸= 0 äëÿ âñåõ i =

1, . . . ,m. Òàê êàê m ≤ p(n+ 1)k < 2n−1−1
k , òî èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî

Ω ̸⊆
m⋃
i=1

{(x1, . . . , xn) : gi(x1, . . . , xn) = 0}.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà b1, . . . , bn, ÷òî ⟨b1, . . . , bn⟩ ∈ Ω, íî, â òî
æå âðåìÿ, gi(b1, . . . , bn) ̸= 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m. À çíà÷èò è ⟨b1η, . . . , bnη⟩ ∈
Ω(η), íî fi(b1η, . . . , bnη) ̸= 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïèñîê
β = ⟨b1η, . . . , bnη⟩ ýêâèâàëåíòåí ñïèñêó α è, ïî ëåììå 1, β /∈ Ω(η), â òî âðåìÿ,
êàê, ïî ëåììå 2, β ∈ Ω(η). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû. □
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