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Abstract: This paper contributes to the research program of Khous-
sainov and Kowalski who started systematic investigations of the
following problem: how does expanding the language of Boolean
algebras a�ect their computability-theoretic properties. Following
the approach of Hirschfeldt, Khoussainov, Shore, and Slinko, we
prove that the class of Boolean algebras with distinguished subal-
gebras and atoms is complete with respect to degree spectra of
nontrivial structures, e�ective dimensions, expansion by constants,
and degree spectra of relations.
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1 Ââåäåíèå

Â 2002 ãîäó Ä. Õèðøôåëüäò, Á. Õóñàèíîâ, Ð. Øîð è À.Ì. Ñëèíü-
êî [1] ââåëè íîâîå ïîíÿòèå HKSS�ïîëíîòû, ðàññìàòðèâàåìîå äëÿ êëàñ-
ñà ñòðóêòóð. Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè èíòåðåñóþùàÿ íàñ âû-
÷èñëèìàÿ ñòðóêòóðà îáëàäàåò íåêîòîðûì òåîðåòèêî-âû÷èñëèìûì ñâîé-
ñòâîì P , òî â HKSS�ïîëíîì êëàññå íàéäåòñÿ ñòðóêòóðà ñ òàêèì æå
ñâîéñòâîì. Ïîëüçà îò èçó÷åíèÿ HKSS�ïîëíîòû äëÿ êëàññà ñòðóêòóð K
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ñòðóêòóðû èç ýòîãî êëàññà
ñ ðàçëè÷íûõ ñòîðîí, èìåÿ èíôîðìàöèþ îá óæå èçâåñòíûõ ñòðóêòóðàõ
èç äðóãèõ êëàññîâ. Ïðè ýòîì HKSS�ïîëíîòà åñòü áîëåå ñèëüíîå óñëî-
âèå, ÷åì äðóãèå òåîðåòèêî-âû÷èñëèìûå ñâîéñòâà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ìíîãî èíôîðìàöèè îá èññëåäóåìîì êëàññå K. Ôîðìàëüíîå îïðåäå-
ëåíèå HKSS�ïîëíîòû áóäåò ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2. Îòìåòèì, ÷òî ñàì
òåðìèí ¾HKSS�ïîëíîòà¿ áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [2].
Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ áóëåâûõ àëãåáð íå ÿâëÿåòñÿ HKSS�ïîëíûì. Ñ.Ñ.

Ãîí÷àðîâ è Â.Ä. Äçãîåâ [3] äîêàçàëè, ÷òî âû÷èñëèìàÿ ðàçìåðíîñòü âû-
÷èñëèìîé áóëåâîé àëãåáðû B ðàâíà ëèáî 1, ëèáî ∞, ÷òî íå íàáëþäàåòñÿ
äëÿ ñòðóêòóð èç HKSS�ïîëíûõ êëàññîâ. Â 2012 ã. Á. Õóñàèíîâ è Ò. Êî-
âàëüñêè [4] ïîñòàâèëè âîïðîñ: êàê ñèãíàòóðíîå îáîãàùåíèå áóëåâûõ àë-
ãåáð âëèÿåò íà èõ òåîðåòèêî-âû÷èñëèìûå ñâîéñòâà? Â ýòîé æå ðàáîòå
îíè äîêàçàëè, ÷òî êëàññ áóëåâûõ àëãåáð ñ âûäåëåííûìè îïåðàòîðàìè
HKSS�ïîëíûé. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðèìå-
ðîâ áóëåâûõ àëãåáð ñ âûäåëåííûìè îïåðàòîðàìè, îáëàäàþùèõ ëþáîé
êîíå÷íîé âû÷èñëèìîé ðàçìåðíîñòüþ.
Îòìåòèì, ÷òî êëàññ áóëåâûõ àëãåáð ñ âûäåëåííûì èäåàëîì íå ÿâëÿåò-

ñÿ HKSS�ïîëíûì. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â 1998 ãîäó Í.Ò. Êîãà-
áàåâûì [5]. Â 2012 ãîäó ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí Ï.Å. Àëàåâûì [6] â ñòà-
òüå ïðî àâòîóñòîé÷èâîñòü âû÷èñëèìûõ áóëåâûõ àëãåáð ñ âûäåëåííûìè
èäåàëàìè è àòîìàìè. Êëàññ áóëåâûõ àëãåáð ñ âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì
àòîìîâ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ HKSS�ïîëíûì [7].
Í.À. Áàæåíîâ [8, 9, 10] äîêàçàë, ÷òî HKSS�ïîëíûìè êëàññàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëèìîäàëüíûå àëãåáðû, êîíòàêòíûå áóëåâû àëãåáðû è àëãåáðû
Ãåéòèíãà ñ âûäåëåííûìè àòîìàìè è êîàòîìàìè.
Â äàííîé ðàáîòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî êëàññ áóëåâûõ àëãåáð ñ òðåìÿ

âûäåëåííûìè ïîäàëãåáðàìè è âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì àòîìîâ HKSS �
ïîëíûé.
Âî âòîðîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, â òîì ÷èñëå

èíòåðåñóþùèå íàñ òåîðåòèêî�âû÷èñëèìûå ñâîéñòâà. Â òðåòüåì � èçëî-
æåí âîçìîæíûé ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ãðàôà â îáîãàùåííîé áóëåâîé àë-
ãåáðå. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîëó÷åí îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 6).

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Âñå íèæåïðèâåäåííûå òåðìèíû, êàñàþùèåñÿ òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð,
ñîáðàíû èç ìîíîãðàôèè [11].
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Ïîä áóëåâîé àëãåáðîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
A = 〈A,∨,∧, C,0,1〉 êîíå÷íîé ñèãíàòóðû ΣBA = 〈∨2,∧2, C1,0,1〉.
Íà áóëåâûõ àëãåáðàõ îïðåäåëåí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: a ≤ b â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà a∧ b = a. ×åðåç 0 è 1 îáîçíà÷àåì íàèìåíüøèé
è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû ñîîòâåòñòâåííî.
Àòîìîì â áóëåâîé àëãåáðå íàçîâåì íåíóëåâîé ýëåìåíò, ïîä êîòîðûì

ëåæèò òîëüêî íîëü. Â ñèãíàòóðó áóëåâîé àëãåáðû ìîæíî äîáàâèòü ïðå-
äèêàòAtom(x) äëÿ îïðåäåëåíèÿ àòîìà. Áóëåâà àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àòîì-
íîé, åñëè ïîä ëþáûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì åñòü àòîì.
Â ìîíîãðàôèè Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâà [11] ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå áóëåâîé àë-

ãåáðû BM ïî äàííîìó ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâóM . Íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü ñ÷åòíàÿ áóëåâà àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-
íûì ìíîæåñòâîì L = 〈ω2,6〉. Â äàííîé ñèòóàöèè ìíîæåñòâî{

[0, a) | a ∈ ω2
}

ïîðîæäàåò áóëåâó àëãåáðó Bω2 â àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
ω2.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé àëãåáðû áóäåì

èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ äåðåâà.
Îïðåäåëèì íà N ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

R(n) = 2n+ 2, L(n) = 2n+ 1, n ∈ N,

H(n) =

{
0, åñëè n = 0,

[(n− 1)/2], åñëè n > 1,

S(n) =


0, åñëè n = 0,

n− 1, åñëè n = 2k, n > 0,

n+ 1, åñëè n = 2k + 1.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé èíòåðïðåòèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(n) � íîìåð ïðàâîé âåðøèíû, ëåæàùåé ïîä n,

L(n) � íîìåð ëåâîé âåðøèíû, ëåæàùåé ïîä n,

H(n) � íîìåð áëèæàéøåé âåðøèíû èç íàõîäÿùèõñÿ âûøå n,

S(n) � íîìåð ñîñåäíåé ê n âåðøèíû, ëåæàùåé ïîä H(n).

Ïîäìíîæåñòâî D ⊆ N íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè äëÿ ëþáîãî n ∈ D
ýëåìåíòû H(n), S(n) ïðèíàäëåæàò D.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåðåâî D ïîðîæäàåò áóëåâó àëãåáðó A, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ èç D â A òàêîå, ÷òî:

ϕ(0) = 1, (1)

(∀n ∈ D \ {0}) (ϕ(n) ∨ ϕ(S(n)) = ϕ(H(n)) &

ϕ(n) ∧ ϕ(S(n)) = 0 & ϕ(n) 6= 0), (2)

(∀a 6= 0) (∃n1, . . . , nk ∈ D)(ϕ(n1) ∨ . . . ∨ ϕ(nk) = a). (3)
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Ïîðîæäàþùèì äåðåâîì íàçîâ¼ì ïàðó 〈D,ϕ〉.
Êàê âèäíî èç àêñèîì, ýëåìåíò àëãåáðû A ìîæíî âûðàæàòü ÷åðåç âåð-

øèíû äåðåâà ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî
ϕ(n) = ϕ(L(n)) ∨ ϕ(R(n)). ×òîáû èçáåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè â çàïèñè
ýëåìåíòà a ∈ A, ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.
Ïîäìíîæåñòâî H ⊆ D íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ýëå-

ìåíòà a ∈ A, åñëè:
(1) ∀n ∈ H (S(n) 6∈ H),
(2) ∀n ∈ H ∀m ∈ H (ϕ(m) ≤ ϕ(n)⇒ m = n),
(3) a = 0⇔ H = ∅ è a 6= 0⇒ a =

∨
n∈H ϕ(n).

Äàëåå ââåäåì òåîðåòèêî-âû÷èñëèìûå ñâîéñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå â äàí-
íîé ðàáîòå.
Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î òüþðèíãîâûõ ñòåïåíÿõ ìîæíî íàéòè â [12],

à èíôîðìàöèþ î òåîðèè âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé ìîæíî íàéòè â [13]. Äëÿ
ñòðóêòóðû S ÷åðåç |S| îáîçíà÷àåì íîñèòåëü ñòðóêòóðû S.
Ïóñòü degT (X) � òüþðèíãîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà X ⊆ N, à d � ýòî

òüþðèíãîâà ñòåïåíü. Ñòðóêòóðó A áóäåì íàçûâàòü d-âû÷èñëèìîé, åñëè
å¼ íîñèòåëü ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ïîäìíîæåñòâîì N è àòîìíàÿ äèàãðàì-
ìà Da(A) d-âû÷èñëèìà. Ñòåïåíüþ deg(A) äëÿ ñòðóêòóðû A íàçîâåì
òüþðèíãîâó ñòåïåíü àòîìíîé äèàãðàììû Da(A). Äëÿ ñ÷åòíîé ñòðóêòó-
ðû S d-âû÷èñëèìîé êîïèåé íàçîâåì d-âû÷èñëèìóþ ñòðóêòóðó A, èçî-
ìîðôíóþ S. Åñëè d-âû÷èñëèìàÿ êîïèÿ ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî S
d-âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìà. Ñïåêòðîì ñòåïåíåé ñòðóêòóðû S îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî

DgSp(S) = {deg(A) : A åñòü êîïèÿ S}.
Ñòðóêòóðà S òðèâèàëüíàÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

X ⊆ |S|, òàêîå ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà f íà |S|, îñòàâëÿþùàÿ âñå ýëå-
ìåíòû X íà ìåñòå, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.
d-âû÷èñëèìîé ðàçìåðíîñòüþ dimd(S) âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðû S íà-

çûâàåòñÿ íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 1, òàêîå ÷òî ñóùåñòâóþò
âû÷èñëèìûå êîïèè S1, . . . ,Sn ñòðóêòóðû S, ïîïàðíî íå d-âû÷èñëèìî
èçîìîðôíûå. Åñëè íàèáîëüøåãî n ∈ ω íåò, òî ðàçìåðíîñòü ñ÷èòàåòñÿ
áåñêîíå÷íîé. Åñëè n = 1, òî ñòðóêòóðà d-âû÷èñëèìî êàòåãîðè÷íà (èëè
d-àâòîóñòîé÷èâà). Äëÿ ñòåïåíè d = 0 áóäåì îáîçíà÷àòü dim0(S) ÷åðåç
dim(S).
Ñ. Ñ. Ãîí÷àðîâ [14] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò îðèåí-

òèðîâàííûé ãðàô ñ âû÷èñëèìîé ðàçìåðíîñòüþ n. Ýòî ñâîéñòâî îòëè÷íî
îò áóëåâûõ àëãåáð.
Ñïåêòðîì ñòåïåíåé îòíîøåíèÿ R íà |S| äëÿ âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðû S

íàçîâåì ìíîæåñòâî

DgSpS(R) = {degT (f(R)) : A � âû÷èñëèìàÿ êîïèÿ S è f : S ∼= A}.

Îòíîøåíèå R íàñëåäñòâåííî ∆0
1 (íàñëåäñòâåííî Σ0

1) íà S, åñëè äëÿ
ëþáîé âû÷èñëèìîé êîïèè A è ëþáîãî èçîìîðôèçìà f : S ∼= A îòíîøåíèå
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f(R) ÿâëÿåòñÿ ∆0
1 (ñîîòâåòñòâåííî, Σ0

1). Îòíîøåíèå R ÿâëÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî íàñëåäñòâåííî ∆0

1 (îòíîñèòåëüíî íàñëåäñòâåííî Σ0
1) íà S, åñëè

äëÿ ëþáîé êîïèè A è ëþáîãî èçîìîðôèçìà f : S ∼= A îòíîøåíèå f(R)
åñòü ∆0

1(D
a(A)) (ñîîòâåòñòâåííî, Σ0

1(D
a(A))).

Îòíîñèòåëüíî ñïåêòðà ñòåïåíåé îòíîøåíèé Á. Õóñàèíîâ è Ð. Øîð [15]
ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò íàñëåäñòâåííî â.ï. îòíî-
øåíèå U â âû÷èñëèìîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G ñ dim(G) = n, òàêîå
÷òî DgSpG(U) ñîñòîèò èç n ðàçëè÷íûõ â.ï. ñòåïåíåé, âêëþ÷àÿ 0.

Ïî çàäàííîìó íàáîðó â.ï. ñòåïåíåé òîæå ìîæíî íàéòè îòíîøåíèå ñ
òàêèì ñïåêòðîì ñòåïåíåé [16, 17].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a0, . . . ,an−1 � â.ï. ñòåïåíè. Òîãäà ñóùåñòâóåò íà-
ñëåäñòâåííî â.ï. îòíîøåíèå U â âû÷èñëèìîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
G ñ dim(G) = n, òàêîå ÷òî DgSpG(U) = {a0, . . . ,an−1}.

Äðóãîé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðåíèè ðàñøèðåíèÿ ñòðóêòóðû
êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò. Ï. ×îëàê, Ñ.Ñ. Ãîí÷àðîâ, Á. Õóñàèíîâ è
Ð. Øîð [18] ïîêàçàëè, ÷òî äîáàâëåíèå êîíñòàíòû ìîæåò ïîâëèÿòü íà
âû÷èñëèìóþ ðàçìåðíîñòü.

Òåîðåìà 3. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìî êàòåãîðè÷íûé
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G è a ∈ G, òàêèå ÷òî ñòðóêòóðà (G, a) èìååò
âû÷èñëèìóþ ðàçìåðíîñòü n.

Ïðè ýòîì òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè [19].

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìî êàòåãîðè÷íûé îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô G è a ∈ G, òàêèå ÷òî ñòðóêòóðà (G, a) èìååò âû÷èñëèìóþ ðàç-
ìåðíîñòü ω.

Ä. Õèðøôåëüäò, Á. Õóñàèíîâ, Ð. Øîð è À.Ì. Ñëèíüêî [1] ââåëè íîâîå
ïîíÿòèå äëÿ êëàññà ñòðóêòóð, îòðàæàþùåå âñå âûøåóïîìÿíóòûå ñâîé-
ñòâà êëàññà.

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññ ñòðóêòóð K íàçûâàåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî
ñïåêòðà ñòåïåíåé íåòðèâèàëüíûõ ñòðóêòóð, âû÷èñëèìûõ ðàçìåðíîñòåé,
ðàñøèðåíèÿ êîíñòàíòàìè è ñïåêòðà ñòåïåíåé îòíîøåíèé (èëè HKSS�
ïîëíûì), åñëè äëÿ êàæäîãî íåòðèâèàëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ñ÷åò-
íîãî ãðàôà G ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ñ÷åòíàÿ ñòðóêòóðà A ∈ K,
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. DgSp(A) = DgSp(G).
2. Åñëè G èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ, òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

a) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òüþðèíãîâîé ñòåïåíè d dimd(A) = dimd(G),
b) ∀c ∈ |G| ∃a ∈ |A|, òàêîå ÷òî dim(A, a) = dim(G, c),
c) äëÿ îòíîøåíèÿ R ⊆ |G| ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå Q ⊆ |A|,

òàêîå ÷òî DgSpA(Q) = DgSpG(R), ïðè÷åì åñëè R íàñëåä-
ñòâåííî Σ0

1, òîãäà Q òàêæå íàñëåäñòâåííî Σ0
1.
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Èçâåñòíî, ÷òî ñàì êëàññ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ HKSS�
ïîëíûì (ñì. ïðèëîæåíèå A â [1]). Êëàññû ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, ñèììåò-
ðè÷íûõ èððåôëåêñèâíûõ ãðàôîâ òàêæå HKSS�ïîëíûå [1]. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òàêîãî ñâîéñòâà óñòàíàâëèâàëîñü êîäèðîâàíèåì âû÷èñëèìîãî îðè-
åíòèðîâàííîãî ãðàôà â èññëåäóåìóþ ñòðóêòóðó. Ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷-
íûå èððåôëåêñèâíûå ãðàôû òàêæå ÿâëÿþòñÿ HKSS�ïîëíûìè, ìîæíî
êîäèðîâàòü èõ [1].
Â ðàáîòå [1] îáîñíîâàí âûøåóïîìÿíóòûé ìåòîä.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü G � ñ÷åòíûé íåòðèâèàëüíûé ñèììåòðè÷íûé èð-
ðåôëåêñèâíûé ãðàô ñ îòíîøåíèåì E, à A � ýòî ñ÷åòíàÿ ñòðóêòóðà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò èíâàðèàíòíûå, îòíîñèòåëüíî íàñëåä-
ñòâåííî âû÷èñëèìûå îòíîøåíèÿ D(x) è R(x, y) â ñòðóêòóðå A è îòîá-
ðàæåíèå ΨG, äåéñòâóþùåå èç ìíîæåñòâà êîïèé G â ìíîæåñòâî êîïèé
AG, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Äëÿ êàæäîé êîïèè H ãðàôà G còðóêòóðà ΨG(H) äîëæíà áûòü
deg(H)-âû÷èñëèìà.

2. Äëÿ êîïèè H ñóùåñòâóåò deg(H)-âû÷èñëèìàÿ áèåêöèÿ
fH : D(ΨG(H))→ |H|, òàêàÿ ÷òî R(x, y)⇔ E(fH(x), fH(y)).

3. Åñëè f : D(AG)→ D(AG) áèåêöèÿ è R(x, y)⇔ R(f(x), f(y)), òî
f ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ñòðóêòóðû AG.

4. Äëÿ êîïèè H ñóùåñòâóåò deg(H)-âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ýêçè-
ñòåíöèàëüíûõ ôîðìóë {ψi(a, ei, x)}i∈ω, ãäå a � êîðòåæ èç ΨG(H),
ei � êîðòåæ èç D(ΨG(H)). Ïðè÷¼ì êàæäûé x ∈ |ΨG(H)| óäîâëå-
òâîðÿåò íåêîòîðîé ôîðìóëå ψi(a, ei, x) è äâà ðàçíûõ x íå ìîãóò
óäîâëåòâîðÿòü îäíîé è òîé æå ψi.

Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

1. DgSp(A) = DgSp(G).
2. Åñëè G èìååò âû÷èñëèìóþ êîïèþ, òîãäà:

a) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òüþðèíãîâîé ñòåïåíè d dimd(A) = dimd(G),
b) ∀c ∈ |G| ∃a ∈ |A| òàêîå, ÷òî dim(A, a) = dim(G, c),
c) äëÿ îòíîøåíèÿ R ⊆ |G| ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå Q ⊆ |A|

òàêîå, ÷òî DgSpA(Q) = DgSpG(R), ïðè÷åì åñëè R íàñëåä-
ñòâåííî Σ0

1, òîãäà Q òàêæå íàñëåäñòâåííî Σ0
1.

Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñû, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðà-
áîòå, ñâÿçàíû ñ ýôôåêòèâíîé áè-èíòåðïðåòèðóåìîñòüþ êëàññà ãðàôîâ
è ñèãíàòóðíî îáîãàùåííûõ áóëåâûõ àëãåáð. Ïîäðîáíåå îá ýôôåêòèâíîé
áè-èíòåðïðåòèðóåìîñòè ñì. â [20].

3 Êîäèðîâàíèå ãðàôà

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåä¼ì íàøó îñíîâíóþ êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþ-
ùóþ êîäèðîâàòü äàííûé ñ÷¼òíûé ãðàô â ñèãíàòóðíîå îáîãàùåíèå áóëå-
âîé àëãåáðû.
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3.1. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé àëãåáðû Bω2 ïîñðåäñòâîì äåðåâà.
×åðåç 0 è 1 îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû áóëåâîé
àëãåáðû Bω2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùåå äåðåâî ïîðîæäàåò àëãåáðó Bω2 :

D = {RnLmRk(0) | n ∈ {0, 1}, m, k ∈ N}. (4)

Ïîñòðîèì ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ϕ, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëå-
ìåíòó äåðåâà D íåêîòîðûé ïîëóîòêðûòûé èíòåðâàë â ïîðÿäêå ω2:

ϕ(RnLmRk(0)) =


{ω · k +m− 1}, åñëè n = 1, m ≥ 1,

[ω · k +m− 1, ω · (k + 1)), åñëè n = 0, m ≥ 1,

[ω · k, ω2), åñëè n = 0, m = 0.

(5)

Òîãäà ϕ(0) = 1, ò.å. ðàâíî íàèáîëüøåìó ýëåìåíòó àëãåáðû Bω2 .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ D \ {0} âåðíî óñëîâèå (2):

ϕ(x) ∨ ϕ(S(x)) = ϕ(H(x)) & ϕ(x) ∧ ϕ(S(x)) = 0.

Äëÿ ýëåìåíòà âèäà LmRk(0), ãäå m ≥ 1, âûïîëíåíî:

S(LmRk(0)) = RLm−1Rk(0), H(LmRk(0)) = Lm−1Rk(0).

Èç ôîðìóëû (5) î÷åâèäíî, ÷òî

ϕ(LmRk(0)) ∨ ϕ(RLm−1Rk(0)) = ϕ(Lm−1Rk(0)) &

ϕ(LmRk(0)) ∧ ϕ(RLm−1Rk(0)) = 0.

Äëÿ ýëåìåíòà âèäà RLmRk(0), ãäå m ≥ 1, âåðíî:

S(RLmRk(0)) = Lm+1Rk(0), H(RLmRk(0)) = LmRk(0).

Òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ(RLmRk(0)) ∨ ϕ(Lm+1Rk(0)) = ϕ(LmRk(0)) &

ϕ(RLmRk(0)) ∧ ϕ(Lm+1Rk(0)) = 0.

Äëÿ Rk(0), k > 0, äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà (2) äîñëîâíî ïîâòîðÿåò
ïðåäûäóùåå.
Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç Bω2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êîíå÷íûì îáú-

åäèíåíèåì ïîëóîòêðûòûõ èíòåðâàëîâ èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ
(ñì. ôîðìóëó (5)). Çíà÷èò, óñëîâèå (3) âåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, ïàðà 〈D,ϕ〉 ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïîðîæäàþùèì Bω2 .

3.2. Êîíñòðóêöèÿ äëÿ êîäèðîâàíèÿ ãðàôà. Ïðîèçâîëüíûé íåòðè-
âèàëüíûé èððåôëåêñèâíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ñ÷¼òíûé ãðàô G ñ íàòó-
ðàëüíûì ðÿäîì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà âåðøèí áóäåì êîäèðîâàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.
Ïî äåðåâó 〈D,ϕ〉 èç ôîðìóëû (4) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîñòðîèì âû-

÷èñëèìóþ èçîìîðôíóþ êîïèþ A áóëåâîé àëãåáðû Bω2 . Äëÿ óäîáñòâà
äàëåå áóäåì èíîãäà îòîæäåñòâëÿòü âåðøèíó x äåðåâà D ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ýëåìåíòîì ϕ(x) â áóëåâîé àëãåáðå A ∼= Bω2 .



HKSS�ÏÎËÍÎÒÀ ÁÓËÅÂÛÕ ÀËÃÅÁÐ Ñ ÏÎÄÀËÃÅÁÐÀÌÈ 151

Äëÿ íà÷àëà âûäåëèì ïîäìíîæåñòâîD0 = {L2Rk(0) | k ∈ N} âD, ïî÷òè
âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäóò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå âåðøèí ãðàôà.
Ïî D0 ïîðîäèì ïîäàëãåáðó P0 â àëãåáðå A. Îäíàêî, ÷òîáû â äàëü-

íåéøåì áûëî ¾ïðîùå¿ âûäåëÿòü àòîìû â P0, ïîñòðîèì ïîäàëãåáðó P1,
ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì D1 = {LRk(0) | k ∈ N} ∪ {RL(0)}.
Äîáàâèì â ñèãíàòóðó èñõîäíîé áóëåâîé àëãåáðû ΣBA ïðåäèêàòíûå

ñèìâîëû P0 è P1, ñîîòâåòñòâóþùèå îïèñàííûì âûøå ïîäàëãåáðàì, à òàê-
æå ïðåäèêàòíûé ñèìâîë Atom. Îáîçíà÷èì íîâóþ ñèãíàòóðó çà Σ+.
Ïîñòðîèì ôîðìóëû â Σ+ äëÿ îïèñàíèÿ âåðøèí ãðàôà:

ψDom(x) = P0(x) & ¬P1(x)& ∃y[P1(y) & (x < y) & Atom(y ∧ C(x))],

ψ¬Dom(x) = ¬P0(x) ∨ P1(x) ∨ ∃y[P0(y) & (y < x) & (y 6= 0)],

ψDom{A} = {a : A |= ψDom(a)},
ψ¬Dom{A} = {a : A |= ψ¬Dom(a)}.

Îòíîñèòåëüíî äàííûõ ôîðìóë ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. ψDom{A} = {L2Rk(0) | k ≥ 1}.
2. Ìíîæåñòâà X = ψDom{A} è Y = ψ¬Dom{A} îáðàçóþò ðàçáèå-

íèå |A|, ò.å. X ∪ Y = |A| è X ∩ Y = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýëåìåíò L2(0) ëåæèò â P0 è â P1 ïî ïîñòðîåíèþ,
ñëåäîâàòåëüíî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ψ¬Dom(L2(0)).
Ýëåìåíò âèäà L2Rk(0) ïðè k ≥ 1 íå ëåæèò â P1, òàê êàê ïîä ïîðîæ-

äàþùèìè LRk(0) (k ≥ 1) ïîäàëãåáðû P1 íåò äðóãèõ ïîðîæäàþùèõ (ïî
îïðåäåëåíèþ D1).
Ýëåìåíò LRk(0) ïðè k ≥ 1 ëåæèò âûøå L2Rk(0), à RLRk(0) � àòîì.

Çíà÷èò, L2Rk(0) óäîâëåòâîðÿåò ïîäôîðìóëå ñ êâàíòîðîì ∃ â ôîðìóëå
ψDom(x) è âñåé ôîðìóëå. Òî åñòü

ψDom{A} ⊇ {L2Rk(0) | k ≥ 1}.

Ïîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòà a ñïðàâåäëèâà ôîð-
ìóëà ψDom(a). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè a ñîñòîèò ëèáî èç êîíå÷íîãî
îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ âèäà Ri(0), RLRj(0), LRs(0) ïðè i, j ≥ 1, s ≥ 0 (è
êàæäûé âèä â îáúåäèíåíèè âñòðå÷àåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ i, j, s), ëèáî èç
êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ âèäà L2Rk(0) ïðè k ≥ 1. Ïî óñëîâèþ
a íå ëåæèò â ïîäàëãåáðå P1, íî ñóùåñòâóåò àòîì b àëãåáðû A, êîòîðûé
â îáúåäèíåíèè ñ a ëåæèò â P1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå a ∨ b = a, ÷òî íåâîçìîæíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå, åñëè

a ∨ b â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ñîäåðæèò L2Rk(0) (ãäå k ≥ 1), òî â
ïîäàëãåáðó P1 a∨ b íå ïîïàäåò, òàê êàê ýëåìåíòû ïîäàëãåáðû P1 ñîñòîÿò
èç êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ýëåìåíòîâ âèäà Ri(0), LRj(0), RL(0), L2(0) ïðè
i ≥ 1, j ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæåí òîëüêî îäèí âàðèàíò, êîãäà
a = L2Rk(0) è b = RLRk(0).
2) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ψ¬Dom(x) = ¬ψDom(x).
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Áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü ôîðìóëû ψ¬Dom(x) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì áåñ-
êâàíòîðíîé ÷àñòè ôîðìóëû ψDom(x).
Ïî ñìûñëó êâàíòîðíàÿ ÷àñòü ôîðìóëû ψDom(x) ãîâîðèò î òîì, ÷òî x

ÿâëÿåòñÿ àòîìîì ïîäàëãåáðû P0. Ïîäôîðìóëà

∃y[P0(y) & (y < x) & (y 6= 0)]

â ôîðìóëå ψ¬Dom(x) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. �

Ïðè íàïèñàíèè ôîðìóë áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñîêðàùåíèå:

(y, z | x) ⇔ y ∨ z = x & y ∧ z = 0 & y 6= 0 & z 6= 0.

Äëÿ êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè î ðåáðàõ (ãðàôà G) ôîðìóëüíî îïðå-
äåëèì êîíñòàíòó c = L(0):

x = c⇔ P1(x) & ∃y∃z[y, z | x & Atom(z) & P1(z) & P0(y)],

x 6= c⇔ P0(x) ∨ ¬P1(x) ∨ Atom(x) ∨
∃y∃z[y, z | x & ((P1(y)& P1(z)& ¬Atom(y)& ¬Atom(z)) ∨

(ψDom(y)) ∨ (P1(y)& ¬P0(y)))].

Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà c îïðåäåëèìà â ïîñòðîåííîé ñòðóêòóðå
(A, P0, P1, Atom) ïîñðåäñòâîì êàê ýêçèñòåíöèàëüíîé, òàê è óíèâåðñàëü-
íîé ôîðìóëû.
Íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ðåáðà â ãðàôå çàäàäèì ÷åðåç ïîäàëãåáðó. Äëÿ

ýòîãî ïîñòðîèì ïî øàãàì âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî V2 ⊆ |A|.
Ïî êàæäîìó ÷èñëó m ∈ N çàäàäèì ìíîæåñòâî

Rm = {RLnRm+1(0) | n ≥ 2}.

Äëÿ m < k íà øàãå êîíñòðóêöèè 〈m, k〉 íàõîäèì â êàæäîì èç ìíîæåñòâ
Rm è Rk åù¼ íå èñïîëüçîâàííûé â êîíñòðóêöèè (íàèìåíüøèé îòíîñè-
òåëüíî ≤N) àòîì.
Åñëè â ãðàôå G åñòü ðåáðî (m, k), òî â V2 äîáàâëÿåì îáúåäèíåíèå

ýòèõ äâóõ àòîìîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàõîäèì íå èñïîëüçîâàííûé íà
ïðåäûäóùèõ øàãàõ àòîì a, ëåæàùèé ïîä c è íå ëåæàùèé â ïîäàëãåáðå
P1, è äîáàâëÿåì â V2 îáúåäèíåíèå òðåõ íàéäåííûõ àòîìîâ.
Ïîëó÷åííûì ìíîæåñòâîì V2 ïîðîæäàåì ïîäàëãåáðó P2 â àëãåáðå A.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ãðàôå G ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð âåð-
øèí i 6= j, ìåæäó êîòîðûìè íåò ðåáðà, òî êàæäûé ýëåìåíò z ∈ A,
òàêîé ÷òî Atom(z)&(z < c), ëåæèò ïîä íåêîòîðûì àòîìîì ïîäàëãåá-
ðû P2.

Èòàê, ïî çàäàííîìó ãðàôó G = 〈N, E〉 ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðóêòóðó BG
â ñèãíàòóðå ΣG = Σ+ ∪ {P2}. Îòìåòèì, ÷òî îáåäíåíèå BG äî ñèãíàòóðû
Σ+ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé ñòðóêòóðîé, ïîñòðîåíèå êîòîðîé íå çàâèñèò îò
âûáîðà ãðàôà G.
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Íàëè÷èå/îòñóòñòâèå ðåáðà âûðàçèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψEdge(x, y) = ψDom(x) & ψDom(y) &

∃z[P2(z) & z < (x ∨ y) & Atom(z ∧ x) & Atom(z ∧ y)],

ψ¬Edge(x, y) = ψ¬Dom(x) ∨ ψ¬Dom(y)∨
∃z[P2(z) & z < (x∨ y ∨ c) & Atom(z ∧ x) & Atom(z ∧ y) & Atom(z ∧ c)].

Ëåììà 2. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ìíîæåñòâî ψEdge{BG} ðàâíî
{(L2Rk(0), L2Rm(0)) | k,m ≥ 1, G |= E(k − 1,m− 1)}.

2. Ìíîæåñòâà ψEdge{BG} è ψ¬Edge{BG} îáðàçóþò ðàçáèåíèå äëÿ
|A|2 \ {(a, a) ∈ |A|2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ëåììå 1 è ïîñòðîåíèþ ïîäàëãåáðû P2 âêëþ÷åíèå
ñïðàâà íàëåâî î÷åâèäíî.
Óñòàíîâèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïî òîé æå ëåììå x = L2Rk(0) è

y = L2Rm(0) äëÿ k,m ≥ 1. Ïîäôîðìóëà

∃z[P2(z) & z < (x ∨ y) & Atom(z ∧ x) & Atom(z ∧ y)]

â ôîðìóëå ψEdge(x, y) ãîâîðèò î òîì, ÷òî z ðàâåí îáúåäèíåíèþ äâóõ àòî-

ìîâ àëãåáðû A, ëåæàùèõ ïîä L2Rk(0) è L2Rm(0).
Ïóñòü k < m. ÅñëèG |= ¬E(k−1,m−1), òî íà øàãå 〈k,m〉 â ïîäàëãåáðó

P2 ïîïàë áû ýëåìåíò z, ðàâíûé îáúåäèíåíèþ òðåõ àòîìîâ àëãåáðû A, à
íå äâóõ.
2) Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô G íå èìååò ïåòåëü, è â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà

V2 ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ïàðû ðàçëè÷íûõ âåðøèí. Èç ýòèõ ôàêòîâ
íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ψ¬Edge(x, y) = ¬ψEdge(x, y). �

4 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îáîçíà÷èì êëàññ áóëåâûõ àëãåáð ñ òðåìÿ âûäåëåííûìè ïîäàëãåáðàìè
è âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì àòîìîâ ÷åðåç K3.

Òåîðåìà 6. Êëàññ K3 HKSS-ïîëíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàçäåëå 2 îáñóæäàëàñü èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ íåêî-
òîðûõ êëàññîâ ñòðóêòóð: äîñòàòî÷íî íóæíûì îáðàçîì çàêîäèðîâàòü íåò-
ðèâèàëüíûé ñ÷åòíûé ñèììåòðè÷íûé èððåôëåêñèâíûé ãðàô. Â ðàçäåëå 3
ïðåäñòàâëåíî, êàê ìîæíî ïðîâåñòè ýòó ïðîöåäóðó. Èíûìè ñëîâàìè, ïî-
ñòðîåíî îòîáðàæåíèå ΨG, äåéñòâóþùåå èç ìíîæåñòâà êîïèé G â ìíîæå-
ñòâî êîïèé BG èç òåîðåìû 5. Êàæäîìó ãðàôó H ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ñòðóêòóðà BH .
Ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû 5.
1) Ïî ïîñòðîåíèþ â ðàçäåëå 3 ñòðóêòóðà BH deg(H)-âû÷èñëèìà.
Â êà÷åñòâå îòíîøåíèé ïîëîæèì:

D(x) = ψDom(x), R(x, y) = ψEdge(x, y).
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Èç ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ψDom(x), ψEdge(x, y) ÿñíî, ÷òî îòíîøåíèÿ D(x) è
R(x, y) èíâàðèàíòíû è îòíîñèòåëüíî íàñëåäñòâåííî âû÷èñëèìû.
Ïî ëåììå 1, èìååì

ψDom{BH} = {L2Rj+1(0) | j ∈ ω}.

Äëÿ óäîáñòâà äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ej = L2Rj+1(0) äëÿ j ∈ ω.
2) Çàäàäèì fH : {ej | j ∈ ω} → |H|, ïîëîæèâ fH(ej) = j. Ýòî âû÷èñ-

ëèìàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîñêîëüêó âåðøèíó ãðàôà j îòîáðàæàëè â L2Rj+1(0) è ôóíêöèè L è

R èíúåêòèâíûå, òî fH � áèåêöèÿ. Ïðè÷åì R(ei, ej)⇔ E(i, j).
3) Ðàññìîòðèì òåïåðü áèåêöèþ f : D(BG)→ D(BG), òàêóþ ÷òî

R(x, y)⇔ R(f(x), f(y)). Çàäàäèì áèåêöèþ íà N: h(j) = i åñëè f(ej) = ei.
Ïîñêîëüêó ãðàô íåòðèâèàëüíûé, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå 1 èç ðàç-

äåëà 3.
Â òàêîì ñëó÷àå èç ëåììû 2 è óñëîâèÿ R(x, y)⇔ R(f(x), f(y)) ñëåäóåò,

÷òî åñòü áèåêöèÿ íà àòîìàõ, ëåæàùèõ ïîä c è íå ëåæàùèõ â ïîäàëãåá-
ðå P1, à òàêæå åñòü áèåêöèÿ íà àòîìàõ, ëåæàùèõ ïîä ýëåìåíòàìè èç
ìíîæåñòâà D(BG). Îáúåäèíèì òàêèå áèåêöèè â îäíó áèåêöèþ f̂ .

Ïîëîæèì f̂(L2(0)) = L2(0) è f̂(RL(0)) = RL(0).

Äîîïðåäåëèì f̂ íà àòîìàõ âèäà RLRj(0), ãäå j ≥ 1:

f̂(RLRj(0)) = RLRh(j)(0).

Àâòîìîðôèçì ñ÷åòíîé áóëåâîé àëãåáðû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâî-
èì äåéñòâèåì íà àòîìàõ è áåçàòîìíûõ ýëåìåíòàõ (ñì. ãëàâó 3 â [11]).

Ïîýòîìó f̂ îïðåäåëåí ñâîèì äåéñòâèåì íà àòîìàõ ñ÷åòíîé àòîìíîé áóëå-
âîé àëãåáðû.
4) Êàæäûé ýëåìåíò x 6∈ {0,1} èç BH ñ òî÷íîñòüþ äî êàíîíè÷åñêîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷-
íîãî îáúåäèíåíèÿ:

x = x0 ∨ x1 ∨ · · · ∨ xn,

ãäå xi 6= 0, xi ∧ xk = 0 ïðè i 6= k è ïðè ýòîì êàæäûé xi óäîâëåòâîðÿåò â
òî÷íîñòè îäíîìó èç ñëåäóþùèõ äåâÿòè óñëîâèé:

(a) Ýëåìåíò xi � ýòî êîíñòàíòà c. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò
xi = L(0).

(b) Ýëåìåíò xi � ýòî àòîì àëãåáðû BH , êîòîðûé ëåæèò ïîä c. Ýòîò
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò xi = RLn(0) äëÿ n ≥ 1.

(c) Ýëåìåíò xi ëåæèò ñòðîãî ïîä c è ïðè ýòîì c∧C(xi) åñòü êîíå÷íàÿ
ñóììà àòîìîâ àëãåáðû BH . Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò xi = Ln(0)
äëÿ n ≥ 2.

(d) Ýëåìåíò xi � ýòî àòîì àëãåáðû BH , êîòîðûé ëåæèò ïîä íåêîòî-
ðûì àòîìîì ej ïîäàëãåáðû P0. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò
xi = RLnRj+1(0) äëÿ n ≥ 2.
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(e) Ýëåìåíò xi � ýòî àòîì àëãåáðû BH , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
àòîì ej ïîäàëãåáðû P0, òàêîé ÷òî ýëåìåíò xi ∨ ej åñòü àòîì â
ïîäàëãåáðå P1. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò xi = RLRj+1(0).

(f) Ýëåìåíò xi � ýòî ýëåìåíò àëãåáðû BH , òàêîé ÷òî xi < ej è ïðè
ýòîì ej ∧ C(x) åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà àòîìîâ àëãåáðû BH . Ýòîò
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò xi = LnRj+1(0) äëÿ n ≥ 3.

(g) Ýëåìåíò xi � ýòî àòîì ïîäàëãåáðû P1, íå ðàâíûé c è íå ëåæàùèé
ïîä íèì. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò xi = LRj+1(0).

(h) Ýëåìåíò C(xi) åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà àòîìîâ ïîäàëãåáðû P1. Ýòîò
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò xi = Rj+1(0).

(i) Ýëåìåíò xi � ýòî ýëåìåíò ej .

Äëÿ ñëó÷àÿ (a) ∃-ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ ýëåìåíò xi, óæå ïîñòðîåíà
â ðàçäåëå 3.
Â ñëó÷àå (b) èç ñâîéñòâ êîíñòðóêöèè âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì

ñëó÷àå íàéäóòñÿ àòîì y ïîäàëãåáðû P2, è ýëåìåíòû ej , ek, ãäå j 6= k,
òàêèå ÷òî ýëåìåíòû y ∧ C(xi) ∧ ej è y ∧ C(xi) ∧ ek åñòü àòîìû àëãåáðû
BH . Ýëåìåíò xi � ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç BH , óäîâëåòâîðÿþùèé
ñëåäóþùåé ∃-ôîðìóëå:

θB1(x, ej , ek, c) = Atom(x) & (x < c) &

∃y[P2(y) & x < y & Atom(y ∧ C(x) ∧ ej) & Atom(y ∧ C(x) ∧ ek)&

y ∧ C(x) < ej ∨ ek].

Âî âòîðîì ñëó÷àå ýëåìåíò x ëåæèò â ïîäàëãåáðå P1:

θB2(x, c) = Atom(x) & (x < c) & P1(x).

Â ñëó÷àå (c) íàõîäèì àòîìû a0, a1, . . . , ak àëãåáðû BH , äëÿ êîòîðûõ
âåðíî al 6= am ïðè l 6= m, xi ∧ am = 0 è

c = xi ∨ a0 ∨ a1 ∨ · · · ∨ ak.
Äëÿ êàæäîãî àòîìà al ôèêñèðóåì ôîðìóëó θB(x, ejl , esl , c). Òîãäà xi �

ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé ∃-ôîðìóëå:

θC(x, ē, c) = ∃y0∃y1 . . . ∃yk
[ ∧
l≤k

(θB(yl, ejl , esl , c) & yl ∧ x = 0) &

(x ∨ y0 ∨ y1 ∨ · · · ∨ yk = c))
]
.

Â ñëó÷àå (d) îáúåäèíåíèå xi ñ äðóãèìè àòîìàìè � ïîðîæäàþùèé ýëå-
ìåíò P2. Â òàêîì ñëó÷àå íàéä¼òñÿ àòîì y ïîäàëãåáðû P2, òàêîé ÷òî ýëå-
ìåíò y∧C(xi) åñòü àòîì àëãåáðû BH èëè äâóõàòîìíûé ýëåìåíò àëãåáðû
BH , ëåæàùèé ïîä íåêîòîðûì ek ∨ c è òîëüêî ïîä íèì. Ýëåìåíò xi � ýòî
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç BH , óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåé ∃-ôîðìóëå:

θD(x, ej , ek, c) = Atom(x) & (x < ej) & ∃y[P2(y) & x < y &

((Atom(y ∧ C(x)) & (y ∧ C(x) < ek)) ∨ (Atom(y ∧ C(x) ∧ ek) &

Atom(y ∧ C(x) ∧ c))& y ∧ C(x) < ek ∨ c)].



156 Â.Ñ. ÈÑÀÊÎÂ

Â ñëó÷àå (e) íàõîäèì ej , òàêîé ÷òî ej ∨ xi åñòü àòîì â ïîäàëãåáðå
P1. Ýëåìåíò xi � ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç BH , óäîâëåòâîðÿþùèé
áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå:

θE(x, ej) = Atom(x) & (x ∧ ej = 0) & P1(x ∨ ej) & ¬P1(x).

Â ñëó÷àå (f) íàõîäèì àòîìû a0, a1, . . . , ak àëãåáðû BH , äëÿ êîòîðûõ
âåðíî al 6= am ïðè l 6= m, xi ∧ am = 0 è

ej = xi ∨ a0 ∨ a1 ∨ · · · ∨ ak.

Äëÿ êàæäîãî àòîìà al ôèêñèðóåì ôîðìóëó θD(x, ej , ekl , c), ïîëó÷åííóþ
â ñëó÷àå (d). Òîãäà xi � ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé
∃-ôîðìóëå:

θF (x, ej , ē, c) = ∃y0∃y1 . . . ∃yk
[ ∧
l≤k

(θD(yl, ej , ekl , c) & yl ∧ x = 0) &

(x ∨ y0 ∨ y1 ∨ · · · ∨ yk = ej))
]
.

Â ñëó÷àå (g) íàõîäèì ej < xi òàêîé, ÷òî xi ∧ C(ej) åñòü àòîì àëãåáðû
BH . Ýëåìåíò xi � ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç BH , óäîâëåòâîðÿþùèé
áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå:

θG(x, ej) = P1(x) & (ej < x) & Atom(x ∧ C(ej)).

Â ñëó÷àå (h) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî íàéòè àòîìû a0, a1, . . . , ak
â ïîäàëãåáðå P1, äëÿ êîòîðûõ âåðíî a0 = c, al 6= am ïðè l 6= m, xi∧am = 0
è

xi ∨ a0 ∨ a1 ∨ · · · ∨ ak = 1.

Ýëåìåíò xi � ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, óäîâëåòâîðÿþùèé ∃-ôîðìóëå:

θH(x, ē, c) = ∃y0∃y1 . . . ∃yk
[
y0 = c & y0 ∧ x = 0∧

1≤l≤k
(θG(yl, el) & yl ∧ x = 0) & (x ∨ y0 ∨ y1 ∨ · · · ∨ yk = 1)

]
.

Â ñëó÷àå (i) èñïîëüçóåì ôîðìóëó x = ej .
Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x 6∈ {0,1} íàéäóò-

ñÿ ýëåìåíòû èç ñëó÷àåâ (a)�(i), çàäàþùèå êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
x. Òàêîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ ∃-ôîðìóëîé îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ òè-
ïà (a)�(i), êàæäûé èç êîòîðûõ òàêæå çàïèñûâàåòñÿ ∃-ôîðìóëîé îòíîñè-
òåëüíî ē, 0 è 1. Ýëåìåíò x � ýòî åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, êîòîðûé óäî-
âëåòâîðÿåò òàêîé ôîðìóëå, ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
x òîëüêî îäíî.
Äëÿ 0,1 îïðåäåëèì ôîðìóëû x = 0, x = 1.
Ïî òåîðåìå 5 çàêëþ÷àåì, ÷òî êëàññ K3 HKSS�ïîëíûé. Òåîðåìà 6

äîêàçàíà. �
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5 Ñëåäñòâèÿ

Òàê êàê ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ãðàôû ëþáîé êîíå÷íîé ðàçìåðíî-
ñòè, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ìîäåëè è â êëàññå K3.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ áóëåâà àë-
ãåáðà ñ âûäåëåííûìè ïîäàëãåáðàìè è âûäåëåííûì ìíîæåñòâîì àòîìîâ,
èìåþùàÿ âû÷èñëèìóþ ðàçìåðíîñòü n.

Òåîðåìû 1�4 ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ êëàññà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.
Èç îïðåäåëåíèÿHKSS�ïîëíîòû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãîHKSS�ïîëíîãî
êëàññà ñïðàâåäëèâû âûøåóïîìÿíóòûå ñâîéñòâà.

Ñëåäñòâèå 3. Òåîðåìû 1�4 ñïðàâåäëèâû äëÿ êëàññà K3.
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