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Abstract. A coloring of vertices of a given graph is called perfect if
the color structure of each sphere of radius 1 in the graph depends only
on the color of the sphere center. The crossed prism graph is a graph
obtained by taking two disjoint in�nite cycles (the vertices of the upper
cycle are even integers, and the vertices of the lower cycle are odd ones)
and adding edges (i, i+3) for i = 4p and (i, i− 1) for i = 4p+2 (p ∈ Z).
A complete description of perfect colorings with an arbitrary number of
colors is obtained for crossed prism graph. It is proved that all its perfect
colorings are exhausted by disjunctive ones, except for six sporadic cases.

Keywords: crossed prism graph, perfect coloring, disjunctive perfect
coloring.

Ââåäåíèå

Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G â öâåòà I = {1, 2, . . . , k} íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé
ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ M = (mij), åñëè ÷èñëî âåðøèí öâåòà j â 1-îêðåñòíîñòè
âåðøèíû öâåòà i íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäíåé è ðàâíî mij . Çàìåòèì, ÷òî
M ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà k. Ìóëüòèìíîæåñòâî öâåòîâ îêðó-
æåíèÿ âåðøèíû öâåòà i â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå ϕ íàçîâåì ïàëèòðîé öâåòà i
è îáîçíà÷èì Pϕ(i).

Ãðàô ñêðåùåííîé ïðèçìû CP∞ � ýòî ãðàô, ïîëó÷åííûé èç äâóõ íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ öåïåé (âåðøèíû âåðõíåé öåïè � ÷åòíûå ÷èñëà, à âåðøèíû
íèæíåé öåïè � íå÷åòíûå) äîáàâëåíèåì ðåáåð (i, i+3) äëÿ i = 4p è (i, i− 1) äëÿ
i = 4p+ 2 (p ∈ Z) (ñì. ðèñ. 1).

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞ â ïðîèçâîëüíîå
êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ.

Ðèñ. 1. Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ñêðåùåííîé ïðèçìû
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graph.
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Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñêàõ òðàíçèòèâíûõ êóáè÷åñêèõ
ãðàôîâ ïîëó÷åíû â [1]. Â ðàáîòå ïåðå÷èñëåíû âñå äîïóñòèìûå ïàðàìåòðû ñî-
âåðøåííûõ 2-ðàñêðàñîê øåñòè áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ: êîíå÷íûõ ïðèçì, ëåñòíèö
Ìåáèóñà, ñêðåùåííûõ ïðèçì, õîðäàëüíûõ öèêëîâ, îáîáùåííûõ ãðàôîâ Ïåòåð-
ñåíà, óñå÷åííûõ ãðàôîâ. Áåñêîíå÷íîé öåïüþ C∞ íàçûâàåòñÿ ãðàô, ìíîæåñòâî
âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë, äâå âåðøèíû u è v
ñìåæíû, åñëè |u− v| = 1. Ãðàô ïðèçìû P∞ ðàâåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ C∞
íà ðåáðî. Â [2] îïèñàíû âñå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ
äëÿ ãðàôîâ áåñêîíå÷íîé öåïè C∞ è ïðèçìû P∞.

Ãðàô ñêðåùåííîé ïðèçìû òàêæå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ öåïü â êà÷åñòâå ïîä-
ãðàôà. Áëèçêèìè â ýòîì ñìûñëå ê íåìó ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå öèðêóëÿíòíûå
ãðàôû è G-êðàòíûå áåñêîíå÷íûå öåïè.

Ïåðâûå ðàáîòû î ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñêàõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ïðèíàä-

ëåæàò Ä. Á. Õîðîøèëîâîé [3, 4]. Ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè ãðàôîâ C∞(ñ)
def
=

C∞(1, 2, . . . , n) è C∞(1, 3, . . . , 2n− 1) ïîëó÷åíû â [5] è [6] ñîîòâåòñòâåííî. Â [7]
îïèñàíû ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè äëÿ ãðàôà C∞(1, 2) è ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷-
íîãî k.

Â [8] âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôîâ C∞(ñ) â
ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ èñ÷åðïûâàþòñÿ îðáèòíûìè ñåðèÿìè è ñîâåð-
øåííûìè ðàñêðàñêàìè ñ ïåðèîäàìè 2n, 2n+ 1 è 2n+ 2. Â ðàáîòå [9] ïîëó÷åíî
ìíîæåñòâî ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôîâ C∞(ñ) äëÿ n = 3m+1 ñ ïåðèîäàìè
äëèíû 4n+ 2, îïðîâåðãàþùåå ãèïîòåçó.

Âñå ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè ãðàôà C∞(ñ) äëÿ k ≥ 3n + 3 ïåðå÷èñëåíû
â [10]. Çàìåòèì, ÷òî îíè â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ñîâåðøåííûìè ðàñêðàñêàìè
áåñêîíå÷íîé öåïè â k öâåòîâ.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíûé òðàíçèòèâíûé ãðàô. Âñòàâèì êîïèþ ãðàôà G âìå-
ñòî êàæäîé âåðøèíû áåñêîíå÷íîé öåïè, äîáàâèì ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå ëþáûå
äâå âåðøèíû èç ñîñåäíèõ êîïèé. Ïîëó÷åííûé ãðàô íàçîâåì G-êðàòíîé áåñêî-
íå÷íîé öåïüþ è îáîçíà÷èì C∞ ·G. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ãðàô ÿâëÿåòñÿ
â òî÷íîñòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì ãðàôîâ C∞ íà G (ñì., íàïðè-
ìåð, [11]).

Äàëåå âñþäó n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â [12] áûëè îïèñàíû ñîâåðøåííûå k-
ðàñêðàñêè ïðîèçâåäåíèé C∞ · Kn è C∞ · Kn äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî k, ãäå Kn

è Kn � ïóñòîé è ïîëíûé ãðàôû íà n âåðøèíàõ ñîîòâåòñòâåííî. À â [13] âñå
òàêèå ðàñêðàñêè ïîëó÷åíû äëÿ C∞ ·Mn, ãäå Mn � ãðàô ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 2n
âåðøèíàõ.

1. Äèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ñêðåùåííîé ïðèçìû

Äëÿ îïèñàíèÿ êîíñòðóêöèè íà ãðàôå CP∞, êîòîðîé ïîñâÿùåí ýòîò ïàðà-
ãðàô, íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûå ïîíÿòèÿ.

Ïàðà âåðøèí îäíîé äîëè â 4-öèêëå ñêðåùåííîé ïðèçìû îáðàçóåò áëîê. Äâà
ñîñåäíèõ áëîêà, íå ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó 4-öèêëó, íàçîâåì êîìïëåêñîì. Îïðå-
äåëåííûå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà âåðøèí ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñóíêå 2.

Ãðàô, ïîëó÷åííûé èç CP∞ îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèí â êàæäîì áëîêå è
óìåíüøåíèåì êðàòíîñòè ðåáåð â äâà ðàçà, íàçîâåì fetters-like-ãðàôîì è îáîçíà-
÷èì F∞ (ñì. ðèñ. 3). Óêàçàííîå îòîæäåñòâëåíèå çàäàåò åñòåñòâåííîå íàêðûòèå
ãðàôà F∞ ãðàôîì ñêðåùåííîé ïðèçìû. Ðåáðî fetters-like-ãðàôà, êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ îáðàçîì êîìïëåêñà ïðè òàêîì íàêðûòèè, íàçîâåì ïðîìåæóòî÷íûì.
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Ðèñ. 2. 4-öèêë, áëîê è êîìïëåêñ ñêðåùåííîé ïðèçìû

Ðèñ. 3. Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå fetters-like ãðàôà

Íàïîìíèì, ÷òî k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè èçâåñòíà ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ
ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè è öâåòà ïàðû ñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà F∞, ëåãêî ïðî-
äîëæèòü ðàñêðàñêó íà ñîñåäíèå âåðøèíû è ò.ä. Ò.ê. ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðà-
ñîê äâóõ âåðøèí â k öâåòîâ êîíå÷íî äëÿ çàäàííîãî k, òî âñÿêàÿ ñîâåðøåííàÿ
ðàñêðàñêà ýòîãî ãðàôà ïåðèîäè÷íà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ñîâåðøåí-
íîé ðàñêðàñêè fetters-like ãðàôà äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå íàèìåíüøèé ïåðèîä.
Çàïèñûâàòü òàêîé ïåðèîä áóäåì çàêëþ÷åííîé â êâàäðàòíûå ñêîáêè ñòðîêîé,
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êîòîðîé ðàâíî äëèíå ïåðèîäà.

Äâå ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞ áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìîæíî óêà-
çàòü àâòîìîðôèçì ãðàôà è ïåðåñòàíîâêó öâåòîâ òàê, ÷òîáû ïåðâóþ åãî ðàñ-
êðàñêó ïåðåâåñòè âî âòîðóþ. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ ãðàôà CP∞ íàñûùåíà ïàðíûìè òðàíñïîçèöèÿìè, êîòîðûå ìåíÿþò ìåñòàìè
âåðõíèå è íèæíèå âåðøèíû â áëîêàõ èç îäíîãî êîìïëåêñà. Ýòîò ôàêò òðåáó-
åò îñîáîé àêêóðàòíîñòè ïðè âûáîðå êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ
ýêâèâàëåíòíîñòè ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê èññëåäóåìîãî ãðàôà.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ëèíåéíîì ïîðÿäêå íà ìíîæåñòâå öâåòîâ ðàñêðàñêó âåð-
øèí êîìïëåêñà áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííîé, åñëè öâåò âåðõíåé âåðøèíû ëå-
âîãî áëîêà â êîìïëåêñå íå ïðåâîñõîäèò öâåòà åãî íèæíåé âåðøèíû. Äàëåå ïðè-
âåäåì âñå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ê âèäó, êîãäà âñå åå êîìïëåêñû îêðàøåíû
ìîíîòîííûì îáðàçîì. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà ïåðèîäè÷íà.
Åå ïåðèîä áóäåì çàïèñûâàòü òàáëèöåé ðàçìåðà 2 × l â êðóãëûõ ñêîáêàõ (l �
äëèíà ïåðèîäà), ãäå ïåðâûé ñòîëáåö � ýòî ðàñêðàñêà ëåâîãî áëîêà íåêîòîðîãî
êîìïëåêñà.

Âñÿêîìó ïåðèîäó

(
c11 c12 . . . c1l
c21 c22 . . . c2l

)
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

äëèíû 2l âèäà: (c11, c21, c12, c22, . . . , c1l, c2l). Íàçîâåì åãî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì. Ðàññìîòðèì ðàçìåòêó ìíîæåñòâà öâåòîâ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè
1, 2, . . . , k. Êàíîíè÷åñêîé â ñâîåì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ñî-
âåðøåííóþ ðàñêðàñêó, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð êîòîðîé ëåêñèêîãðàôè÷å-
ñêè ìèíèìàëåí ñðåäè âñåõ òàêèõ ðàçìåòîê, à òàêæå ñðåäè öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ
ïåðèîäà.

Ðàñêðàñêó ñêðåùåííîé ïðèçìû íàçîâåì äèçúþíêòíîé, åñëè öâåòîâûå ñîñòà-
âû áëîêîâ â íåé ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Ðåøàÿ çàäà÷ó õàðàê-
òåðèçàöèè ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê áåñêîíå÷íîãî ãðàôà, óäàåòñÿ, êàê ïðàâèëî,
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âûäåëèòü îäíó èëè íåñêîëüêî ñåðèé ñòàíäàðòíûõ ðàñêðàñîê, çà ðàìêàìè êîòî-
ðûõ ìîæåò îñòàòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñïîðàäè÷åñêèõ ñëó÷àåâ. Äàëåå áóäåò
äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãðàôà CP∞ òàêîé ñåðèåé ÿâëÿþòñÿ äèçúþíêòíûå ñîâåðøåí-
íûå ðàñêðàñêè.

Äëÿ âñÿêîé äèçúþíêòíîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ñêðåùåííîé ïðèçìû ïî-
ñòðîèì ðåäóöèðîâàííóþ ðàñêðàñêó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó âàðèàíòó
îêðàøèâàíèÿ áëîêà â íåé íàçíà÷èì íåêîòîðûé äîïîëíèòåëüíûé öâåò òàê, ÷òî-
áû ðàçëè÷íûì ðàñêðàñêàì áëîêîâ ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå öâåòà. Ïåðåêðà-
ñèì âåðøèíû áëîêîâ â ñîîòâåòñòâóþùèå èì äîïîëíèòåëüíûå öâåòà.

Âåðøèíû îäíîãî áëîêà â ðåäóöèðîâàííîé ðàñêðàñêå ñêðåùåííîé ïðèçìû
ñîöâåòíû ïî ïîñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ðåäóöèðîâàííûå ðàñêðàñêè ãðàôà
CP∞ ÿâëÿþòñÿ áëî÷íîìîíîõðîìíûìè. Äëÿ íèõ âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ðåäóöèðîâàííûå ðàñêðàñêè ñêðåùåííîé ïðèçìû ÿâëÿþòñÿ ñîâåð-
øåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì äâå ñîöâåòíûå âåðøèíû ðåäóöèðîâàííîé ðàñêðàñ-
êè ãðàôà CP∞. Åñëè îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó áëîêó, òî öâåòîâîé ñîñòàâ èõ
îêðóæåíèÿ ñîâïàäàåò, òàê êàê ðåäóöèðîâàííàÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ áëî÷íîìî-
íîõðîìíîé.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýòè âåðøèíû èç ðàçíûõ áëîêîâ � B1 è B2. Â äèçú-
þíêòíîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå áëîêè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â îäíèõ 4-öèêëàõ
ñ B1 è B2 îêðàøåíû îäèíàêîâî. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
áëîêîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â îäíèõ ñ íèìè êîìïëåêñàõ. Çíà÷èò, â ðåäóöèðî-
âàííîé ðàñêðàñêå öâåòà ñîñåäåé B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
öâåòîâûå ñîñòàâû 1-îêðåñòíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ ñîöâåòíûõ âåðøèí òàêæå
ñîâïàäàþò. □

Òàê êàê ðåäóöèðîâàííûå ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞ ÿâëÿþòñÿ áëî÷íîìîíîõðîì-
íûìè, òî îíè íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâåðøåííûìè
ðàñêðàñêàìè fetters-like-ãðàôà.

Ïîñëåäíèå îïèñàíû â ëåììå 2.

Ëåììà 2. Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà F∞ â k öâåòîâ èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëå-
äóþùèì ñïèñêîì:

1. öèêëè÷åñêèå ðàñêðàñêè:
S(k) = [0 1 2 . . . k−2 k−1] ïðè ÷åòíûõ k;
2. çåðêàëüíûå ðàñêðàñêè:
S22(k) = [k−1 k−2 . . . 1 0 0 1 . . . k−2 k−1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå óæå îòìå÷åíî, ÷òî ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè fetters-like-
ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Ðàññìîòðèì åãî ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ϕ.
Çàìåòèì, ÷òî ϕ ëåãêî âîññòàíîâèòü, çíàÿ åå ïàðàìåòðû è ðàñêðàñêó ëþáûõ
äâóõ ñìåæíûõ âåðøèí.

Åñëè äëÿ êàæäîãî öâåòà a îêðóæåíèå âåðøèíû ýòîãî öâåòà â ϕ èìååò îäè-
íàêîâûé ïîðÿäîê öâåòîâ, òî ïåðèîä òàêîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè èìååò âèä
S(k) = [0 1 2 . . . k−2 k−1], ãäå k � ÷åòíîå (ò.ê. ãðàô ñîäåðæèò êðàòíûå ðåáðà).

Ïóñòü íàéäåòñÿ öâåò a∗ òàêîé, ÷òî äâå âåðøèíû ýòîãî öâåòà èìåþò ðàçëè÷-
íûé ïîðÿäîê öâåòîâ îêðóæåíèÿ â ðàñêðàñêå ϕ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïîðÿ-
äîê öâåòîâ îòíîñèòåëüíî äâóêðàòíîãî ðåáðà äîëæåí áûòü îäèíàêîâûé. Çíàÿ
ïàðàìåòðû ϕ ëåãêî ïðîäîëæèòü ðàñêðàñêó ýòèõ ôðàãìåíòîâ ïî íàïðàâëåíèþ
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äðóã ê äðóãó. Òàêîå ïðîäîëæåíèå áóäåò ñèììåòðè÷íûì è îäíîçíà÷íî âîññòà-
íàâëèâàåòñÿ äî ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ñ ïåðèîäîì S22(k) = [k−1 k−2 . . .
1 0 0 1 . . . k−2 k−1]. □

Ñëåäñòâèå 1. Öâåòîâûå ñîñòàâû êîíöîâ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåáåð â ñîâåðøåí-
íîé ðàñêðàñêå ãðàôà F∞ ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Âñÿêàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ðàñêðàñêà ñêðåùåííîé ïðèçìû ïîëó÷àåòñÿ äâóêðàò-
íûì âîñïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè fetters-like-ãðàôà �
íà âåðõíåé è íà íèæíåé áåñêîíå÷íîé öåïè. ×òîáû îïèñàòü âñå äèçúþíêòíûå
ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞, íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü âñå ñîâåðøåííûå
ðàñùåïëåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ. Çàìåòèì, ÷òî äâà áëîêà èç îäíîãî êîìïëåêñà
íå ìîãóò ðàñùåïèòüñÿ íåçàâèñèìî, òàê êàê âåðøèíû îäíîãî áëîêà ïðèíàäëå-
æàò 1-îêðåñòíîñòè äðóãîãî. Ðàñêðàñêó êîìïëåêñà íàçîâåì äîïóñòèìîé, åñëè
ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà CP∞, ÷àñòüþ êîòîðîé îíà ÿâëÿåòñÿ.
Â ñëåäóþùåé ëåììå ïåðå÷èñëåíû âñå äîïóñòèìûå ðàñêðàñêè êîìïëåêñîâ.

Ëåììà 3. Äîïóñòèìûå ðàñêðàñêè êîìïëåêñîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷å-
íèÿ öâåòîâ èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì (a, b, c è d ðàçëè÷íûå):(

a a
a a

)
,

(
a b
a b

)
,

(
a a
b b

)
,

(
a b
b a

)
,

(
a c
b a

)
,

(
a c
b d

)
.

Ðèñ. 4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó âåðøèí îäíîãî áëîêà äâà èç òðåõ ñîñåäåé ñîâïàäàþò, à
íåñîâïàäàþùèå ïðèíàäëåæàò ñîñåäíåìó áëîêó â ýòîì êîìïëåêñå. Çíà÷èò, äâà
áëîêà â îäíîì îêðàøåííîì äîïóñòèìûì îáðàçîì êîìïëåêñå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðå-
ìåííî ëèáî ìîíîõðîìíûìè, ëèáî � íåò.

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàñêðàñîê äàííîìó óñëîâèþ (îäíîâðåìåííîé
ìîíîõðîìíîñòè äâóõ áëîêîâ â îäíîì êîìïëåêñå) óäîâëåòâîðÿåò åùå îäíà ðàñ-

êðàñêà �

(
a a
b c

)
� è òîëüêî îíà. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è íàéäåòñÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ϕ, â êîòîðîé

åñòü êîìïëåêñ, îêðàøåííûé òàêèì îáðàçîì. Áëîêè, äîïîëíÿþùèå

(
a
b

)
è

(
a
c

)
äî 4-öèêëîâ, ëåæàò â 1-îêðåñòíîñòÿõ ñìåæíûõ âåðøèí öâåòà a, çíà÷èò, èõ öâå-

òîâûå ñîñòàâû ñîâïàäàþò. Ïóñòü îíè ðàâíû

(
x
y

)
(x è y íå îïðåäåëåíû), ïðè÷åì

Pϕ(x) = Pϕ(y) = {a, b, c}. Ïðîäîëæàåì ðàñêðàñêó ôðàãìåíòà äàëåå îäíèì áëî-

êîì âïðàâî �

(
b
b

)
. Èç åãî ìîíîõðîìíîñòè ñëåäóåò x = y. Ò.ê. ïàëèòðà öâåòà b

ñîäåðæèò äâå âåðøèíû öâåòà x, òî z = x. Íî â 1-îêðåñòíîñòè ïîñëåäíåé ëåæàò
äâå âåðøèíû öâåòà b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîñòàâó Pϕ(x) (ñì. ðèñ. 4). □



6 Ì.À. ËÈÑÈÖÛÍÀ, Ñ.Â. ÀÂÃÓÑÒÈÍÎÂÈ×

Èç ëåììû 3 äëÿ äèçúþíêòíûõ ðàñêðàñîê ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü a < b < c < d. Äîïóñòèìûå äèçúþíêòíûå ðàñêðàñêè
êîìïëåêñîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó èñ÷åðïûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì ñïèñêîì:(
a a
a a

)
,

(
a b
a b

)
,

(
b a
b a

)
,

(
a a
b b

)
,

(
a b
b a

)
,

(
a c
b d

)
,

(
c a
d b

)
.

Îáîáùèì ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ â êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿ
èñ÷åðïûâàåò âñå äèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ñêðåùåííîé ïðèçìû.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèçúþíêòíîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞

1. Ðàññìîòðèì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ãðàôà F∞ â k öâåòîâ (ñì. ëåììó 2).
2. Êàæäîé ðàñêðàñêå ïðîìåæóòî÷íîãî ðåáðà â íåé íàçíà÷èì äîïóñòèìóþ

äèçúþíêòíóþ ðàñêðàñêó êîìïëåêñà òàê, ÷òîáû ðàçëè÷íûì öâåòàì åãî êîíöîâ
ñîîòâåòñòâîâàëè ðàñêðàñêè áëîêîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ öâåòîâûìè ñîñòàâàìè
(ñì. ñëåäñòâèå 2).

Çàìåòèì, ÷òî â äèçúþíêòíîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå ãðàôà CP∞ êîìïëåêñ(
b a
b a

)
âñòðå÷àåòñÿ âìåñòå ñ êîìïëåêñîì

(
a b
a b

)
, ïðè÷åì ýòà ðàñêðàñêà

ïîëó÷åíà èç çåðêàëüíîé ðàñêðàñêè ãðàôà F∞. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî

äëÿ êîìïëåêñîâ

(
a c
b d

)
è

(
c a
d b

)
.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ñêðåùåííîé ïðèçìû óæå ïîëó÷åíû,
ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ åå ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê îñòàåòñÿ ïîëó÷èòü âñå
íåäèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè.

Ðàñêðàñêà èññëåäóåìîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ íåäèçúþíêòíîé, åñëè ñóùåñòâóþò
äâà áëîêà, öâåòîâûå ñîñòàâû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ, íî íå ñîâïàäàþò. Èìååì
äâà âàðèàíòà: â ïåðâîì � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà CP∞ ñîäåðæèò áëîêè(
a
a

)
è

(
a
b

)
, à âî âòîðîì �

(
a
b

)
è

(
a
c

)
(äëÿ ðàçëè÷íûõ a, b è c).

Äëÿ îêðóæåíèÿ íåäèçúþíêòíûõ áëîêîâ âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Â áëîêàõ, äîïîëíÿþùèõ íåäèçúþíêòíûå áëîêè äî 4-öèêëîâ, íàé-
äåòñÿ ïàðà ñîöâåòíûõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü áëîê, äîïîëíÿþùèé áëîê(
a
a

)
äî 4-öèêëà, îêðàøåí

(
x
y

)
, à áëîê, äîïîëíÿþùèé áëîê

(
a
b

)
äî 4-öèêëà

îêðàøåí

(
z
t

)
. Çàìåòèì, ÷òî â îêðóæåíèè âåðøèí öâåòà a âñòðå÷àþòñÿ âåðøè-

íû öâåòîâ x, y, z è t. À ò.ê. ãðàô êóáè÷åñêèé, òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå
öâåòà.

Äëÿ áëîêîâ

(
a
b

)
è

(
a
c

)
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå. □

Äëèíó êðàò÷àéøåé öåïè, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû äâóõ áëîêîâ, íàçîâåì ðàñ-
ñòîÿíèåì ìåæäó ýòèìè áëîêàìè. Çà ρ îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå ðàññòî÷íèå
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ìåæäó äâóìÿ íåäèçúþíêòíûìè áëîêàìè â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå. Õàðàêòåðè-
çàöèþ íåäèçúþíêòíûõ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ñêðåùåííîé ïðèçìû âûïîëíèì
ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ρ.

Èç îïðåäåëíèÿ ρ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 5.

Ëåììà 5. Ìåæäó íåäèçúþíêòíûìè áëîêàìè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
(

(
a
b

)
è

(
a
c

)
), ðàñ-

ïîëîæåííûìè íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ρ, íåò áëîêîâ, ñîäåðæàùèõ âåð-
øèíû öâåòîâ a è b (a, b è c).

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè:

Òåîðåìà 1. Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞ ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíò-
íîñòè èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ñïèñêîì:

1. äèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè;
2. øåñòü íåäèçúþíêòíûõ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê:

A =

(
1 1 1 2
1 1 2 1

)
, B =

(
1 2 1 3
2 1 3 1

)
, C =

(
1 2 2 1
2 3 3 2

)
,

D =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, E =

(
1 2 1 4
1 2 3 2

)
, F =

(
1 3 1 6
2 4 5 4

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóòè äåëà, íàäî äîêàçàòü òîëüêî âòîðîé ïóíêò òåîðåìû.
Ïóñòü ϕ � íåäèçúþíêòíàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ñêðåùåííîé ïðèçìû. Âûäå-
ëèì òðè âàðèàíòà äëÿ ρ: ρ = 1, ρ = 2 è ρ > 2. Êàæäûé èç íèõ, â ñâîþ î÷åðåäü,

äåëèòñÿ åùå íà äâà ñëó÷àÿ: ïåðâûé ñîîòâåòñòâóåò ïàðå áëîêîâ

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà

ðàññòîÿíèè ρ, âòîðîé � ïàðå áëîêîâ

(
a
b

)
è

(
a
c

)
íà òîì æå ðàññòîÿíèè (a, b è

c ðàçëè÷íûå). Ðàññìîòðèì ôðàãìåíò ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ϕ, ñîäåðæàùèé
äâà íåäèçúþíêòíûõ áëîêà íà ðàññòîÿíèè ρ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòà-

åì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå áëîê

(
a
a

)
ëåæèò ëåâåå áëîêà

(
a
b

)
, à âî âòîðîì � áëîê(

a
b

)
ëåæèò ëåâåå áëîêà

(
a
c

)
.

Ñëó÷àé 1.1. Äâà áëîêà ñêðåùåííîé ïðèçìû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1, åñ-
ëè îíè ëèáî ïðèíàäëåæàò îäíîìó êîìïëåêñó, ëèáî � îäíîìó 4-öèêëó. Ïåðâûé

âàðèàíò ïðîòèâîðå÷èâ â ñèëó ëåììû 3. Ðàññìîòðèì âòîðîé: êîãäà áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
ëåæàò â îäíîì 4-öèêëå. Òîãäà Pϕ(a) = {a, a, b}, à Pϕ(b) = {a, a, x} (x íå

îïðåäåëåí). Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîäîëæèì ýòîò ôðàãìåíò âïðàâî áëîêàìè

(
b
x

)
è

(
a
x

)
(ñì. ðèñ. 5).

Ò.ê. ïàëèòðà öâåòà a èçâåñòíà, òî x = a, è îêðàøåííûé ó÷àñòîê îäíîçíà÷íî

ïðîäîëæàåòñÿ äî ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ñ ïåðèîäîì

(
a a a b
a a b a

)
. Ïîñëå

ïåðåîáîçíà÷åíèÿ öâåòîâ ïîëó÷àåì ïåðèîä A =

(
1 1 1 2
1 1 2 1

)
.
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Ðèñ. 5. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà ðàññòîÿíèè ρ = 1

Ñëó÷àé 1.2. Èññëåäóåì âàðèàíò, êîãäà áëîêè

(
a
b

)
è

(
a
c

)
ëåæàò â îäíîì

4-öèêëå. Òîãäà Pϕ(a) = {a, b, c}, à Pϕ(c) = {a, b, x} (x íå îïðåäåëåí). Ïîñëå-

äîâàòåëüíî ïðîäîëæèì îêðàøåííûé ó÷àñòîê âïðàâî áëîêàìè

(
c
x

)
è

(
b
x

)
. Òà-

êîé ôðàãìåíò îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ñ ïåðèîäîì(
a c b a
c x x b

)
(ðèñ. 6). Èëè ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ öâåòîâD =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.

Ðèñ. 6. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
b

)
è

(
a
c

)
â îäíîì 4-öèêëå

Òåîðåòè÷åñêè x ìîæåò ñîâïàäàòü ñ öâåòàìè a, b èëè c. Äëÿ x = b è x =
c ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå; a x = a äàåò ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ñ ïåðèîäîì(
a c b a
c a a b

)
, êîòîðûé ðàâåí B =

(
1 2 1 3
2 1 3 1

)
ïîñëå ïåðåîáîçíà-

÷åíèÿ öâåòîâ è ïðèâåäåíèÿ ïðàâîãî êîìïëåêñà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà áëîêè

(
a
b

)
è

(
a
c

)
ïðèíàäëåæàò îäíîìó

êîìïëåêñó. Ñîãëàñíî ëåììå 3 åãî ðàñêðàñêà èìååò âèä:

(
a c
b a

)
. Äîîïðåäåëèì

ïàëèòðó öâåòà a ýëåìåíòîì x. Òàêèì îáðàçîì: Pϕ(a) = {b, c, x}. Òîãäà áëîêè,

äîïîëíÿþùèå

(
a
b

)
è

(
c
a

)
äî 4-öèêëîâ, îêðàøåíû

(
x
b

)
è

(
c
x

)
ñîîòâåòñòâåííî

(ðèñ. 7). À çíà÷èò, ïîëíîñòüþ èçâåñòíû ïàëèòðû öâåòîâ b, c è x. Ïîñëåäíåå
çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò íàì îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü ôðàãìåíò äî ñîâåðøåííîé

ðàñêðàñêè ñ ïåðèîäîì

(
a c c x
b a x b

)
, êîòîðûé ïðèâîäèì ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó D =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.
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Ðèñ. 7. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
b

)
è

(
c
a

)
â îäíîì êîìïëåêñå

Öâåò x òåîðåòè÷åñêè ìîæåò ñîâïàäàòü ñ öâåòîì a, b èëè c. Äëÿ x = b è
x = c ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå; ïðè x = a ïîëó÷èì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ñ

ïåðèîäîì

(
a c c a
b a a b

)
, êîòîðûé ïðèâîäèì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó C =(

1 2 2 1
2 3 3 2

)
.

Ñëó÷àé 2.1.Ïóñòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ρ = 2 äîñòèãàåòñÿ íà ïàðå áëîêîâ(
a
a

)
è

(
a
b

)
. Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû âàðèàíòû èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ðèñ. 8. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà ðàññòîÿíèè ρ = 2

Ïðèñòóïèì ê ï. à). Áëîê, äîïîëíÿþùèé ïåñòðûé áëîê

(
a
b

)
äî êîìïëåêñà,

îêðàøåí

(
x
y

)
, ïðè÷åì x è y ðàçëè÷íûå è íå ðàâíû íè a, íè b ñîãëàñíî ëåììàì 3

è 5 (ñì. ðèñ. 9).

Ðèñ. 9. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà ðàññòîÿíèè ρ =

2, ï. a)
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Ïàëèòðû öâåòîâ x è y ðàâíû Pϕ(x) = {a, a, a} è Pϕ(y) = {a, a, b} ñîîòâåò-
ñòâåííî. À ó öâåòà a èçâåñòíû òîëüêî äâà öâåòà â 1-îêðåñòíîñòè � x è y. Áóäåì
ïðîäîëæàòü ϕ âïðàâî ñîãëàñíî ýòèì ïàðàìåòðàì. Áëîê, êîòîðûé íàõîäèòñÿ íà

ðàññòîÿíèè 3 îò

(
a
a

)
ñîäåðæèò âåðøèíó öâåòà y; íà ðàññòîÿíèè 4 � âåðøè-

íó öâåòà a; íà ðàññòîÿíèè 5 � âåðøèíó öâåòà x. Äàëåå äâèãàåìñÿ â îáðàòíîì
íàïðàâëåíèè è âîññòàíàâëèâàåì öâåòà âñåõ âåðøèí: íà ðàññòîÿíèè 4 � áëîê(
a
a

)
, íà ðàññòîÿíèè 3 � áëîê

(
y
y

)
(â ñèëó ìîíîõðîìíîñòè ïðåäûäóùåãî). Òà-

êîé ôðàãìåíò îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ñ ïåðèîäîì(
y a x a
y a y b

)
. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ öâåòîâ è ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷å-

ñêîìó âèäó ïîëó÷àåì � E =

(
1 2 1 4
1 2 3 2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. á) àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó è ïðèâîäèò ê ðàñ-
êðàñêå ñ òåì æå ïåðèîäîì.

Ñëó÷àé 2.2. Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ρ = 2 äîñòè-

ãàåòñÿ íà áëîêàõ

(
a
b

)
è

(
a
c

)
. Ïóñòü áëîê ìåæäó íèìè îêðàøåí

(
x
y

)
, à áëîê,

êîòîðûé ëåæèò íà ðàññòîÿíèè 1 ñïðàâà îò ðàññìàòðèâàåìîãî ôðàãìåíòà �

(
z
y

)
(íàëè÷èå ñîöâåòíûõ âåðøèí ãàðàíòèðóåò ëåììà 4). Òàêîé ôðàãìåíò ïðåäñòàâ-
ëåí íà ðèñ. 10.

Â ñèëó ëåììû 5 öâåòà x è y îòëè÷íû îò a, b è c. Êðîìå òîãî x ̸= y, òàê
êàê ó íèõ ðàçíûå ïàëèòðû: Pϕ(x) = {a, a, b}, Pϕ(y) = {a, b, c}. Ñîãëàñíî Pϕ(y)
ïîëó÷àåì q = b. Â îêðóæåíèè âåðøèíû öâåòà b äîëæíà áûòü x-îêðàøåííàÿ
âåðøèíà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî s = x. Îïðåäåëèì òåïåðü
öâåòà â åå 1-îêðåñòíîñòè: p = u = a. Çíà÷èò, Pϕ(z) = {a, a, c}, è öâåò z îòëè÷åí
îò x è y. Äàëåå âîññòàíàâëèâàåì ïàëèòðó öâåòà a: Pϕ(a) = {x, y, z}. Îòêóäà
èìååì: t = y.

Ïîëó÷åííûé ôðàãìåíò îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè

ñ ïåðèîäîì

(
x a z a
y c y b

)
, êîòîðûé ðàâåí F =

(
1 3 1 6
2 4 5 4

)
ïîñëå

ïåðåîáîçíà÷åíèÿ öâåòîâ è ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ðèñ. 10. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
b

)
è

(
a
c

)
íà ðàññòîÿíèè ρ = 2
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Ñëó÷àé 3.1. Ïóñòü ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ρ áîëüøåå 2 äîñòèãàåòñÿ íà ïàðå

íåäèçúþíêòíûõ áëîêîâ

(
a
a

)
è

(
a
b

)
. Âàðèàíòû èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 11.

Ðèñ. 11. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà ðàññòîÿíèè ρ > 2

Íà÷íåì ñ ïóíêòà à). Ñîãëàñíî ëåììàì 3 è 5 áëîê, äîïîëíÿþùèé

(
a
a

)
äî

êîìïëåêñà îêðàøåí ìîíîõðîìíî

(
x
x

)
, ãäå x ̸= a, x ̸= b. Çíà÷èò, â îêðóæåíèè a-

îêðàøåííîé âåðøèíû èç áëîêà

(
a
b

)
åñòü âåðøèíà öâåòà x. Åñëè òàêàÿ âåðøèíà

ïðèíàäëåæèò áëîêó, äîïîëíÿþùåìó

(
a
b

)
äî êîìïëåêñà, òî îí îêðàøåí

(
x
y

)
,

ïðè÷åì y ̸= x â ñèëó ëåììû 3 (ñì. ðèñ. 12). Ïîëó÷èëè íåäèçúþíêòíûå áëîêè(
x
x

)
è

(
x
y

)
íà ðàññòîÿíèè ρ − 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ρ. Åñëè

âåðøèíà öâåòà x ïðèíàäëåæèò áëîêó, äîïîëíÿþùåìó

(
a
b

)
äî 4-öèêëà, òî b ∈

Pϕ(x). Òîãäà ñïðàâà îò

(
x
x

)
ðàñïîëîæåí áëîê c b-îêðàøåííîé âåðøèíîé, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5.
Ðàññóæäåíèÿ äëÿ ïóíêòîâ á) è â) îäèíàêîâûå. Ñîãëàñíî ëåììàì 4 è 5 â

áëîêàõ, äîïîëíÿþùèõ

(
a
a

)
è

(
a
b

)
äî 4-öèêëîâ íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû îäè-

íàêîâîãî öâåòà, äîïóñòèì, x (x ̸= a, x ̸= b). Åãî ïàëèòðà ðàâíà {a, a, b}. Òîãäà

áëîê, ðàñïîëîæåííûé ñïðàâà îò

(
a
a

)
íà ðàññòîÿíèè 2, ñîäåðæèò âåðøèíó öâåòà

b. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 5 (ñì. ðèñ. 13).

Ñëó÷àé 3.2. Èññëåäóåì âàðèàíò, êîãäà áëîêè

(
a
b

)
è

(
a
c

)
íàõîäÿòñÿ íà ðàñ-

ñòîÿíèè ρ áîëüøåì 2. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà èõ
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.
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Ðèñ. 12. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà ðàññòîÿíèè ρ >

2, ï. à)

Ðèñ. 13. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
a

)
è

(
a
b

)
íà ðàññòîÿíèè ρ >

2, ï. á)

Ðàññìîòðèì ïóíêò à). Ñîãëàñíî ëåììå 4 â áëîêàõ, äîïîëíÿþùèõ äàííûå äî
4-öèêëîâ, íàéäåòñÿ ïàðà âåðøèí îäèíàêîâîãî öâåòà, äîïóñòèì x. Ðàñêðàñêè

ýòèõ äîïîëíåíèé ñîâïàäàþò �

(
x
y

)
; èíà÷å èõ ïðîäîëæåíèå ïî íàïðàâëåíèþ

äðóã ê äðóãó ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 5.

Ðèñ. 14. Íåäèçúþíêòíûå áëîêè

(
a
b

)
è

(
a
c

)
íà ðàññòîÿíèè ρ >

2, ï. à)

Èòàê, ðàñêðàñêè áëîêîâ, ëåæàùèõ ñ

(
a
b

)
è

(
a
c

)
â îäíèõ 4-öèêëàõ, ðàâíû.

Ïàðà âåðøèí â 1-îêðåñòíîñòè a-îêðàøåííûõ è íå èç äàííûõ 4-öèêëîâ ñîöâåòíû
è ðàâíû z (ñì. ðèñ. 14). Ïðè÷åì, åñëè t ̸= s, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëü-
íîñòüþ ρ. À â ñëó÷àå t = s, ïðîäîëæàÿ ðàñêðàñêó ôðàãìåíòà âîâíóòðü, ïðèäåì
ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 5. Çíà÷èò, äëÿ òàêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïàðû íåäèçú-

þíêòíûõ áëîêîâ

(
a
b

)
è

(
a
c

)
ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê íåò.



ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÐÀÑÊÐÀÑÊÈ ÑÊÐÅÙÅÍÍÎÉ ÏÐÈÇÌÛ 13

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ á) è â) àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 3.1. □

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî âñå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ñêðåùåííîé ïðèç-
ìû èñ÷åðïûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè, çà èñêëþ÷åíèåì øåñòè ñïîðàäè÷åñêèõ ñëó-
÷àåâ.

Çàêëþ÷åíèå

Ïóñòü G � áåñêîíå÷íûé ãðàô. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èùóò
ñðåäè åãî ðàñêðàñîê â k öâåòîâ ñîâåðøåííûå, ñòðåìèòåëüíî ðàñòåò ñ ðîñòîì
k. Êðîìå òîãî, äàæå äëÿ íåáîëüøèõ k èíòåðåñíî íå òîëüêî ïåðå÷èñëèòü âñå
òàêèå ðàñêðàñêè, íî è ïîëó÷èòü èõ êëàññèôèêàöèþ. Òåì áîëüøóþ öåííîñòü
ïðèîáðåòàþò ðåçóëüòàòû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè áåñ-
êîíå÷íûõ ãðàôîâ â ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ [2, 7, 10, 12, 13]. Â
äàííîé ðàáîòå îïèñàíû âñå ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè ãðàôà CP∞ äëÿ ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ k.
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