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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ïðèìåðû ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîá-

ðàçèé â ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèÿõ CPn × CPn, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìû-

ìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùàåò ïîíÿòèå êâàòåðíè-

îííîé âåùåñòâåííîé ñòðóêòóðû è èñïîëüçóåò ïðåäëîæåííîå Ä. Áûêî-

âûì ëàãðàíæåâî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ Fn â ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå CPn−1 × ...×CPn−1, ãäå ÷èñëî êîïèé ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ðàâíî n.
In the paper we present new examples of lagrangian submanifolds

in the direct products CPn × CPn, which are not the direct products

themselves. The construction method generalizes the notion of quaternion

real structure and uses lagrangian embedding of the full �ag variety Fn

into the direct product CPn−1×...×CPn−1, where the number of projective

space copies equals to n, found by D. Bykov.

Îäíà èç ãëàâíûõ çàäà÷ íàøèõ èññëåäîâàíèé � çàäà÷à êëàññèôèêàöèè
ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé â àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íàïîì-
íèì (ñì. íàïðèìåð [1]), ÷òî ïî ñàìîìó ñâîåìó îïðåäåëåíèþ âñÿêîå êîì-
ïàêòíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì C îáëàäàåò ïîëîæèòåëü-
íîé ïîëÿðèçàöèåé, ïîðîæäàþùåé êýëåðîâó ìåòðèêó õîäæåâà òèïà, òî åñòü
èñõîäíàÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü äîïîëíåíà êýëåðîâîé ôîð-
ìîé ñ öåëî÷èñëåííûì êëàññîì êîãîìîëîãèé. Ðàññìàòðèâàÿ òàêóþ ôîðìó
êàê ñèìïëåêòè÷åñêóþ, åñòåñòâåííî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëàãðàíæåâà óñëîâèÿ
íà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè.

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ïðåäïîëàãàåò ðàçíûå óðîâíè; â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ìû ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ î òîì, êàêèå òîïîëîãè÷åñêèå òèïû ðåàëèçó-
þòñÿ ëàãðàíæåâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â äàííîì àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãî-
îáðàçèè. Íåñìîòðÿ íà âûñî÷àéøåå ðàçâèòèå àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè êàê
ïðåäìåòà ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ðàññìàòðèâàåìûé íàìè âîïðîñ ïîëíî-
ñòüþ ðåøåí òîëüêî â ñàìûõ áàçîâûõ ñëó÷àÿõ: íàïðèìåð, äëÿ ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè CP2 ñî ñòàíäàðòíîé êýåëåðîâîé ôîðìîé ìåòðèêè Ôóáèíè - Øòó-
äè ñïèñîê âîçìîæíûõ òèïîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî äâóìåðíûé òîð T 2 è
âåùåñòâåííóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü RP2. Äîëãîå âðåìÿ òîëüêî äâà ýòèõ
ñòàíäàðòíûõ òèïà ïðèïèñûâàëèñü è ñëó÷àþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ëþ-
áîé ðàçìåðíîñòè, ïîêà â ðàáîòå [2] íå ïîÿâèëñÿ ðÿä íîâûõ ïðèìåðîâ. Åñëè
æå ìû ðàññìîòðèì òîò æå âîïðîñ äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ CP2×CP2 äâóõ
îäèíàêîâûõ êîïèé òîé æå ïëîñêîñòè, òî ïîëíûé îòâåò íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
íåèçâåñòåí. Èçâåñòíûå òèïû äåëÿòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû íà ïðèâîäèìûå, òî
åñòü ïðåäñòàâëÿåìûå â âèäå S1 × S2, ãäå êàæäûé èç Si åñòü ëàãðàíæåâî
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ïîäìíîãîîáðàçèå â ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è
íåïðèâîäèìûå. Ïåðâûé ñëó÷àé åñòåñòâåííî èñ÷åðïûâàåòñÿ ïðÿìûìè ïðî-
èçâåäåíèÿìè âèäà T 4, T 2 × RP2,RP2 × RP2. Âòîðîé êàê ìèíèìóì íå ïóñò
è ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, àíòèäèàãîíàëüþ ∆̄, îïðåäåëÿåìîé ïàðàìè âèäà
p × p̄ ⊂ CP2 × CP2, êîòîðàÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì äèôôåîìîðôíà ñàìîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü íå òîëüêî òðèâèàëüíûé
êëàññ ãîìîëîãèé â H4(CP2×CP2,Z), íî è íåòðèâèàëüíûé � êàê, íàïðèìåð,
â ñëó÷àå ñ àíòèäèàãîíàëüþ ∆̄.

Íèæå ìû ñòðîèì íîâûé ïðèìåð íåïðèâîäèìîãî ëàãðàíæåâà ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ â ïðÿìîì ïðîèçâåäíèè CPn × CPn äâóõ èäåíòè÷íûõ êîïèé ïðî-
åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñíàáæåííûõ ïðÿìîé ñóììîé îäèíàêîâûõ êýëåðî-
âûõ ôîðì ìåòðèêè Ôóáèíè - Øòóäè. Èäåÿ êîíñòðóêöèè âîçíèêëà ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè åùå áîëåå ïðîñòîãî, íåæåëè n = 2, ñëó÷àÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ CP1 × CP1. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP1 ñ ôèêñèðî-
âàííûìè îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè [x0 : x1] èìååì äâà òèïà àíòèãîëî-
ìîðôíûõ èíâîëþöèé. Ñòàíäàðòíàÿ èíâîëþöèÿ äàåòñÿ ïðîñòî ñîïðÿæåíèåì
σ([x0 : x1]) = [x̄0 : x̄1]; êâàòåðíèîííàÿ èíâîëþöèÿ èìååò âèä σq([x0 : x1]) =
[−x̄1 : x̄0]. Ïîñëåäíÿÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé îòñóòñòâèåì âåùåñòâåííûõ òî-
÷åê: ãåîìåòðè÷åñêè σq åñòü àíòèïîäàëüíîå îòðàæåíèå íà äâóìåðíîé ñôåðå.
Åñëè ðàññìîòðåòü "êâàòåðíèîííóþ"àíòèäèàãîíàëü

∆̄q = {p× σq(p)} ⊂ CP1 × CP1,

òî ýòî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå òàêæå îêàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì.
Ïðîùå âñåãî ïîêàçàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì íà

CP1 × CP1 ëèíåéíîå ðàññëîåíèå O(1, 1), ñå÷åíèÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
îäíîðîäíûì ïîëèíîìàì áè - ñòåïåíè (1,1) îò îäíîðîäíûõ ïåðåìåííûõ [x0 :
x1], [y0 : y1], çàôèêñèðîâàííûõ íà ïåðâîé è âòîðîé êîïèè ïðîåêòèâíîé ïðÿ-
ìîé ñîîòâåòñòâåííî. Íà äîïîëíåíèè ê ëþáîìó îáèëüíîìó äèâèçîðó D ∈
|O(1, 1)| èìååòñÿ êýëåðîâ ïîòåíöèàë ΨD ñ ïîëþñîì âäîëü D (äåòàëè ñì.
â [1]): åñëè αD ñîîòâåòñòâóþùåå ãîëîìîðôíîå ñå÷åíèå, òî íà äîïîëíåíèè
CP1 × CP1\D

ΨD = −ln|αD|, ω = dIdΨD.

Ðàññìîòðèì äâà äèâèçîðà èç ïîëíîãî ëèíåéíîãî ðÿäà O(1, 1), îïðåäåëÿåìûå
òàê

D0 = {x0y0 + x1y1 = 0}, Dq = {x0y1 − x1y0 = 0}.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êýëåðîâû ïîòåíöèàëû èìåþò âèä

ΨD0 = −ln
|x0y0 + x1y1|2

(|x0|2 + |x1|2)(|y0|2 + |y1|2)
, ΨDq

= −ln
|x0y1 − x1y0|2

(|x0|2 + |x1|2)(|y0|2 + |y1|2)
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî àíòèäèàãîíàëü ∆̄ åñòü êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ ΨD0

ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó ýòîé ôóíêöèè; è
ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ∆̄q îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì îòíîñèòåëüíî êýëå-
ðîâà ïîòåíöèàëà ΨDq

. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà ïîäìíîãîîáðàçèÿ îáÿçàíû áûòü
èçîòðîïíûìè, íî ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü êàæäîãî ðàâíà ïîëîâèíå îáúåì-
ëþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå î
èõ ëàãðàíæåâîñòè (äåòàëè ñì. â [3]).
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Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ CP2×CP2: ñòàíäàðòíàÿ èíâî-
ëþöèÿ σ èìååòñÿ, è ïî íåé îïðåäåëÿåòñÿ àíòèäèàãîíàëü ∆̄; êâàòåðíèîííîé
èíâîëþöèè íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó íàïðÿìóþ îïðåäåëèòü ∆̄q íå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé âàðèàíò, íàïî-
ìèíàþùèé êîíñòðóêöèþ ∆̄q.

À èìåííî, ðàññìîòðèì äîïîëíåíèå X0 = CP2\RP2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè p ∈ X0 èìååì åäèíñòâåííóþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ lp, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç p. Â ñàìîì äåëå, òî÷êà p � íå âåùåñòâåííàÿ, ïîýòîìó âåùåñòâåí-
íàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå, îáÿçàíà ïðîõîäèò è ÷åðåç ñîïðÿæåííóþ
òî÷êó p̄, ñëåäîâàòåëüíî � îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé
lp èìååì òî÷êó p′, àíòèïîäàëüíóþ p íà ïðÿìîé lp. Ýòà òî÷êà îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà, íå âåùåñòâåííà, è î÷åâèäíûì îáðàçîì òà æå êîíñòðóêöèÿ, ïðè-
ìåíåííàÿ ê p′, äàåò èñõîäíóþ òî÷êó p. Îòñþäà èìååì èíâîëþöèþ

σq : X0 → X0,

íå ïðîäîëæèìóþ íà âñå CP2. Îäíàêî ýòà èíâîëþöèÿ îïðåäåëÿåò îòêðûòîå
ïîäìíîãîîáðàçèå ∆̄0

q ⊂ X0 ×X0 óñëîâèåì

∆̄0
q = {p× σq(p) | p ∈ X0}.

Ðàññìîòðèì ∆̄0
q êàê îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ïîëíîì ïðÿìîì ïðîèçâåäå-

íèè CP2×CP2. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå: 1)
ëàãðàíæåâî â êàæäîé òî÷êå; 2) îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êîìïàêòèôèêàöèåé
äî ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â CP2×CP2. Ïîñêîëüêó óñëîâèå
ëàãðàíæåâîñòè çàìêíóòî, èç ïóíêòà 1) ñëåäóåò, ÷òî ýòà êîìïàêòèôèêàöèÿ
äîñòàâëÿåò ïðèìåð ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ â
îáúåìëþùåì ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè.

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå.
Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà.Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå CPn×CPn, ñíàáæåííîå ïðÿìîé ñóììîé

äâóõ îäèíàêîâûõ ñòàíäàðòíûõ êýëåðîâûõ ôîðì ìåòðèêè Ôóáèíè - Øòó-

äè, äîïóñêàåò ãëàäêîå ëàãðàíæåâî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ S = tot(P(τ) →
GrR(1, n)), ãäå τ åñòü òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå, îãðàíè÷èâàåìîå ñî âñåãî

Gr(1, n) íà âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ãðàññìàíèàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé âûøå. Ñíà÷àëà ìû ïîêà-
æåì, ÷òî â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè CPn × CPn èìååòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå ∆̄0

q, îïðåäåëÿåìîå êàê è âûøå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.
Çàôêèñèðóåì íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå CPn ïîäõîäÿùóþ ñèñòåìó

îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò [x0 : ... : xn], ñîãëàñîâàííóþ ñ ôèêñèðîâàííîé êýëå-
ðîâîé ñòðóêòóðîé. Ïóñòü X0 = CPn\RPn îòêðûòàÿ ÷àñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç
íåâåùåñòâåííûõ òî÷åê (ñòàíäàðòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ôèêñèðîâàíà
âûáîðîì îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

σq : X0 → X0, σq(xi) =

∑n
j=0 x

2
j∑n

j=0 |xj |2
xi − x̄i,

êîððåêòíî îïðåäåëåííîå òîëüêî äëÿ íåâåùåñòâåííûõ òî÷åê: åñëè [x0 : ... :
xn] ôàçîâûì ïîâîðîòîì ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âåùåñòâåííîñòè âñåõ xi, òî
âñå σq(xi) àâòîìàòè÷åñêè îáíóëÿþòñÿ. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâèå ðàñ-
øèôðîâûâàåòñÿ òàê: òî÷êà p ∈ X0 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ
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âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ lp = ⟨p, p̄⟩, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç p; íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé áåðåì òî÷êó p′, àíòèïîäàëüíóþ p, è îáîçíà÷àåì åå êàê σq(p). Î÷åâèä-
íî, ÷òî îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷åê p, σq(p) îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî
ñòàíäàðòíîé ýðìèòîâîé ñòðóêòóðû íà ïðîñòðàíñòâå Cn+1, ïðîåêòèâèçàöèÿ
êîòîðîãî äàåò íàøå CPn.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå σq ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íà X0.
Â ñàìîì äåëå, òî÷êà σq(p) ïî ïîñòðîåíèþ íå ìîæåò áûòü âåùåñòâåííîé,

ïîòîìó l(p) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, à çíà÷èò è àíòèïîäàëüíàÿ òî÷êà p îä-
íîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî σq(p). Áîëåå òîãî, ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîé
p ∈ X0 ðàññòîÿíèå dist(p, σq(p)) ôèêñèðîâàíî: ýòè òî÷êè àíòèïîäàëüíû íà
êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ðàâíî îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó �
ïîëîâèíå äëèíû ýêâàòîðà l(p).

Äàëåå, ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå

∆̄0
q = {p× σq(p) | p ∈ X0} ⊂ CPn × CPn.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ∆̄0
q íå èìååò

îáùèõ òî÷åê ñ äèàãîíàëüþ ∆ = {p× p} ⊂ CPn × CPn. Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ∆̄0

q ⊂ CPn ×CPn åñòåñòâåííûì

îáðàçîì êîìïàêòèôèöèðóåòñÿ äî ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Èñêëþ÷èì èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ CPn×CPn äèàãîíàëü ∆ è âîñïîëü-
çóåìñÿ áèðåãóëÿðíûì èçîìîðôèçìîì

f : (CPn × CPn)\∆ ≡ tot(P(τ)× P(τ) → Gr(1, n))\Dd,

ãäå Gr(1, n) � ãðàññìàíèàí ïðÿìûõ â CPn, τ � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå,
à äèâèçîð Dd îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ ïîñëîéíî äèàãî-
íàëüíîå âëîæåíèå

δ : tot(P(τ) → Gr(1, n)) ↪→ P(τ)× P(τ) → Gr(1, n),

çàäàâàåìîå êàê δ(p → [l]) = (p × p → [l]), ãäå p ∈ l � òî÷êà íà ïðÿìîé l;
äèâèçîð Dd åñòü îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ.

Îòîáðàæåíèå f àáñîëþòíî åñòåñòâåííî: äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè p, p′ ∈ CPn

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ ⟨p, p′⟩ è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ýëåìåíò â
Gr(1, n); â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëîå P(τ)([⟨p, p′⟩]) âûäåëåíû äâà ýëåìåíòà, ñî-
îòâåòñòâóþùèå p è p′, óïîðÿäî÷åííûå è ðàçëè÷íûå, îòêóäà èìååì òî÷êó â
îòêðûòîì ìíîãîîáðàçèè tot(P(τ)×P(τ) → Gr(1, n))\Dd. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó
äåéñòâèå f î÷åâèäíî.

Äàëåå, ïîñêîëüêó ∆̄0
q íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ∆, ðàññìîòðèì îáðàç N0 =

f(∆̄0
q). Îí ìîæåò áûòü åñòåñòâåííî îïèñàí âî âíóòðåííèõ òåðìèíàõ òàâòî-

ëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ è ãðàññìàíèàíà Gr(1, n). À èìåííî, òàê êàê ïðÿ-
ìûå l(p) âñåãäà âåùåñòâåííû, òî âûäåëèì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü GrR(1, n) ⊂
Gr(1, n). Íàä êàæäîé òî÷êîé [l] ∈ GrR(1, n) â ñëîå P(τ) ≡ l èìååì àòíèïî-
äàëüíóþ èíâîëþöèþ, ïîýòîìó â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå tot(P(τ)× P(τ) →
GrR(1, n)) èìååòñÿ ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ñëîé êîòîðîãî èçîìîðôåí P(τ)
è ñîñòàâëåí èç ïàð àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê íà l. Èñêëþ÷àÿ âñå ïàðû âåùå-
ñòâåííûõ àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê íàä êàæäûì ñëîåì, ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè
îáðàç f(∆̄0

q) = N0. Íî ýòî îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò åñòåñòâåííîé
ãëàäêîé êîìïàêòèôèêàöèåé N , ÿâëÿþùåéñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâà ðàñ-
ñëîåíèÿ íàä GrR(1, n), ñî ñëîåì, ñîñòàâëåííûì èç ïàð àíòèïîäàëüíûõ òî÷åê
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� âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåùåñòâåííûå îíè èëè íåò. Ïðîîáðàç f−1(N)
åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå â CPn × CPn, ÿâëÿþùååñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé
îòêðûòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ∆̄0

q.

Îáîçíà÷èì òàêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êàê ∆̄q. Ïî ïîñòðîåíèþ åãî òîïîëîãè-
÷åñêèé òèï åñòü S2 - ðàññëîåíèå íàä GrR(1, n), èçîìîðíîå îãðàíè÷åíèþ íà
âåùåñòâåííûé ãðàññìàíèàí ïðîåêòèâèçàöèè òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ
τ → Gr(1, n). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.

Òåïåðü îáñóäèì ñâîéñòâà îòêðûòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ∆̄0
q ⊂ CPn × CPn

îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, çàôèêñèðîâàííîé íà ïðÿìîì ïðî-
èçâåäåíèè ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëåììà 2. Ïîäìíîãîîáðàçèå ∆̄0
q ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2 âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé
êîíñòðóêöèåé ëàãðàíæåâà âëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ â Cn+1 â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Y = CPn × ...CPn, ñîñòàâëåííîå èç n+1 êîïèè îäíîãî
è òîãî æå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà CPn ñ ôèêñèðîâàííîé ñòàíäàðòíîé
êýëåðîâîé ôîðìîé ωFS , ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [4] (ñì. òàêæå [5]). Òàê êàê
ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ â Cn+1 ïðåäñòàâëåòñÿ êàê îäíîðîäíîå ïðî-
ñòðàíñòâî

Fn+1 =
U(n+ 1)

U(1)× ...× U(1)
,

ãäå ÷èñëî êîïèé U(1) ðàâíî n + 1, òî ëþáîé ýëåìåíò Fn+1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ
óíèòàðíîé ìàòðèöåé A, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé ôàêòîðèçóåòñÿ ïî ìîäóëþ
U(1), � ñëåäîâàòåëüíî çàäàåò òî÷êó â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå CPn. Âñåãî
ñòîëáöîâ n + 1, ÷òî è çàäàåò âëîæåíèå Fn+1 ↪→ Y ; îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáðàç
âëîæåíèå ëàãðàíæåâ â Y (äåòàëè ñì. â [4]).

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò
êàæäîãî èç CPn, óíèòàðíà, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Fn+1 ⊂ Y ëþáàÿ ïàðà
ñòîëáöîâ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò ýðìèòîâî îðòîãîíàëüíà.

Â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Y , ñíàáæåííîì êýëåðîâîé ôîðìîé Ω, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ïðÿìîé ñóììîé îäíîé è òîé æå ôîðìû ωFS , ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå
ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå
S0 ⊂ Y , îïðåäåëÿåìîå êàê

S0 = (CPn\RPn)× (CPn\RPn)× RPn × ...× RPn ⊂ Y ;

ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû èç ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíò ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ Y âûáðàñûâàåì RPn, à âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ n − 1 êîìïî-
íåíòå íàîáîðîò âûáèðàåì òîëüêî âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå
S0 ∩ Fn+1 ⊂ Y îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: ïðè çàáû-
âàþùåì âñå êîïîíåíòû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Y = CPn× ...×CPn, íà÷èíàÿ
ñ òðåòüåé, îòîáðàæåíèè

π : Y → CPn × CPn

èìååì π(S0 ∩Fn+1) = ∆̄0
q. Áîëåå òîãî, îãðàíè÷åíèå f íà S0 ∩Fn+1 óñòàíàâ-

ëèâàåò èçîìîðôèçì ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ è îáðàçà ∆̄0
q. Â ñàìîì äåëå, êàæäàÿ

òî÷êà â ïåðåñå÷åíèè S0 ∩ Fn+1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì òî÷åê â ïðîåêòèâ-
íûõ ïðîñòðàíñòâàõ CPn, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïîïàðíî ýðìèòîâî îðòîãî-
íàëüíû. Ïåðâûå äâå òî÷êè èç ëþáîãî íàáîðà îáÿçàíû áûòü íåâåùåñòâåííû
è ýðìèòîâî îðòîãîíàëüíû ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ S0, ïîýòîìó â îáðàçå îáÿ-
çàíû ëåæàòü ïàðû p× p′, îáëàäàþùèå òåì æå ñâîéñòâîì. Îäíàêî äëÿ ïàðû
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ôèêñèðîâàííûõ ýðìèòîâî îðòîãîíàëüíûõ òî÷åê p, p′ ∈ CPn\RPn èç îáðàçà
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ åùå îäíî óñëîâèå: â CPn îáÿçàíà ñóùåñòâîâàòü âåùå-
ñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ îáå ýòè òî÷êè. Âîçüìåì êîìïîíåíòû òî÷åê
èç S0 íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé è çàïèøåì óñëîâèå ýðìèòîâîé îðòîãîíàëüíîñòè ñ
p èëè p′. Âñåãî ïîëó÷èì n − 1 ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà êîîðäèíàòû p èëè
p′, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûáðàíû âåùåñòâåííûìè. Ïî-
ñêîëüêó ìàòðèöà A óíèòàðíà, ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé, îòêóäà
ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîñòü ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, íà êîòîðîé
îáÿçàíû ëåæàòü è p, è p′. Íî ýòî è åñòü â òî÷íîñòè óñëîâèÿ, ïî êîòîðûì ìû
ñòðîèëè îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ∆̄0

q ⊂ CPn × CPn.

Òàêèì îáðàçîì, S0 ∩ Fn+1 â òî÷íîñòè èçîìîðôíî ∆̄0
q, è ïðîåêöèÿ π ïðè

îãðàíè÷åíèè íà S0 ∩ Fn+1 äîñòàâëÿåò íåîáõîäèìûé èçîìîðôèçì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2 òåïåðü îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Ω|S0 =

π∗(ωFS ⊕ωFS) è ÷òî âñëåäñòâèå ëàãðàíæåâîñòè Fn+1 ïåðåñå÷íèå S0 ∩Fn+1

îáÿçàíî áûòü èçîòðîïíûì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∆̄0
q îáÿçàíî áûòü èçîòðîï-

íûì, ïî ïîñêîëüêó ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.

Ïîñêîëüêó óñëîâèå ëàãðàíæåâîñòè ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, òî åñëè îòêðû-
òàÿ ÷àñòü ∆̄0

q ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ∆̄q ⊂ CPn × CPn ëàãðàíæåâà, òî
ýòî æå âåðíî è äëÿ âñåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
íàøåé îñíîâíîé Òåîðåìû.

Ïðèìåð. Äëÿ óïîìÿíóòîãî â íà÷àëå ðàáîòû ñëó÷àÿ CP2×CP2 íàøà òåî-
ðåìà óäîñòîâåðÿåò â òîì, ÷òî â ýòîì ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè èìååòñÿ ëàãðàí-
æåâî âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿåìîãî S2 - ðàññëîåíèåì íàä âåùå-
ñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ GrR(1, 2) = RP2. Ýòî ðàññëîåíèå òîïî-
ëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíî: â äàííîì ñëó÷àå P(τ) → Gr(1, 2) åñòü P(TCP2) →
CP2, òàêèì îáðàçîì íàøå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò âèä

tot(P(TRP2 ⊗ C) → RP2).

Î÷åâèäíà åãî íåïðèâîäèìîñòü; òàêæå íåòðóäíî óñòàíîâèòü åãî ãîìîëîãè÷å-
ñêóþ íåòðèâèàëüíîñòü â H4(CP2×CP2,Z): ïî ïîñòðîåíèþ ïîäìíîãîîáðàçèå
∆̄q ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì p×CP2 ðîâíî â îäíîé òî÷êå p′ = σq(p)
äëÿ îáùåé òî÷êè p, ïîñêîëüêó íåâåùåñòâåííîñòü ÿâëÿåòñÿ îáùèì óñëîâèåì
â äàííîì ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó p×CP2 êàê è CP2×p ïðåäñòàâëÿþò îáðàçóþùèå
H4(CP2 × CP2,Z), îòñþäà âèäíà ãîìîëîãè÷åñêàÿ íåòðèâèàëüíîñòü.

Â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû ìû âîñïîëüçîâàëèñü ãëàäêèì ïîäìíîãîîá-
ðàçèåì N ⊂ tot(P(τ) × P(τ) → Gr(1, n), íå îáñóæäàÿ åãî ñâîéñòâ. Íî åñòå-
ñòâåííûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé � à ñàìî îíî ëàãðàíæåâî? Äëÿ
êîððåêòíîñòè âîïðîñ äîëæåí áûòü êîíêðåòèçèðîâàí òåì, êàêàÿ ñèìïëåêòè-
÷åñêàÿ ôîðìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïîñëåäíåì ìíîãîîáðàçèè. Åñòåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñëåäóþùåé ôîðìû. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

Ψ : tot(P(τ)× P(τ) → Gr(1, n)) ↪→ Gr(1, n)× CPn × CPn

(ñì. [1]). Òîãäà âûáîð ñòàíäàðòíîé ôîðìû íà âòîðîé è òðåòüåé êîìïîíåíòå
âìåñòå ñî ñòàíäàðòíîé ôîðìîé íà Gr(1, n), èíäóöèðóåìîé âëîæåíèåì Ïëþê-
êåðà, îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííóþ ôîðìó ΩPl íà âñåì ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìó Ψ∗ΩPl íà èñõîäíîì òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Òîãäà èìååòñÿ
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Ñëåäñòâèå. Ïîäìíîãîîáðàçèå N ⊂ tot(P(τ)×P(τ) → Gr(1, n)) ÿâëÿåòñÿ
ëàãðàíæåâûì îòíîñèòåëüíî ôîðìû Ψ∗ΩPl.

Â ñàìîì äåëå, â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Gr(1, n)×CPn ×CPn èìååòñÿ ÷à-
ñòè÷íî ïðèâîäèìîå ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå GrR(1, n) × ∆̄q, ÷òî áûëî
äîêàçàíî íàìè â íàøåé îñíîâíîé Òåîðåìå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åãî ïåðåñå-
÷åíèå ñ ëþáûì êîìïëåêñíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ÿâëÿåòñÿ èçîòîðîïíûì. Ýòî
âåðíî â òîì ÷èñëå è äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ψ(tot(P(τ)×P(τ) →
Gr(1, n))). Íî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêîå ïåðåñå÷åíèå åñòü â òî÷íîñòè Ψ(N),
îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ëàãðàíæåâîñòü N îòíîñèòåëüíî ôîðìû Ψ∗ΩPl,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â çàêëþ÷åíèå î÷åðòèì êðóã äàëüíåéøèõ çàäà÷, êîòîðûå åñòåñòâåííî âû-
òåêàþò èç íàøèõ ðàññìîòðåíèé. Ïðåæäå âñåãî ïîñêîëüêó ìû ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçîâàëè êîíñòðóêöèþ Áûêîâà èç [4], òî åñòåñòâåííî çàäàòü âîïðîñ
î òîì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì îáîáùåíèåì ýòîé êîíñòðóêöèè. Äîêàçàí-
íîå íàìè Ñëåäñòâèå îò÷àñòè ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì, íî â áîëüøåé ñòåïåíè îíî
ïîäñêàçûâàåò âîçìîæíîå íàïðàâëåíèå. À èìåííî, ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé
ãðàññìàíèàí Gr(r, n). Òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå τ → Gr(r, n) èìååò ðàíã
r + 1, ïîýòîìó òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîé ñóììû r + 1 êîïèè P(τ) íàä
êàæäîé òî÷êîé p ∈ Gr(r, n) èìååò ëàãðàíæåâî ïîäìíîãîîáðàçèå � ïîëíîå
ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ â τ(p), êîòîðîå åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü êàê F r+1(p).
Åñëè òåïåðü íà áàçå âûäåëèòü âåùåñòâåííóþ ÷àñòü GrR(r, n), òî òîòàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ F → GrR(r, n) ñî ñëîåì F r+1(p), p ∈ GrR(r, n), ñî-
ñòàâëÿåò ïîäìíîãîîáðàçèå ïîëîâèííîé ðàçìåðíîñòè â îáúåìëþùåì àëãåá-
ðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. ßâëÿåòñÿ ëè îíî ëàãðàíæåâûì? Ñëó÷àé r = n
ñîâïàäàåò ñ îðèãèíàëüíûì ðåçóëüòàòîì Ä. Áûêîâà; êàê ìû óñòàíîâèëè â
Ñëåäñòâèè ýòî âåðíî è äëÿ r = 1. Îñòàåòñÿ ëè ýòî âåðíûì è äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî r < n? Åñëè äà, òî íà íàø âçãëÿä ýòî áûëî áû åñòåñòâåííûì
îáîáùåíèåì ëàãðàíæåâà âëîæåíèÿ ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ, ïîñòðî-
åííîãî â [4].
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