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Abstract: In the paper is given a survey of publications by Yu.F.
Borisov. Also we present some information and results on two-
dimensional manifolds of bounded curvature in the sense of A.D.
Alexandrov, metric foundations of Riemannian geometry, and Buse-
mann spaces, connected by the subject with publications and problems
of Borisov. At the end, we cite some reminiscences of A.D. Alexandrov,
Yu.F. Borisov, N.V. E�mov, Yu.G. Reshetnyak.

Keywords: isometric embedding, immersion, relativistic kinematics,
surface with parallel translation of vectors, two-dimensional manifold
of bounded curvature.

1 Ââåäåíèå

15 èþíÿ 2025 ãîäà èñïîëíèòñÿ 100 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ â Ëåíèíãðàäå
Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à Áîðèñîâà (1925�2007). Îí õàðàêòåðèçîâàí â íåêðî-
ëîëîãå [94], [95] êàê �çàìå÷àòåëüíûé ðóññêèé ãåîìåòð, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé íàóê, ïðîôåññîð, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòè-
òóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ�. Òàì æå ãîâîðèòñÿ î òîì,
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÷òî îñíîâíûå íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à îòíîñÿòñÿ ê êðó-
ãó èäåé, ââåäåííûõ â ãåîìåòðèþ åãî âåëèêèì ó÷èòåëåì � àêàäåìèêîì
Àëåêñàíäðîì Äàíèëîâè÷åì Àëåêñàíäðîâûì. Îñîáî îòìåòèì âàæíûå ðå-
çóëüòàòû Þ.Ô. Áîðèñîâà â òåîðèè äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îãðàíè÷åí-
íîé êðèâèçíû, ïîâåðõíîñòåé ñ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîâ âåêòîðîâ, C1,α-
èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé è âëîæåíèé ïîâåðõíîñòåé è àêñèîìàòè÷å-
ñêîì ïîñòðîåíèè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (õðîíîãåîìåòðèè).
Òàêæå îí ðåäàêòèðîâàë ñáîðíèê è ïóáëèêîâàë ñòàòüè, ïîñâÿùåííûå

ìåòîäîëîãè÷åñêèì è ôèëîñîôñêèì ïðîáëåìàì ìàòåìàòèêè [62], [63].
Þ.Ô. Áîðèñîâ îêîí÷èë ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ëåíèí-

ãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà â 1948 ãîäó, çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ
[47] â 1950 ã. è äîêòîðñêóþ [48] â 1962 ã. Â 1964 ã. Þðèé Ôåäîðîâè÷ ïå-
ðååõàë â Íîâîñèáèðñê è ñ òåõ ïîð è äî ïîñëåäíèõ äíåé æèçíè ðàáîòàë
â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ïðåïîäàâàë â ÍÃÓ, ãäå áûë îäèì èç ëó÷øèõ
ëåêòîðîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Ïðèâåäåì êàê ïðèìåð
åãî êóðñ ëåêöèé [61] è îïóáëèêîâàííûå çàïèñè íåêîòîðûõ ëåêöèé [42],
[43] ñïåöêóðñà 1968 ã. ïî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Âîñåìü àñïèðàíòîâ Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à Áîðèñîâà çàùèòèëè êàíäèäàò-

ñêèå äèññåðòàöèè: Ðóñèåøâèëè Ã.È. (1957), Äóòêåâè÷ Þ.Ã. (1964), Ôðàí-
ãóëîâ Ñ.À. (1971), Áåðåñòîâñêèé Â.Í. (1979), Óñîâ Â.Â. (1980), Èñàíîâ
Ò.Ã. (1980), Øåôåëü Ã.Ñ. (1986), Ïîäîêñåíîâ Ì.Í. (1989).
Îñíîâó ýòîé ñòàòüè ñîñòàâèë òåêñò ìîåãî äîêëàäà 7 ñåíòÿáðÿ 2015 ã.

â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ïîñâÿùåííîãî 90-
ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à Áîðèñîâà. ß ñìîã ñêàçàòü
òîãäà ëèøü î íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à è ïî-
ñòàâëåííûõ èì çàäà÷àõ. Â äîêëàäå ÿ âûðàçèë íàäåæäó, ÷òî ìîé äîêëàä
äîïîëíÿò âîñïîìèíàíèÿ êîëëåã è ó÷åíèêîâ î �òðóäàõ è äíÿõ� Þ. Ô.
Â òîì ÷èñëå òîãäà è ïîñëå ÿ ñòàðàëñÿ ñîáðàòü âîçìîæíî áîëåå ïîëíûé

ñïèñîê åãî ïóáëèêàöèé, îïóñòèâ åãî ïóáëèêàöèè ñ áîëåå ÷åì îäíèì ñî-
àâòîðîì, ñâÿçàííûå ñ þáèëåÿìè è íåêðîëîãàìè èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ.
Áîëüøóþ ïîìîùü â ýòîì ìíå îêàçàëà çàâ. áèáëèîòåêîé ÈÌ èì. Ñ.Ë.
Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ Èðèíà Íèêîëàåâíà Ñîêîëîâà. Íåêîòîðûå äîïîëíè-
òåëüíûå èñòî÷íèêè è íóæíóþ èíôîðìàöèþ ÿ èçâëåê èç êíèã è æóð-
íàëîâ ìîåé ëè÷íîé áèáëèîòåêè. Íî ÿ âñïîìíèë íåäàâíî, ÷òî â êàêîì-òî
âûïèñàííîì ìîèì áðàòîì Àëåêñàíäðîì (ïîçæå èíæåíåðîì-ýíåðãåòèêîì)
æóðíàëå �Çíàíèå-ñèëà� â äàëåêèå 1970 ãã. ÿ ÷èòàë â äîìå ìîèõ ðîäèòåëåé
ñòàòüþ Þ.Ô. Áîðèñîâà î C1,α-ïîâåðõíîñòÿõ. Íî ÿ íå ïîìíèë áîëüøå íè-
÷åãî îá ýòîé ñòàòüå. Ëèøü áëàãîäàðÿ ïîìîùè ñîòðóäíèêîâ ÃÏÍÒÁ ÑÎ
ÐÀÍ, â òîì ÷èñëå áèáëèîãðàôà 1 êàò. Àííû Àíäðååâíû Òóãîëóêîâîé è
áèáëèîòåêàðÿ Íèíû Ñåðãååâíû Êðèâöîâîé, ÿ óçíàë âûõîäíûå äàííûå
ýòîé ñòàòüè è ïîëó÷èë ñàìó ñòàòüþ [64]. Ñòàòüÿ âûøëà òî÷íî â ìåñÿö
ïîëó÷åíèÿ ìíîé äèïëîìà îá îêîí÷àíèè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÍÃÓ. Ýòà ñòàòüÿ ïðîÿñíèëà ìíå ìíîãîå î Þðèè Ôåäîðîâè÷å.
Ïîìèìî ïóáëèêàöèé Þ.Ô. Áîðèñîâà, â ñòàòüå óïîìèíàþòñÿ, ïðèâî-

äÿòñÿ èëè îáñóæäàþòñÿ òåìàòè÷åñêè ñâÿçàííûå ñ åãî èññëåäîâàíèÿìè
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ïîíÿòèÿ, ðåçóëüòàòû, ñòàòüè, êíèãè, âîñïîìèíàíèÿ ãåîìåòðîâ è îáçîð-
íûé äîêëàä À.Ä. Àëåêñàíäðîâà [4] íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì
êîíãðåññå 1958 ã. â Ýäèíáóðãå.
Èñòî÷íèêè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ðàñïîëîæåíû â îñíîâíîì â àëôàâèò-

íîì è õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå. Êðîìå òîãî, ïîðÿäîê ññûëîê íà Þ.Ô.
Áîðèñîâà ñëåäóþùèé: 1) ñòàòüè â ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëàõ [21] � [46],
2) àâòîðåôåðàòû äèññåðòàöèé [47], [48], 3) òåçèñû è òðóäû êîíôåðåíöèé,
ñèìïîçèóìîâ, ñúåçäîâ, ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî êîíãðåññà 1966
ãîäà â Ìîñêâå [49]�[57], 4) çàäà÷è [58], 5) äâà òåêñòà â êíèãå À.Ä. Àëåê-
ñàíäðîâà �Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè� [59], [60], 6) ëåêöèè [61], 7) ðåäàê-
òèðîâàíèå è ñòàòüÿ â ìåòîäîëîãè÷åñêîì ñáîðíèêå [62], [63], 8) ñòàòüè â
æóðíàëå è ãàçåòàõ [64]�[68], 9) âîñïîìèíàíèÿ [69].
Çàìåòèì, ÷òî �ãëàäêèé� â òåêñòàõ Þ.Ô. Áîðèñîâà îçíà÷àåò ïðèíàä-

ëåæíîñòü êëàññó C1, à ñåé÷àñ, íàïðèìåð, �ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå� èëè
�ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî� îáû÷íî îçíà÷àþò C∞-ìíîãîîáðàçèå è ðèìàíî-
âî ïðîñòðàíñòâî êëàññà C∞.
Ââèäó ñïåöèàëüíîãî õàðàêòåðà ñòàòüè ÿ ðåøèë, ÷òî äëÿ îñíîâíîãî

òåêñòà ñòàòüè ëó÷øå ïðèìåíèòü ðóññêèé ÿçûê.
Çàäóìûâàëàñü ñòàòüÿ îáúåìîì íå áîëåå 30 ñòðàíèö, íî ïîëó÷èëîñü 32

(â æóðíàëüíîì ôîðìàòå îêàçàëîñü 35 ñòðàíèö). Ïîòîì ðåøèë, ÷òî ýòî
çàìå÷àòåëüíî, òàê êàê 32 â äâîè÷íîé çàïèñè � 100000, è åùå ñòî (100 â
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå) èñòî÷íèêîâ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

2 Ïóáëèêàöèè Þ.Ô. Áîðèñîâà î äâóìåðíûõ ÌÎÊ ñ

êðàåì

Ðàáîòû Þ.Ô. Áîðèñîâà [21]�[23], [30], åãî êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ
[47], òåçèñû [54] è ëåêöèÿ [56] ïîñâÿùåíû ïîëíûì äâóìåðíûì ìíîãîîáðà-
çèÿì îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû (ÌÎÊ) ñ êðàåì, è ïîëíûì ÌÎÊ áåç êðàÿ.
Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ÌÎÊ äàíû â íà÷àëå ðàçäåëà 9.
Çàìåòèì, ÷òî [21] è [22] � ïåðâûå ñòàòüè î ÌÎÊ ïîñëå ñòàòåé À.Ä.Àëåê-

ñàíäðîâà. Ïðè ýòîì çàìåòêà [21] ïðåäñòàâëåíà àêàäåìèêîì Â.È. Ñìèð-
íîâûì 9 íîÿáðÿ 1948, â ãîä ïóáëèêàöèè ïåðâûõ äâóõ ñòàòåé [1], [2] À.Ä.
Àëåêñàíäðîâà î ÌÎÊ.
Â çàìåòêå [21] ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå òåîðåìû î êðàò÷àéøèõ íà

ÌÎÊ ñ êðàåì è ïðèëîæåíèÿ ýòèõ òåîðåì äëÿ îáîáùåíèÿ íà ðàññìàòðè-
âàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ Ñ.Ý. Êîí-Ôîññåíà
[74], ïîëó÷åííûõ äëÿ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.
Â òåîðåìå 1 èç ï. 1 �Óãîë� äëÿ äâóõ êðàò÷àéøèõ ñ îáùèì íà÷àëîì

äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå óãëà ìåæäó íèìè è äâóõ �óãëîâ ñåêòîðîâ�.
Â ï. 2 ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû 2 è 3 î ïîâîðîòå êðàò÷àéøåé. Ïåðâàÿ:

Òåîðåìà 1. Âñÿêàÿ êðàò÷àéøàÿ, èìåþùàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü, îãðàíè-
÷åííóþ ãåîäåçè÷åñêîé ëîìàíîé, èìååò ñî ñòîðîíû ýòîé ïîëóîêðåñòíî-
ñòè êîíå÷íûé íåïîëîæèòåëüíûé ïîâîðîò.
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Ï. 3 âêëþ÷àåò òåîðåìó 4 î ñóùåñòâîâàíèè êðàò÷àéøèõ, èìåþùèõ ñ
êðàåì ìíîãîîáðàçèÿ ëèøü îäíó îáùóþ òî÷êó. Äëÿ ýòîé òåîðåìû íåîáõî-
äèìî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû �âíóòðåííîñòè� ìíîãîîáðàçèÿ.
Òàêèå êðàò÷àéøèå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèÿõ èç ñòàòüè [21].
Â òåîðåìàõ 5 è 6 ñîîòâåòñòâåííî èç ï. 4 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü êðè-

âèçíû ñ ïîâîðîòîì äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ñ ïîìîùüþ
îáùåé òåîðåìû À.Ä. Àëåêñàíäðîâà îá óãëàõ òðåóãîëüíèêà â êîìïàêò-
íîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé äàåòñÿ ñðàâíåíèå
óãëîâ ãåîäåçè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà â ìíîãîîáðàçèè ñ óãëàìè ïëîñêîãî
òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè òîé æå äëèíû.
Òåîðåìû 3 è 6 ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü â òåîðåìå 7 èç ï. 5 �âàðèàöèþ

äëèíû l(s) êðàò÷àéøåé� ïðè ñìåùåíèè åå êîíöîâ âäîëü êðàÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ â ñâÿçè ñ óãëàìè, êîòîðûå êðàò÷àéøàÿ îáðàçóåò ñ êðàåì; ñîãëàñíî
ïîïðàâêå â [22], �ïðàâóþ ïðîèçâîäíóþ� l′(s) â òåîðåìå 7 íóæíî âçÿòü ñ
ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì.
Ïðèâîäèìûå â ï. 6 òåîðåìû 8�13 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåíåñåíèå òåî-

ðåì Êîí-Ôîññåíà íà ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Èõ äîêà-
çàòåëüñòâà îñíîâàíû íà òåîðåìå 7 è ïðîâîäÿòñÿ â îñíîâíîì òàê æå, êàê
ó Ñ.Ý. Êîí-Ôîññåíà. Òåîðåìû 8, 9, 10, 11 àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâåííî
òåîðåìàì 1, 2, 3, 4 èç [74].
Òåîðåìû 12 è 13 íå èìåþò ïðÿìîé àíàëîãèè ñ òåîðåìàìè èç [74].
Â òåîðåìå 12 ðàññìàòðèâàþòñÿ ÌÎÊ ñ êðàåì, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîïîëíå-

íèåì âûïóêëûõ îáëàñòåé â ÌÎÊ ïðè óñëîâèè, ÷òî îáëàñòü ãîìåîìîðô-
íà áåñêîíå÷íîìó êóñêó ïëîñêîñòè è âñÿêîå ñîäåðæàùååñÿ â íåé ìíîæå-
ñòâî èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó. Åñëè òàêîå ÌÎÊ íå ãîìåîìîðôíî
ïëîñêîñòè, òî îíî ìîæåò áûòü ëèøü ñëåäóþùåå: 1) ãîìåîìîðôíî ïîëó-
ïëîñêîñòè; 2) èçîìåòðè÷íî îáëàñòè íà ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîãî öèëèí-
äðà, îãðàíè÷åííîé ïðîñòîé çàìíóòîé êðèâîé; 3) èçîìåòðè÷íî ïëîñêîé
ïîëîñå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.
Â òåîðåìå 13 óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé

ïåòëè, îõâàòûâàþùåé ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M â ïîë-
íîì ÌÎÊ M, åñëè M ãîìåîìîðôíî ïëîñêîñòè è åãî êðèâèçíà ω(M) ≤ π.
Ñòàòüÿ [22] âêëþ÷àåò òåîðåìû î �ðàçðåçûâàíèè è ñêëåèâàíèè� ÌÎÊ.
Â òåîðåìàõ 1, 2 ï. 1 ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêâèâà-

ëåííîñòü ñóùåñòâîâàíèé óãëà ìåæäó êðèâûìè L1 è L2 â òî÷êå O ∈ L1, L2

è (ðàâíîãî åìó) ïðåäåëà óãëîâ ìåæäó êðàò÷àéøèìè OX, OY , X ∈ L1,
Y ∈ L2 ïðè X,Y → O.
Â ï. 2 îïðåäåëÿåòñÿ îäíîñòîðîííèé óãîë ìåæäó êðèâûìè L1, L2 ñî

ñòîðîíû îãðàíè÷åííîãî èìè ñåêòîðà ïðè îäíîì èç äâóõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 2. (3) Åñëè ñóùåñòâóåò óãîë ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî êðèâûìè
L1, L2, òî îäíîñòîðîííèé óãîë ìåæäó L1, L2 ñóùåñòâóåò è ðàâåí óãëó
ýòîãî ñåêòîðà.
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Òåîðåìà 3. (4) Åñëè êðèâàÿ èìååò ïîâîðîò îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî
îíà â êàæäîé òî÷êå èìååò íàïðàâëåíèå, ò.å. îáðàçóåò íóëåâîé óãîë ñ
ñàìîé ñîáîé.

Â ï. 3 çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî E â ÌÎÊ ñ êðàåì F íàçûâàåòñÿ êóñêîì
ìíîãîîáðàçèÿ F , åñëè èíäóöèðîâàííàÿ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ρE íà E
òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé èç F òîïîëîãèåé íà E.

Òåîðåìà 4. (5) Äëÿ âñÿêîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L â ÌÎÊ, èìåþùåé
ïîëóîêðåñòíîñòü UL, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåîäåçè÷åñêèõ
ëîìàíûõ Rn ⊂ UL, Rn → L, äëèíû êîòîðûõ ñõîäÿòñÿ ê äëèíå L.

Òåîðåìà 5. (6) Ïóñòü êðèâûå L1, L2, âõîäÿùèå â ãðàíèöó êóñêà E ìíî-
ãîîáðàçèÿ F , îãðàíè÷èâàþò ñåêòîð U ⊂ E ⊂ F è ïóñòü ìåæäó L1, L2

ñóùåñòâóåò îäíîñòîðîííèé óãîë ñî ñòîðîíû U , ðàâíûé α. Òîãäà îäíî-
ñòîðîííèé óãîë ìåæäó L1, L2 â êóñêå E ñóùåñòâóåò è ðàâåí α.

Îñíîâûâàÿñü íà ïîñëåäíåé òåîðåìå, ëåãêî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå èçîìåòðè÷íîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì êóñêó â ÌÎÊ (òåîðåìà 7).

Òåîðåìà 6. (8) Ïóñòü êðèâàÿ L, âõîäÿùàÿ â ãðàíèöó êóñêà E ìíîãîîá-
ðàçèÿ F , èìååò ïîâîðîò φ ñî ñòîðîíû ïîëóîêðåñòíîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ
â E. Òîãäà ïîâîðîò êðèâîé L, èçìåðåííûé â E, ñóùåñòâóåò è ðàâåí φ.

Â ï. 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêëåèâàíèå ÌÎÊ èç íåñêîëüêèõ ìíîãîîáðàçèé
ñ êðàåì. Â òåîðåìå 9 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
ýòîãî. Èç òåîðåìû 9 ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 10.

Òåîðåìà 7. (10) Åñëè êàæäîå èç ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì îãðàíè÷åíî êðè-
âîé ñ ïîâîðîòîì îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî äëÿ èõ ñêëåèâàåìîñòè íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëèíû îòîæäåñòâëÿåìûõ äóã áûëè ðàâíû.

Òåîðåìà 11 � âèäîèçìåíåíèå òåîðåìû 9 äëÿ ñêëåèâàíèÿ ÌÎÊ ñ ìåò-
ðèêîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû. Èç òåîðåìû 11 ëåãêî âûòåêàåò òåîðåìà
12, äàþùàÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ èçîìåòðè÷íîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ
êðàåì è çàìêíóòîé îáëàñòè íà áåñêîíå÷íîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ ñòàòüè [23] îãðàíè÷èìñÿ öèòèðîâàíèåì åå ïåðâîãî àáçàöà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîëóîêðåñòíîñòè êðèâîé â

ÌÎÊ. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî �â áåñêîíå÷íî ìàëîì� ãåî-
ìåòðèÿ ïîëóîêðåñòíîñòè êðèâîé òàêàÿ æå, êàê äëÿ ïëîñêîé êðèâîé, ó
êîòîðîé ïîâîðîò çàäàåòñÿ òîé æå ñàìîé ôóíêöèåé äëèíû. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî îòíîñèòñÿ ê âûðàæåíèÿì äëÿ âàðèàöèè äëèíû è ïëîùàäè. Â ïðèìå-
íåíèè ê èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ýòî äàåò ðåçóëüòàò, âïîëíå àíàëî-
ãè÷íûé èçâåñòíîìó äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èí-
òåðåñíûì òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íè îäíà êðèâàÿ ñ ïîâîðîòîì
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íå ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, íåðå-
ãóëÿðíîñòü ìåòðèêè âîîáùå íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò, à èìåííî, çàìêíó-
òàÿ êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ ïðè çàäàííîé äëèíå íàèáîëüøóþ ïëîùàäü,
èìååò â òî÷íîñòè ïîñòîÿííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó (â îáùåì ñëó÷àå
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ýòî íå èìååò ìåñòà, ÷òî îáíàðóæèâàåòñÿ íà ïðèìåðå). Äîêàçàòåëüñòâà
îñíîâàíû íà ââåäåíèè â ïîëóîêðåñòíîñòè êðèâîé íåêîòîðîãî àíàëîãà ïî-
ëóãåîäåçè÷åñêèõ êîîðäèíàò.
Â ñòàòüå [30] èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî óçêîé ïîëóîêðåñòíîñòè

ïðîñòîé äóãè ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé ïîâîðîòà íà äâóìåðíîì ÌÎÊ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, àíîíñèðîâàííûé â çàìåòêå [23] � ôîðìóëà äëÿ âà-
ðèàöèè äëèíû äóãè â òàêîé ïîëóîêðåñòíîñòè (òåîðåìà 4 ïàð. 3).

Òåîðåìà 8. (1). Ïóñòü L � ïðîñòàÿ äóãà ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöè-
åé ïîâîðîòà, UL � åå ïîëóîêðåñòíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ äóãàìè LA, LB,
èñõîäÿùèìè èç êîíöîâ A, B äóãè L è îáðàçóþùèìè ñ L óãëû α, β,

0 < α < θ(A)
2 , 0 < β < θ(B)

2 . Ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî n ≤ δ ÷àñòü ýêâèäèñòàíòû L(n) äóãè L, ñîäåðæàùàÿñÿ â UL, åñòü
ïðîñòàÿ äóãà ñ êîíöàìè íà LA, LB è ïîâîðîòîì îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Çäåñü θ(A), θ(B) � ïîëíûå óãëû âîêðóã òî÷åê A, B.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî θ(X) > 0 âî âñåõ òî÷êàõ X ∈ L.

Òåîðåìà 9. (2). Ïóñòü L � äóãà ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé ïîâîðîòà, L′

� äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê L ýêâèäèñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñîâìåñòíî
ñ L è êðàò÷àéøèìè lA, lB, èñõîäÿùèìè èç êîíöîâ A, B äóãè L, ãîìåî-
ìîðôíóþ êðóãó îáëàñòü G. Ïóñòü, äàëåå, α, β � óãëû ìåæäó L è êðàò-
÷àéøèìè lA, lB ñî ñòîðîíû G; α̃ = max{α − π

2 , 0}, β̃ = max{β − π
2 , 0};

σ(L), σ(L′) � âàðèàöèè ïîâîðîòîâ L, L′ ñî ñòîðîíû G. Òîãäà ïðè óñëî-

âèÿõ 0 < α < π − θ(A)
2 , 0 < β < θ(B)

2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

σ(L′) ≤ σ(L) + Ω(G) + α̃+ β̃.

Òåîðåìà 10. (3). Ïóñòü n > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî è îòíîñèòåëüíî
ýêâèäèñòàíòû L(n) ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû (1). Åñëè G(n)�

ãîìåîìîðôíàÿ êðóãó îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äóãàìè L, ̂A(n)B(n) ⊂ L(n),

ÂA(n) ⊂ LA, B̂B(n) ⊂ LB, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M ∈ G(n) ïðî-
õîäèò ýêâèäèñòàíòà L(n1), n1 < n, äëÿ êîòîðîé òàêæå ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå òåîðåìû (1).

Â ïàð. 2 ââîäÿòñÿ ýêâèäèñòàíòíûå êîîðäèíàòû (n, t), ââîäèìûå â ïî-
ëóîêðåñòíîñòè äóãè L, ãäå n � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî L. Êîîðäèíàòà t,
0 ≤ t ≤ 1, ââîäèòñÿ áîëåå ïðîèçâîëüíûì è äîñòàòî÷íî ñëîæíûì îáðàçîì.

Ïóñòü τ(X̂Y ) � ïîâîðîò äóãè X̂Y ⊂ L ñî ñòîðîíû îáëàñòè G(n1), â
êîòîðîé ââåäåíû êîîðäèíàòû (n, t), τ(X) � ïîâîðîò L â òî÷êå X ∈ L
ñî ñòîðîíû G(n1). Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Nt òî÷êó äóãè L ñ ïàðàìåòðîì t,
îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(t):

g(t) = −τ(ÂNt) +
∑

τ(Pi)>0

τ(Pi)−
∑

τ(Pi)>0

2 tg

(
τ(Pi)

2

)
.

Çäåñü ÂNt ⊂ L; Pi ∈ ÂNt; ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òî÷êàì Pi ∈
ÂNt, äëÿ êîòîðûõ τ(Pi) > 0 (ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê íå áîëåå ÷åì
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ñ÷åòíî). Ïî îïðåäåëåíèþ, g(0) = 0. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ g(t), 0 ≤ t ≤ 1,
èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ. Ââåäåì åùå ôóíêöèþ f(θ), îïðåäåëåí-
íóþ ïðè θ > 0 ðàâåíñòâîì

f(θ) =
{ − ctg θ, θ ≤ π/2;
π/2− θ, θ > π/2.

Òåîðåìà 11. (4). Ïóñòü ôóíêöèÿ n = n(t), 0 ≤ t ≤ 1, íåîòðèöàòåëüíà,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà è maxn(t) ≤ n1. Åñëè Kλ � äóãà â
G(n1), çàäàííàÿ â ýêâèäèñòàíòíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì n = λn(t),
0 ≤ λ < 1, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ äóãà Kλ èìååò êîíå÷íóþ
äëèíó s(λ) è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ds

dλ
|λ=0 =

∫ 1

0
n(t)dg(t) + n(0)f(α) + n(1)f(β),

ãäå α, β èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â òåîðåìå (1).

Â çàêëþ÷åíèå ñòàòüè [30] ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà (5); ìû å¼ îïóñòèì.

3 Ïîâåðõíîñòè ñ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì âåêòîðîâ

Íàçâàíèå ýòîãî ðàçäåëà � êîïèÿ íàçâàíèÿ îòäåëüíîãî, ïîñâÿùåííî-
ãî ðåçóëüòàòàì Þ.Ô. Áîðèñîâà, 7-ãî ðàçäåëà èç î÷åíü ¼ìêîãî îáçîðíîãî
äîêëàäà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà [4] íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîí-
ãðåññå 1958 ã. â Ýäèíáóðãå.
Â îáùåé ÷àñòè äîêëàäà ãîâîðèòñÿ: Íåñêîëüêî îòëè÷íûé (îò ìíîãî-

îáðàçèé îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû è ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîé âíåøíåé
êðèâèçíû) è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå áîëåå îáùèé ïîäõîä ê òåîðèè ïî-
âåðõíîñòåé ìîæåò áûòü îñíîâàí íà ïîíÿòèè ïààëëåëüíîãî ïåðåíîñà, êî-
òîðîå ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì êðèâèçíû âñëåäñòâèå èçâåñòíîé òåîðåìû Ãàóñ-
ñà � Áîííý. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà âäîëü êðèâîé ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí êàê âíóòðåííèì, òàê è âíåøíèì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì ïîñòðî-
åíèÿ Ëåâè-×èâèòû. Ïðè ñëåäîâàíèè ýòîìó íàïðàâëåíèþ èäåé îáúåêòîì
òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ
äëÿ äîñòàòî÷íî îáøèðíîãî ìíîæåñòâà êðèâûõ îïðåäåëåí ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ âåêòîðà. Òàêèå ïîâåðõíîñòè èçó÷åíû Þ.Ô. Áîðèñîâûì.
Â ïàð. 7.1 äîêëàäà îïèñûâàþòñÿ äâà âíåøíèõ (äàííûõ äàëåå) îïðåäå-

ëåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà âäîëü ëèíèè L ñ êîíöàìè A,B
íà ïîâåðõíîñòè F ∈ C1, ôàêòè÷åñêè ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà 13 è, êàê å¼
ñëåäñòâèå, íåñîâïàäåíèå â îáùåì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîâ äâóõ êîíñòðóêöèé
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ.
Â ïàð. 7.2 ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî Þ.Ô. Áîðèñîâ äîêàçûâàåò äàëåå (â

[25], III, ïðè ñîáëþäåíèè äëÿ ïîâåðõíîñòåé óñëîâèé èç [25], II), ÷òî ïàðàë-
ëåëüíûé ïåðåíîñ èìååò âíóòðåííèé ñìûñë. Åãî âíóòðåííåå îïðåäåëåíèå
ìîæåò áûòü äàíî äëÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð a
ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî ïî ãåîäåçè÷åñêîé, ò.å. ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé
ëèíèè, åñëè äëèíà âåêòîðà è óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ëèíèåé îñòàþòñÿ



216 Â.Í. ÁÅÐÅÑÒÎÂÑÊÈÉ

íåèçìåííûìè. Âíóòðåííèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé
ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü âïè-
ñàííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëîìàíûõ ñ åñòåñòâåííûì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó è
ýêâèâàëåíòåí âíåøíåìó ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Þ.Ô. Áîðèñîâûì, ÿâëÿþòñÿ äàëåêî íå ïðî-

ñòûìè, òàê êàê âíà÷àëå íóæíî äàòü âíóòðåííåå, íå çàâèñÿùåå îò ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ÷èñòî ìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåêòîðà (îñíîâàííîå íà ïîíÿ-
òèè íàïðàâëåíèÿ) íà ïîâåðõíîñòè è óãëà ìåæäó âåêòîðîì è êðàò÷àéøåé.
Â ðàáîòàõ [24] �[26], [31]Þ.Ô.Áîðèñîâ èçó÷àë íåðåãóëÿðíûå C1-ïîâåðõ-

íîñòè â R3, âîçìîæíî íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè âíåø-
íåé êðèâèçíû, è ãåëüäåðîâû êðèâûå â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, äîïóñ-
êàþùèå ââåäåíèå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.
×àñòü ðåçóëüòàòîâ èçëîæåíà â òåçèñàõ [49], [50].
Èçâåñòíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ íà ïîâåðõíîñòè F ∈ C2 åñòü êðèâàÿ, ó

êîòîðîé ãëàâíàÿ íîðìàëü â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüþ ê F.
Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòîãî ñâîéñòâà äàåò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. Åñëè æå òîëüêî F ∈ C1, óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ
òåðÿåò ñìûñë. Îäíàêî âûñêàçàííîå âíåøíå-ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî ãåî-
äåçè÷åñêèõ â íåêîòîðîì ñìûñëå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ F ∈ C1, åñëè ïîä
ãåîäåçè÷åñêîé ïîíèìàòü ëîêàëüíî êðàò÷àéøóþ. Â [24] ãåîäåçè÷åñêèå íà
F ⊂ R3 ñòðîÿòñÿ êàê ïðåäåëû íîðìàëüíûõ ëîìàíûõ.
Ëîìàíàÿ M0M2 . . .Mn+1, ãäå Mi ∈ F, i = 1, . . . n + 1; íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ïëîñêîñòü Pi = Mi−1MiMi+1

îðòîãîíàëüíà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê F â òî÷êå Mi. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 12. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, M1, M2

� åå òî÷êè, ñîäåðæàùèåñÿ â îáëàñòè UM1 ⊂ V ⊂ F , ãäå V � ìíî-
æåñòâî, ãîìåîìîðôíîå çàìêíóòîìó êðóãó, ïðè÷åì UM1 ñîäåðæèò çà-
ìêíóòûé ãåîäåçè÷åñêèé êðóã VM1 ñ öåíòðîì â òî÷êå M1 è ðàäèóñîì
ρF (M1,M2) (ρF � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè F ). Òîãäà òî÷-
êè M1, M2 ñîåäèíèìû êðàò÷àéøåé, ÿâëÿþùåéñÿ ïðåäåëîì íîðìàëüíûõ
ëîìàíûõ ñ òåìè æå êîíöàìè.

Â [25], I, ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèâàÿ L ñ êîíöàìè A,B íà ïîâåðõíîñòè
F ∈ C1. Ïóñòü M0 = A, M1, . . . , Mn = B � åå ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè,
Pi� êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè â Mi, i = 0, . . . , n. Åñëè ïðîåêöèÿ âåêòîðà
ai ∈ Pi íà Pi−1 ðàâíà ai−1, òî âåêòîð an = a(Ã) íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà a0 âäîëü ñèñòåìû òî÷åê Ã = {Mi}. Ïðå-
äåë âåêòîðîâ a(Ã) ïðè áåñêîíå÷íîì ñãóùåíèè òî÷åê ñèñòåì Ã íàçûâàåòñÿ
ðåçóëüòàòîì ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà a0 âäîëü êðèâîé L.
Äðóãàÿ êîíñòðóêöèÿ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà âäîëü ëèíèè L

ñ êîíöàìè A,B íà ïîâåðõíîñòè F ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ïðè ïðèìåíåíèè ñãóùàþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê A =
X0, . . . , Xn = B ïîñðåäñòâîì âðàùåíèÿ ïëîñêîñòè Pi âîêðóã ëèíèè Pi ∩
Pi+1 äî ñîâìåùåíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ Pi+1 è ïåðåíîñà âåêòîðà ai èç Pi â Pi+1.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóììèðóåò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç [25], I.
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Òåîðåìà 13. ×òîáû ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü êðèâîé L â ïåðâîì
ñìûñëå áûë îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî âåêòîðà è ñîõðàíÿë äëèíû âåêòîðîâ,
íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ñôåðè÷åñêîå èçîáðà-
æåíèå L äîëæíî èìåòü íóëåâóþ êâàäðàòè÷íóþ äëèíó; 2) íà ñôåðå äîëæ-
íà èìåòü íóëåâóþ îðèåíòèðîâàííóþ ïëîùàäü çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ñî-
ñòîÿùàÿ èç ïðîõîäèìûõ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ äâóõ ýêçåì-
ïëÿðîâ ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ êðèâîé L; 3) óñëîâèÿ 1) è 2) íåçàâèñè-
ìû; 4) óñëîâèå 1) ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó èç äâóõ óñëîâèé: a) äëèíà ïàðàë-
ëåëüíî ïåðåíîñèìîãî â ïåðâîì ñìûñëå âåêòîðà ñîõðàíÿåòñÿ íåçàâèñèìî
îò ñõîäèìîñòè íàïðàâëåíèé, b) ðåçóëüòàòû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ â
ïåðâîì è âòîðîì ñìûñëå ñîâïàäàþò; 5) ÷òîáû ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
âäîëü êðèâîé L âî âòîðîì ñìûñëå áûë îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî âåêòîðà è
ñîõðàíÿë äëèíû âåêòîðîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî óñëîâèå 2).

Çàìå÷àíèå 1. Â ñòàòüå [100] Â.Â. Óñîâà ñòðîèòñÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõ-
íîñòü ñ ãåîäåçè÷åñêîé, ñôåðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êîòîðîé íåñïðÿìëÿå-
ìî. Ýòà ãåîäåçè÷åñêàÿ èìååò ñâîåé �îñîáåííîñòüþ� òàêóþ òî÷êó, ÷òî
âñÿêèé îòêðûòûé îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó, èìå-
åò íåñïðÿìëÿåìîå ñôåðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå; ñôåðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå
ýòîé òî÷êè ëåæèò âíóòðè ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé.
Ýòà ïîâåðõíîñòü îïðîâåðãàåò ãèïîòåçó èç ìîíîãðàôèè [86] À.Â. Ïîãî-
ðåëîâà î ëîêàëüíîé ñïðÿìëÿåìîñòè ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ îòêðû-
òîé ãåîäåçè÷åñêîé äóãè íà âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè. Ðåçóëüòàò ñòàòüè
[100] áûë ïîëó÷åí åùå â äèïëîìíîé ðàáîòå åå àâòîðà (ÍÃÓ, 1971).

Â [25], II, èññëåäóþòñÿ ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ñ óñëîâèåì, ÷òî ïðîöåññ
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðîâ, ââåäåííûé â ñòàòüå [25], I, ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ìíîæåñòâå êðèâûõ îãðàíè÷åííîé äëèíû, ðàñïîëî-
æåííûõ â êîìïàêòíîé îáëàñòè G. Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó ÷òî

îòíîøåíèå θ2(M,N)
ρF (M,N) , ãäå θ(M,N) � óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè ê ïîâåðõíîñòè

F â òî÷êàõ M,N , ρF � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè F , ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê íóëþ, êîãäà ρF (M,N) → 0, M,N ∈ G.
Â [25], III, èññëåäóþòñÿ ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, ââåäåííûå â [25], II. Äî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûé â [25], I,
ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè. Èññëåäóåòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêàÿ êðèâèçíà è ïîâîðîò (èíòåãðàë îò ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíû) êðè-
âîé. Òàêæå äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû: 1) òåîðåìà Ãàóññà�Áîííå;
2) äëÿ çàäàííîé àääèòèâíîé ôóíêöèè èíòåðâàëîâ ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ñ
ïîâîðîòîì, ðàâíûì ýòîé ôóíêöèè.
Äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ íà òàêîé ïîâåðõíîñòè � ãëàäêàÿ

êðèâàÿ è êàñàòåëüíûé âåêòîð ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî âäîëü íåå.
Â [25], IV, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü F� ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé

ds2 = g11du
2
1+2g12du1du2+g22du

2
2, (u1, u2) ∈ D; gij(u1, u2) ∈ C1, i, j = 1, 2.
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Ïóñòü r(u1, u2) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè (u1, u2),

∆u1rui = rui(u1 +∆u1, u2)− rui(u1, u2),

∆u2rui = rui(u1, u2 +∆u2)− rui(u1, u2),

θ(M,N) � óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êàõ M è N, ρF
� âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè F.
Òîãäà ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

À: r(u1, u2) ∈ C1, ru1 × ru2 ̸= 0,
∆uj rui
∆uj

ruk
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê

1

2

(
∂gjk
∂ui

+
∂gik
∂uj

− ∂gij
∂uk

)
, i, j, k = 1, 2;

êîãäà ∆uj → 0, (u1, u2) ∈ Q ⊂ D, ãäå Q � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Â: îòíîøåíèå θ2(M,N)
ρF (M,N) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà

ρF (M,N) → 0, M,N ∈ Q ⊂ D, ãäå Q � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Â [26], II, óêàçàíû íåîáõîäèìûå ïîïðàâêè â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäå-
íèé è äîêàçàòåëüñòâàõ â ñòàòüÿõ [25], [26], I. Ýòî ó÷òåíî â òåîðåìå 13.

4 C1,α-èçîìåòðè÷åñêèå ïîãðóæåíèÿ

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ ïî ñâîåé îáùíîñòè

Òåîðåìà 15. (À.Â. Ïîãîðåëîâ, [86]). Çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü
â R3 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà â êëàññå âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé.

Îäíàêî âîçíèêàåò äðóãîé âîïðîñ:

Âîïðîñ 1. [69]. Ìîæíî ëè çàìêíóòóþ ãëàäêóþ âûïóêëóþ ïîâåðõíîñòü,
íàïðèìåð ñôåðó, èçîãíóòü áåç íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè?

Äæ. Íýø [81] ïðåäïîëîæèë è íàìåòèë äîêàçàòåëüñòâî â 1954 ã., à Ê¼é-
ïåð [79] ïîëíîñòüþ äîêàçàë â 1955 ã. ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 16. Êàæäîå n-ìåðíîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèåMn

ìîæíî C1-ãëàäêî è èçîìåòðè÷íî ïîãðóçèòü â R2n−1 è âëîæèòü â R2n.

Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå n = 2 ýòà òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå èçîìåòðè÷åñêîãî C1-ïîãðóæåíèÿ â R3 è èçîìåòðè÷åñêîãî C1-
âëîæåíèÿ â R4. Êðîìå òîãî, ëþáóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü â R3 ìîæíî
â êëàññå å¼ èçîìåòðè÷åñêèõ C1-ïîãðóæåíèé íåïðåðûâíî ïðîäåôîðìè-
ðîâàòü â ïîâåðõíîñòü, ëåæàùóþ â ñêîëü óãîäíî ìàëîì øàðå [71]. Êàê
ñëåäñòâèå, C1-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ àíàëèòè÷åñêîé âíóòðåííåé ìåòðè-
êîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ìîæåò íå áûòü âûïóêëîé. Ýòî ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî âíåøíÿÿ ãåîìåòðèÿ òàêèõ èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé ïî-
âåðõíîñòè íå ñâÿçàíà ñ å¼ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Òàê, ïî òåîðåìå Ê¼éïåðà, åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn ⊂ Rn+1 äîïóñêàåò èçîìå-

òðè÷åñêîå C1-ïîãðóæåíèå â ñêîëü óãîäíî ìàëûé øàð â Rn+1 äëÿ âñåõ
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n = 1, 2, . . . . Ýòîò ðåçóëüòàò Ê¼éïåðà îïðîâåðãàåò ñòàðóþ ãèïîòåçó, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé êàæäîå èçîìåòðè÷åñêîå C1-ïîãðóæåíèå f : Sn → Rn+1

ïðè n ≥ 2 êîíãðóýíòíî åäèíè÷íîé ñôåðå. (Åñëè f ∈ C2, òî îíî êîíãðó-
ýíòíî åäèíè÷íîé ñôåðå â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû æ¼ñòêîñòè) [76].
Ýòè óòâåðæäåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ èíòóèòèâíî ÿñíûìè è ïðîòèâîðå÷àò

íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèÿì. Â ñâî¼ âðåìÿ îíè îêàçàëèñü äëÿ ìíîãèõ
íåîæèäàííûìè è ïîñëóæèëè ñòèìóëîì äëÿ òîíêèõ èññëåäîâàíèé è ââå-
äåíèÿ íîâûõ âíåøíå-ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ
âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé ñîãëàñîâàíû.
Òàê, äëÿ ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèçíû â ñìûñëå À.Â.

Ïîãîðåëîâà [85], [86] ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ñèëüíûå ñâÿçè ìåæäó âíóò-
ðåííåé è âíåøíåé ãåîìåòðèÿìè ýòèõ ïîâåðíîñòåé (ñì. ðàçäåë 9).
Åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû, ñóùåñòâóþò ëè ÷èñëà α ∈ (0, 1) òà-

êèå, ÷òî ïîâåðõíîñòè êëàññà C1,α â R3 èìåþò îãðàíè÷åííóþ âíåøíþþ
êðèâèçíó èëè äëÿ êîòîðûõ âåðíû àíàëîãè òåîðåì Íýøà è Ê¼éïåðà. Ðå-
øåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ ïîñâÿùåíû äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ [48] è ìíîãèå
èññëåäîâàíèÿ Þ.Ô. Áîðèñîâà.
Â [25], I è [25], II, ñ ó÷åòîì [26], II äîêàçàíî: ÷òîáû îïðåäåëÿåìûé ïî-

ñðåäñòâîì åñòåñòâåííîé âíåøíåé êîíñòðóêöèè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðîâ âäîëü ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè F ∈ C1

èìåë âíóòðåííå-ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, íåîáõîäèìî F ∈ C1,1/2, è äîñòà-
òî÷íî F ∈ C1,α, α > 1/2.
Ýòî ïîçâîëÿåò â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îïðåäåëèòü êðèâèçíó äëÿ øèðîêîãî

êëàññà ìíîæåñòâ íà ïîâåðõíîñòè è óñòàíîâèòü å¼ ñâÿçü ñî ñôåðè÷åñêèì
èçîáðàæåíèåì ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó áûëà âûäâèíóòà òàêàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà 1. Åñëè F ∈ C1 è (F, ρF ) � ìíîãîîáðàçèå îãðàíè÷åííîé çíàêî-
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, òî èç óñëîâèÿ F ∈ C1,α îãðàíè÷åííîñòü âíåøíåé
êðèâèçíû ñëåäóåò ïðè α > 1/2 è íå ñëåäóåò ïðè α ≤ 1/2 äàæå â ñëó÷àå
àíàëèòè÷íîñòè ρF è ïîëîæèòåëüíîñòè ãàóññîâîé êðèâèçíû.

Çàìå÷àíèå 2. Â ïðèìå÷àíèè âíèçó ñòð. 153 â [99] ñêàçàíî, ÷òî ëèíåé-
íûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè F ∈ C1,α, 0 < α < 1, â èçîòåðìè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ èìååò ãëàäêîñòü C0,2α−ε ïðè α < 1/2 è C1,2α−ε ïðè α > 1/2
äëÿ ëþáîãî ε > 0.

Íà÷íåì îïèñàíèå ñòàòüè [26] ñ öèòèðîâàíèÿ åå íà÷àëà.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, ïîä÷èíåííûå òàêîìó óñëîâèþ:

åñëè ρ � âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè, òî θ(M,N)

[ρ(M,N)]2/3
→ 0, åñëè

ρ(M,N) → 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âûáîðà òî÷åê M,N ∈ G, ãäå G
� ëþáàÿ îáëàñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Êëàññ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé

îáîçíà÷àåòñÿ C
1,2/3
0 . Åñëè â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü F

çàäàåòñÿ â ïîäõîäÿùèõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì z = f(x, y),
ãäå f èìååò ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α > 2/3, òî F ∈ C
1,2/3
0 . Òî åñòü C1,α ïðè α > 2/3.



220 Â.Í. ÁÅÐÅÑÒÎÂÑÊÈÉ

Öåëü ñòàòüè � ïîêàçàòü, ÷òî â êëàññå C
1,2/3
0 íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà

âíóòðåííþþ ìåòðèêó îáåñïå÷èâàþò �õîðîøèå� âíåøíå-ãåîìåòðè÷åñêèå
ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè (âïëîòü äî àíàëèòè÷íîñòè). Èçâåñòíî, (ñì. [79],[81]),
÷òî ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàþò.

Âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü F ∈ C
1,2/3
0 ïðèíàäëåæèò êëàññó, îïðåäåëåííîìó â

[25], II, îáîçíà÷àåìîìó C
1,1/2
0 , è ïîýòîìó äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû

èç [25], II è [25], III, â òîì ÷èñëå òåîðåìà Ãàóññà�Áîííý ([25], III, ïàð. 2).
Ðåçþìå [26]: Åñëè ïîâåðõíîñòü F ∈ C1,α, α > 2/3, � ìíîãîîáðàçèå

ïîëîæèòåëüíîé, íóëåâîé èëè îòðèöàòåëüíîé âíóòðåííåé êðèâèçíû, òî
ñôåðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå F åñòü ïðåîáðàçîâàíèå îãðàíè÷åííîé âàðèà-
öèè â ñìûñëå Áàíàõà;
1) åñëè

g11du
2
1 + 2g12du1du2 + g22du

2
2, gij ∈ Ck, k > 4,

� ôîðìà ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, è r(u, v) ∈ C1,α, α > 2/3,� ðåøåíèå
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé r2u = g11, rurv = g12, r

2
v = g22, òî

r(u, v) ∈ Ck−1;
2) äâå èçîìåòðè÷íûõ ïîâåðõíîñòè F1, F2 ∈ C1,α, α > 2/3, ïîëîæèòåëü-

íîé âíóòðåííåé êðèâèçíû êîíãðóýíòíû.
Íà îñíîâàíèè öèòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ èç [26], ïåðâîå óòâåðæäåíèå

ãèïîòåçû óäàëîñü äîêàçàòü ïðè çàìåíå óñëîâèÿ α > 1/2 óñëîâèåì α >
2/3 (çàìåíåííûì ðàâåíñòâîì α = 2/3 â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå Ñ.Ç.
Øåôåëÿ). Ýòîò ðåçóëüòàò íå óäàëîñü óëó÷øèòü è ïåðâîå óòâåðæäåíèå
ãèïîòåçû 1 îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
Â [29], V n � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ, C l,α-èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå ïðîñòðàíñòâà V n â

åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rm îáëàäàåò ðåãóëÿðíîñòüþ C l,α, åñëè íè â îä-
íîé òî÷êå îíî íå ÿâëÿåòñÿ C l,α′

-èçîìåòðè÷åñêèì äëÿ α′ > α. Ìíîæåñòâî
âñåõ ïîãðóæåíèé, îáëàäàþùèõ ðåãóëÿðíîñòüþ C l,α, íàçûâàåòñÿ êëàññîì
ïîãðóæåíèé C l,α. Ìíîæåñòâî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé íàçûâà-
åòñÿ êëàññîì A. Êëàññ ïîãðóæåíèé áóäåì íàçûâàòü óíèâåðñàëüíûì äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè n, åñëè âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî V n äîïóñêàåò ëî-
êàëüíîå ïîãðóæåíèå äàííîãî êëàññà â Rn+1. Èç äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-
ìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî êëàññ A ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ðàçìåðíîñòè 2, íî íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì äëÿ ïðîñòðàíñòâ âûñøèõ ðàç-
ìåðíîñòåé. Ñóùåñòâóþò ëè äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè ≥ 2 óíèâåð-
ñàëüíûå êëàññû è êàêîâû îíè? Ýòîò âîïðîñ èìååò äâîÿêèé ñìûñë.
Åñëè n = 2, òî ðå÷ü èäåò î òîì, ìîæíî ëè ïîâåðõíîñòÿì çàðàíåå ïðåä-

ïèñûâàòü îïðåäåëåííóþ ñòåïåíü ðåãóëÿðíîñòè íåçàâèñèìî îò ñâîéñòâ èõ
âíóòðåííåé ìåòðèêè. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü íåîáõîäèìî ñâÿçàíà ñ íàðóøå-
íèåì ëþáîé ñâÿçè ìåæäó âíóòðåííåé è âíåøíåé ãåîìåòðèåé ïîâåðõíîñòè.
Ïðè n > 2 ðå÷ü èäåò åùå è î âîçìîæíîñòè çà ñ÷åò îñëàáëåíèÿ ðåãó-

ëÿðíîñòè ïîãðóæåíèÿ îáåñïå÷èòü ëîêàëüíóþ ïîãðóæàåìîñòü â Rn+1.
Ïåðâûé èç èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò èç ðàáîò [79], [81]:
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Òåîðåìà 17. Êëàññ ïîãðóæåíèé C1,0 � óíèâåðñàëüíûé äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Èç öèòèðîâàííîãî âûøå ðåçóëüòàòà â [26] âûòåêàåò

Òåîðåìà 18. Ïðè ëþáîì l > 1 è ïðîèçâîëüíîì α, à òàêæå ïðè l =
1 è α > 2/3 êëàññ ïîãðóæåíèé C l,α íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ
ïðîñòðàíñòâ V 2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêó ïðîòèâîïîëîæíîãî õàðàêòåðà.

Òåîðåìà 19. Ïðè ëþáîì α < 1/(n2 + n + 1) êëàññ ïîãðóæåíèé C1,α

ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ ïðîñòðàíñòâ V n.

Ïðè n = 2 îãðàíè÷åíèå äëÿ α èìååò âèä α < 1/7. Ñïðàâåäëèâà ëè
òåîðåìà 19 äëÿ ðàçìåðíîñòåé n > 2, íå èçâåñòíî. Âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

Ãèïîòåçà 2. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ëþáîé ðàçìåðíîñòè êëàññû ïîãðóæå-
íèé C1,α ïðè α ≤ 1/2 ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè; äðóãèõ óíèâåðñàëüíûõ
êëàññîâ (êðîìå êëàññà A äëÿ ïðîñòðàíñòâ V 2) íå ñóùåñòâóåò.

Ìû îïóñòèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 4 èç [29].

Òåîðåìà 20. [32] Ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åííîé âíåøíåé è ïîëîæèòåëü-
íîé ãàóññîâîé (â îáîáùåííîì ñìûñëå) êðèâèçíû ëîêàëüíî âûïóêëà (êàæ-
äàÿ åå òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ âûïóêëîé ïîâåðõíîñòüþ).

Îáúåäèíåíèå òåîðåì 8 è 9 èç [98] äàåò ñëåäóþùåå óñèëåíèå.

Òåîðåìà 21. Ïóñòü F � C1,α-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, α > 2/3. Åñëè
ïî ñâîåé âíóòðåííåé ãåîìåòðèè F ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
åì íåîòðèöàòåëüíîé, íåïîëîæèòåëüíîé èëè íóëåâîé êðèâèçíû, òî åå
îáðàç ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè èìååò âíóòðåííþþ ìåòðèêó òîãî
æå êëàññà. Ïðè ýòîì F åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, íîðìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ñåäëîâàÿ ïîâåðõíîñòü èëè íîðìàëü-
íàÿ ðàçâåðòûâàþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü (ñì. [98]).

Â áîëüøîé ðàáîòå [45] íà îñíîâàíèè �äåôîðìàöèîííîé òåîðåìû� (òåî-
ðåìà 1), äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé çàíèìàåò ïîäàâëÿþùóþ ÷àñòü ñòàòüè è
ñîäåðæèò äîâîëüíî ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ, äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû. Â òåîðåìå 2 äîêàçàíî, ÷òî â êëàññå C1,α ïðè α < 1/13 âîçìîæ-
íî íåïðåðûâíîå èçãèáàíèå àíàëèòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé
ãàóññîâîé êðèâèçíû ñ ïîòåðåé ëîêàëüíîé âûïóêëîñòè, à òåì ñàìûì è
îãðàíè÷åííîñòè âíåøíåé êðèâèçíû. Ýòîò ðåçóëüòàò äîïîëíåí òåîðåìîé
3 îá àíàëîãè÷íîì èçãèáàíèè ïëîñêîñòè â ïîâåðõíîñòè, íå ñîäåðæàùèå
ïðÿìûõ. Â êîíöå ïàðàãðàôà 1 óêàçàí ñïîñîá óñèëåíèÿ òåîðåìû 1 ïðè
ñîõðàíåíèè ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà, ïîçâîëÿþùèé çàìåíèòü â òåîðåìå 2
óñëîâèå α < 1/13 óñëîâèåì α < 1/7. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò Þ.Ô. Áîðèñîâ
àíîíñèðîâàë â òåîðåìå 19 ïðè n = 2; ïðè n > 2 îíà íå äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû 1 (â ÷àñòíîñòè, âåð-
íî ëè å¼ ïåðâîå èëè âòîðîå óòâåðæäåíèå) è 2 îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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5 Äðóãèå ïóáëèêàöèè Þ.Ô. Áîðèñîâà ïî ãåîìåòðèè

Â ðàáîòå [28] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 22. Ïóñòü ïëîñêàÿ îáëàñòü G çâåçäíî-âûïóêëà îòíîñèòåëüíî
òî÷åê îáëàñòè G0 ⊂ G, (ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñÿêîãî ëó÷à, èñõîäÿùåãî èç
òàêîé òî÷êè, ñ G ñâÿçíî). Ïóñòü, äàëåå, çàäàíû äâà íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèÿ f1 è f2 îáëàñòè G â R3, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ
âñÿêîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé K ⊂ G åå îáðàçû f1(K), f2(K) èìåþò äëè-
íó, ðàâíóþ äëèíå K. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
φ(X; t), X ∈ G, t ∈ [0, 1] òàêàÿ, ÷òî
1) φ(X, 0) = f1(X), X ∈ G;
2) φ(X, 1) = f2(X), X ∈ G;
3) Ïðè ëþáîì t0 ∈ [0, 1], φ(·, t0) ïåðåâîäèò âñÿêóþ ñïðÿìëÿåìóþ êðè-

âóþ K ⊂ G â êðèâóþ òîé æå äëèíû.

Â ðàáîòàõ [39] è [40] íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî êîíãðóýíòíîñòè ïàðà-
ìåòðèçîâàííîé äëèíîé äóãè êðèâîé â (ïñåâäî)åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ñ äàííûìè êðèâèçíàìè (è ñèã-
íàòóðîé) ïðè ñíÿòèè àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèé (â òîì ÷èñëå ïðåäïîëîæå-
íèÿ î íåïðåðûâíîñòè êðèâèçí). Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì êîíå÷íîìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, n ≥ 2.

Îïðåäåëåíèå 1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ïóòü γ(t), t ∈ I, â Rn

íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, åñëè |γ′(t)| ≡ 1.

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ â Rn îáîçíà-
÷èì V (Rn). Äëÿ ôóíêöèé r, ei : I → V (Rn), ãäå (e1, . . . em) � îðòîíîð-
ìàëüíàÿ ñèñòåìà, ôóíêöèÿ r⊥(e1,...em) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

r⊥(e1,...em) = r −
m∑
j=1

(r · ej)ej . (1)

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèè κ1, . . . , κn−1 : I → R íàçûâàþòñÿ êðèâèç-
íàìè ïîðÿäêîâ 1, . . . , n − 1 ñòàíäàðòíîãî ïóòè γ : I → Rn, åñëè ñó-
ùåñòâóåò îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ei →
V (Rn), i = 1, . . . , n − 1, ñî ñâîéñòâàìè: 1) e1 = γ′; 2) κm = |κm| ïðè
m = 1, . . . , n−1, ãäå κm = r′⊥(e1,...em), à ïðè m < n−1, êðîìå òîãî, κm > 0

âñþäó íà I è em+1 = κm/κm.
Áåðÿ ïðè κn−1 = 0 â êà÷åñòâå en(t) ëþáîé èç äâóõ âåêòîðîâ, îá-

ðàçóþùèõ ñ (e1(t), . . . en−1(t)) îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ â V (Rn), à ïðè
κn−1(t) ̸= 0 ïîëàãàÿ en(t) = κn−1/κn−1(t), ïîëó÷èì n-âåêòîðíèê Ôðåíå
ïóòè γ.

Òåîðåìà 23. (îñíîâíàÿ) [39]. Ïóñòü n ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, I ⊂ R�
ïðîìåæóòîê, φi : I → R, i = 1, . . . , n− 1, � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1. Ïóñòü ôóíêöèè φi óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(a) âñþäó íà I, φn−1 ≥ 0 è φi > 0 ïðè i < n− 1;
(b) êàæäàÿ èç ôóíêöèé φi èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé ïóòü γ : I → Rn ñ êðèâèçíàìè κi =

φi, i = 1, . . . , n− 1, îáëàäàþùèé n-âåêòîðíèêîì Ôðåíå.
2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàíäàðíîãî ïóòè γ : I → Rn ñ êðèâèçíàìè

κi = φi, i = 1, . . . , n−1, îïðåäåëÿåìîãî ñâîèìè êðèâèçíàìè ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíãðóýíòíîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé (a),
(b), ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:
(c) ìíîæåñòâî {t ∈ I : φn−1(t) > 0} ñâÿçíî.

Òåîðåìà 24. [40]. Ñòàíäàðòíûé ïóòü γ â Rn, ñ êðèâèçíàìè κ1, . . . κm−1,
m ≤ n, ëåæèò â íåêîòîðîé (m− 1)-ìåðíîé ïëîñêîñòè Pm−1 ïðîñòðàí-
ñòâà Rn â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà κm−1 ≡ 0. Ïëîñêîñòü Pm−1

îïðåäåëåíà ïóòåì γ îäíîçíà÷íî.

Â èíòåðåñíîé áîëüøîé ñòàòüå [41] Þðèé Ô¼äîðîâè÷ îïðåäåëÿåò âåê-
òîðíóþ êðèâèçíó n-ìåðíîé C2-ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè Fn â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ïðîèçâîëüíîé å¼ òî÷êè X0. Äîêàçûâàåòñÿ îáîáùå-
íèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ãàóññà äëÿ 2-ìåðíîé C3-ðåãóëÿðíîé ïîâåðõ-
íîñòè â R3, ïðèâîäÿùåå ê âûðàæåíèþ ñåêöèîííûõ êðèâèçí ðèìàíîâà
ïðîñòðàíñòâà F̃n, ñîîòâåòñòâóþùåãî C3-ðåãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè Fn, ÷å-
ðåç õàðàêòåðèñòèêè å¼ âåêòîðíûõ êðèâèçí.
Ê ñîæàëåíèþ, çäåñü íåò âîçìîæíîñòè ïðèâåñòè äîñòàòî÷íî êîðîòêèå

è òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ ýòîé ñòàòüè.

6 Î êëàññè÷åñêîé è ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêå

Ìû èçëàãàåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû èç [27], [34]�[36], [46].
�Êëàññè÷åñêàÿ êèíåìàòèêà� � ãàëèëååâà êèíåìàòèêà, �ðåëÿòèâèñòñêàÿ

êèíåìàòèêà� � êèíåìàòèêà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Âûáîð íàçâàíèÿ ýòîãî ðàçäåëà ñëåäóåò íàçâàíèÿì ñòàòåé [35], [46] è â

áîëüøåé ñòåïåíè òåêñòó [57]; ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå âûäåðæêè îòòóäà.
1. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà ñîáûòèé â òåî-

ðèè îòíîñèòåëüíîñòè (�ðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåìàòèêà�) îïðåäåëåíà ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, îïèñûâàþùèìè å¼ àâòîìîðôèçìû â ñïåöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò. Â ñòàòüå [9] À.Ä. Àëåê-
ñàíäðîâà è Â.Â. Îâ÷èííèêîâîé äîêàçàíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñò-
âà-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî, ñîõðàíÿþùèå ñåìåéñòâî òåëåñíûõ ñâåòîâûõ �êî-
íóñîâ áóäóùåãî�, ÿâëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Ëîðåíöà. Ýòî ïîçâîëèëî òðàêòîâàòü òåîðåìó î êîíóñàõ êàê ñîâïàäåíèå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ñîáûòèé ñ åãî ïðè÷èí-
íî-ñëåäñòâåííîé ñòðóêòóðîé. Ðàçâèòèå ýòîé èäåè ïðèâåëî ê ñåðèè ðàáîò
ïî òåîðèè, íàçâàííîé �õðîíîãåîìåòðèåé�.
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2. Îáîáùåíèÿ òåîðåìû î êîíóñàõ ðàçíîîáðàçíû. Â ðàáîòå [27] äîêàçàíà
òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîèçâîëüíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîõðàíÿþùèõ èçîòðîïíîñòü âåêòîðîâ, è ñäåëàíà ïîïûòêà îáúÿñ-
íèòü ÷åòûðåõìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Áîëüøàÿ ñåðèÿ äàëüíåé-
øèõ ðàáîò À.Ä. Àëåêñàíäðîâà è åãî ó÷åíèêîâ ïîñâÿùåíà îñëàáëåíèþ
óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà êîíóñû â èñõîäíîé òåîðåìå èç [9]. Îñíîâíîé çà-
äà÷åé õðîíîãåîìåòðèè, ïîñòàâëåííîé À.Ä. Àëåêñàíäðîâûì è ïîêà íåðå-
øåííîé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîå âûÿñíåíèå ñâÿçè ìàêñèìàëüíî îäíîðîäíûõ óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêîé.
3. Ïàðàëëåëüíî ñ õðîíîãåîìåòðèåé â 70-õ ãã. Þ.Ô. Áîðèñîâûì ïî-

ñòðîåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà àêñèîì ðåëÿòèâèñòcêîé êèíåìàòèêè, îïèñû-
âàþùàÿ â íàäëåæàùåé ôîðìå ñëåäóþùèå ôàêòû.
1) Âñÿêîå îòíîñèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî � òðåõìåðíîå åâêëèäîâî, à ñî-

îòâåòñòâóþùåå âðåìÿ íàäåëåíî ñòðóêòóðîé íàïðàâëåííîé ïðÿìîé.
2) Äâå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà íåðàçëè÷èìû ïî èõ ïîëîæåíèþ

â ìíîæåñòâå òàêèõ ñèñòåì (�ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè�)
3) Ñòðóêòóðà êèíåìàòèêè äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíî-

ãî îáíàðóæåíèÿ. (Ýòî, â îòëè÷èå îò 1) è 2), íåâåðíî äëÿ ãàëèëååâîé
êèíåìàòèêè, Â.Á.).
Â [27] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 25. Âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå (ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà)
Rn
k , ñîõðàíÿþùåå èçîòðîïíîñòü âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì.

Çàìå÷àíèå 4. Èç ïîÿñíåíèé â [27] ñëåäóåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå áîëåå
òî÷íàÿ ñëîâåñíàÿ ôîðìóëèðîâêà äîêàçàííîé òàì òåîðåìû ñëåäóþùàÿ:
Âñÿêàÿ áèåêöèÿ (ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà) Rn

k , êîòîðàÿ âìåñòå ñ
îáðàòíîé ê íåé áèåêöèåé ñîõðàíÿåò èçîòðîïíîñòü âåêòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ
àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Åñòåñòâåííî ïîäðàçóìåâàåìîå ôîðìóëè-
ðîâêîé òåîðåìû 25 áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ñòàòüå Ñ.Í.
Àñòðàêîâà [12]. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ôîðìóëèðîâîê, äîêàçàòåëüñòâà
â [27] è [12] âåñüìà íåïðîñòû â ñðàâíåíèè ñ [9].

Äàíî àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ïóñòü
G � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà Rn

k , ñîõðàíÿþùèõ
èçîòðîïíîñòü âåêòîðîâ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àêñèîì.

Ïîñòóëàò 1. Åñëè âåêòîð AB ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé è g ∈ G, òî
âåêòîð A′B′, ãäå A′ = g(A), B′ = g(B) ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé.

Ïîñòóëàò 2. Äëÿ ëþáîãî k′ ̸= k, Rn
k′ íå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå 1.

Ïîñòóëàò 3. Ïðè n′ > n àêñèîìû 1 è 2 íåñîâìåñòíû.

Òåîðåìà 26. Àêñèîìû 1�3 âûïîëíÿþòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà n = 4, k = 1. Ïðè ýòîì G åñòü ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
(èçìåíåíèå çíàêà ó x4 íå èñêëþ÷àåòñÿ), äîïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ïîäîáèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì êîýôôèöèåíòîì.
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Èçëîæèì ðåçóëüòàòû ñòàòüè [34].
Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ-�ñîáûòèé�. Â M âûäåëåíî ñåìåé-

ñòâî D ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ �èíåðöèàëüíûìè äâèæåíèÿìè�. Êðîìå
òîãî, çàäàíî ñåìåéñòâî K âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé íà àðèô-
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R4, íàçûâàåìûõ �èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè
îòñ÷åòà�, ñâÿçàííûõ ñ ñåìåéñòâîì D ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
1) Åñëè S ∈ K è ìíîæåñòâî I òàêîâî, ÷òî S(I) � ìíîæåñòâî â R4,

çàäàâàåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé xi = ai, i = 1, 2, 3 ãäå ai � ïîñòîÿííûå,
òî I ∈ D.
2) Åñëè I ∈ D è S ∈ K, òî S(I)� ìíîæåñòâî â R4, çàäàâàåìîå ñèñòåìîé

óðàâíåíèé xi = ai + vix4, i = 1, 2, 3, ãäå ai, vi � ïîñòîÿííûå.
Åñëè S, S′ ∈ K, òî ïî îïðåäåëåíèþ fSS′ = S ◦ S′−1.
Ïóñòü S, S′ ∈ K. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S′ ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî S,

åñëè âñÿêîå ìíîæåñòâî I, çàäàâàåìîå â ñèñòåìå S′ óðàâíåíèÿìè èç ï.
1), çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òàêîãî æå âèäà è â ñèñòåìå S. Èíà÷å áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî S′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî S. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå
R4 ñ ìàòðèöåé â SO(3)× 1 íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì.

Ïîñòóëàò 4. Ñóùåñòâóþò òàêèå S, S′: S′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî S.

Ïîñòóëàò 5. a) Åñëè S ∈ K, φ � òðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ñó-
ùåñòâóåò òàêîå S′ ∈ K, ÷òî fSS′ = φ.
b) Åñëè S, S′ ∈ K è S′ ïîêîèòñÿ îòíîñèòåëüíî S, òî fSS′ � òðèâè-

àëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïîñòóëàò 6. Åñëè I ∈ D, S ∈ K, φ � òðèâèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå Ĩ ∈ D, ÷òî S(Ĩ) = φ(S(I)).

Ïîñòóëàò 7. Åñëè S1, S
′
1, S2 ∈ K, òî ñóùåñòâóåò S′

2 ∈ K: fS2S′
2
= fS1S′

1
.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî S ∈ K ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé
âèäà fSS′, ãäå S′ ∈ K, îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ïðå-
îáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 27. Åñëè ñåìåéñòâî D è ñåìåéñòâî K óäîâëåòâîðÿþò ïîñòó-
ëàòàì 4�7, òî åñòü ëèøü äâå èñêëþ÷àþùèå äðóã äðóãà âîçìîæíîñòè:
1) äëÿ ëþáîãî S ∈ K ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà fSS′ , ãäå

S′ ∈ K, ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ;
2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî c > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî S ∈

K ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà fSS′ , ãäå S′ ∈ K, ñîâïàäàåò ñ
ãðóïïîé âñåõ c-ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Êàæäàÿ èç íèõ ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîé ìîäåëè ñèñòåìû ïîñòóëà-

òîâ 4�7, ïðè ýòîì âòîðàÿ âîçìîæíîñòü ðåàëèçóåòñÿ ïðè ëþáîì c > 0.

Îòìåòèì, ÷òî â âûäåëåííîé âûøå êóðñèâîì ÷àñòè òåêñòà [57] 2003 ã.
Þ.Ô. Áîðèñîâ íå óïîìèíàåò ñâîè ðàáîòû [35], [36] 1986, 1987 ãã. Òàì æå
îí ãîâîðèò î ïîëíîé ñèñòåìå àêñèîì ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêè â [34].
ß ïîíèìàþ ýòî êàê ïîçâîëåíèå Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à îãðàíè÷èòüñÿ êðàò-

êèìè öèòàòàìè èç åãî îáùèõ îïèñàíèé ñîäåðæàíèÿ ñòàòåé [35], [36], [46].
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Â ñòàòüå [35] èçëîæåí ïîäõîä ê êèíåìàòèêå, íàìå÷åííûé â ðàáîòå [34].
Íà÷àëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêîé êèíåìàòèêè îá �îòíîñèòåëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå�, îïðåäåëÿåìîì èíåðöèàëüíûì òåëîì îòñ÷åòà, î ñîîò-
âåòñòâóþùåì åìó �ìåñòíîì âðåìåíè� è èõ ñòðóêòóðàõ � åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè è �õðîíîìåòðèè� � ôîðìàëèçóþòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîíÿòèÿ êèíå-
ìàòèêè â ìíîæåñòâå ñîáûòèé. Â òåðìèíàõ êèíåìàòèêè ôîðìóëèðóþòñÿ
çàêîí èíåðöèè (ïîñòóëàò I) è êèíåìàòè÷åñêèé èíâàðèàíò ïðèíöèïà îòíî-
ñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ (ïîñòóëàò II). Âûïîëíåíèå ïîñòóëàòà III ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîé îáíàðóæèìîñòè êèíåìàòèêè.
Òåîðåìà 14 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ïîñòóëàòû I�III íåïðîòèâîðå÷èâû è îïðå-
äåëÿþò ðåëÿòèâèñòñêóþ êèíåìàòèêó.
Ââèäó òåîðåìû 7 è îïðåäåëåíèÿ 5 (èç [35]), ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü

ïîñòóëàòû I, II ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó ïîñòóëàòîâ, îáùèõ äëÿ
êëàññè÷åñêîé è ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèê â òîì ñìûñëå, ÷òî îáùèå
ñâîéñòâà êèíåìàòèê èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ýòèõ ïîñòóëàòîâ.
Â ïàð. 1 ñòàòüè [36] ãîâîðèòñÿ: ââåäåííûé â [35] ïîñòóëàò I âûðàæàåò

îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðîé τK è âðåìå-
íåì BK â ìíîæåñòâå ñîáûòèé ñ êèíåìàòèêîé K. Â êèíåìàòèêå K, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ïîñòóëàòàì I è II èç [35], ñâÿçü ìåæäó τK è BK îêàçûâà-
åòñÿ âåñüìà æåñòêîé, à èìåííî: âðåìÿ BK îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâåííîé
ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà ñîáûòèé τK îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî âîçìîæ-
íîãî èçìåíåíèÿ îðèåíòàöèè ìåñòíîãî âðåìåíè BT äëÿ âñåõ îòíîñèòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ T ∈ τK .
Äàíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû) è óêàçàíû ñëåä-

ñòâèÿ ýòîé òåîðåìû, èìåþùèå îòíîøåíèå ê êðèòèêå êîíâåíöèàëèñòñêîé
òðàêòîâêè îäíîâðåìåííîñòè ñîáûòèé è ðàâåíñòâà ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè.
Àííîòàöèÿ è êðàòêîå ââåäåíèå ê [46] ñîäåðæèò ñëåäóþùåå.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîãè÷åñêèå îñíîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêè,

ñâÿçàííûå ñ îñëàáëåíèåì áàçèñíûõ ãèïîòåç.
Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñòàòüè, óêàçàííûé â åå çàãëàâèè, âûâîäèòñÿ èç òåî-

ðåìû, äîêàçàííîé â [35], â ñâîþ î÷åðåäü îñíîâàííîé íà ðåçóëüòàòàõ èç
[34]. Ýòîìó ïðåäøåñòâóåò ïåðåäåëêà ñèñòåìû ïîñòóëàòîâ èç [35], ó÷è-
òûâàþùàÿ çàìå÷àíèÿ ôèçèêîâ, îçíàêîìèâøèõñÿ ñ ýòîé ðàáîòîé. Ãëàâ-
íîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñèñòåìû ïîñòóëàòîâ � èñêëþ÷åíèå èç èõ ÷èñ-
ëà êèíåìàòè÷åñêîãî çàêîíà èíåðöèè ( ïîñòóëàò I èç [35]), îêàçàâøåãî-
ñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíÿòûõ çäåñü ïîñòóëàòîâ Åâêëèäà è Ãàëèëåÿ. Ïåðâûé
ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò íàçâàíèþ, âòîðîé ÿâëÿåòñÿ �óðåçàííûì� ïðèíöèïîì
Ãàëèëåÿ, ñïðàâåäëèâûì è â ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåìàòèêå (îí çàìåíÿåò ïî-
ñòóëàò II èç [35], íå îòâå÷àâøèé ñâîåìó íàçâàíèþ).
Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðèíÿòûå çäåñü ïîñòóëàòû íå êàñàþòñÿ íè

ýëåêòðîäèíàìèêè, íè îïòèêè, âûçûâàåò âîïðîñ, îáñóæäàåìûé â ïàð. 6.
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7 Ïóáëèêàöèè Þ.Ô. Áîðèñîâà î ìåòðè÷åñêèõ

îñíîâàíèÿõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè

Þðèé Ôåäîðîâè÷ âñåãäà èíòåðåñîâàëñÿ çàäà÷åé î ìåòðè÷åñêèõ îñíî-
âàíèÿõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ÷òî âèäíî èç íàçâàíèÿ åãî òåçèñîâ [51].
Óæå ïîñëå ïóáëèêàöèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ Â.Í.Áåðåñòîâñêîãî è

È.Ã.Íèêîëàåâà îí ñòàâèò âñêîðå çàäà÷è 3�6 â [58], äåëàåò ïîçæå äîêëà-
äû íà âñåñîþçíûõ êîíôåðåíöèÿõ [51] è [53] â Íîâîñèáèðñêå è Êèøèíåâå
è ïóáëèêóåò äâå ñòàòüè [37], [38]. Èñïîëüçóÿ îòëè÷íûé îò äðóãèõ àâòî-
ðîâ ïîäõîä, Þ.Ô. ââîäèò ðàçíûå âåðñèè óñëîâèé èíôèíèòåçèìàëüíîé
è äèôôåðåíöèàëüíîé åâêëèäîâîñòè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ äëÿ ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ â òåðìèíàõ ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷-
êè îòîáðàæåíèÿ ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,
ãàðàíòèðóþùèìè ðèìàíîâ õàðàêòåð ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ.
Ïðèâåäåì öèòàòû èç [37], [38], êîòîðûå Þ.Ô. íàçûâàåò �çàìåòêàìè�.
1◦. Ñóùåñòâóåò ëè ïðîñòðàíñòâî ñ �íåîïèñóåìûì� ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì?
Ïóñòü çàäàíû ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (Mi, ρi), i = 1, 2; Ui ⊂ Mi,

i = 1, 2; îòîáðàæåíèå f : U1 → U2 è ôóíêöèÿ εf : U1×U1 → R òàêàÿ, ÷òî

ρ2(f(X), f(Y )) = (1 + εf (X,Y ))ρ1(X,Y ), εf (X,X) = 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì â òî÷-
êå A ∈ U1, åñëè sup |εf | < 1 è limX,Y→A εf (X,Y ) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì
èíôèíèòåçèìàëüíî-åâêëèäîâûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈ M ñóùå-
ñòâóåò îòîáðàæåíèå f å¼ îêðåñòíîñòè íà îêðåñòíîñòü òî÷êè f(A) â
Rn, èçîìåòðè÷åñêîå â òî÷êå A.

Îïðåäåëåíèå 5. Ãëàäêîå n-ìåðíîå ìåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mn íà-
çûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-åâêëèäîâûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè A ∈Mn

ñóùåñòâóåò C1-äèôôåîìîðôèçì f åå îòêðûòîé îêðåñòíîñòè íà îò-
êðûòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè f(A) â Rn, èçîìåòðè÷åñêèé â òî÷êå A.

Äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíî-åâêëèäîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ âíóòðåí-
íåé ìåòðèêîé � íå ÷òî èíîå, êàê ñâÿçíûå C0-ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ,
ðàññìàòðèâàåìûå êàê ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.
Ïîýòîìó âàæåí òàêîé âîïðîñ:

Âîïðîñ 2. Âñÿêîå ëè èíôèíèòåçèìàëüíî-åâêëèäîâî ìåòðè÷åñêîå ïðîñò-
ðàíñòâî äîïóñêàåò ââåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé ñòðóêòóðû (ëîêàëüíîé
èëè ãëîáàëüíîé), ïðåâðàùàþùåé åãî (ñîîòâåòñòâåííî ëîêàëüíî èëè ãëî-
áàëüíî) â äèôôåðåíöèàëüíî-åâêëèäîâî ìíîãîîáðàçèå?

Äàëåå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîëåì ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà, ýêâèâàëåíòíîå, ïî ñëîâàìÞ.Ô., ïîíÿòèþ n-ìåðíîãî èíôè-
íèòåçèìàëüíî-åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ñòàâèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ýê-
âèâàëåíò I1 âîïðîñà 2. Ìû îïóñòèì ýòè îïðåäåëåíèå è âîïðîñ.
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2◦. Îïðåäåëåíû ëè äëèíû ïðîèçâîëüíûõ ïóòåé â ðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå åãî ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì?
Ñëåäóþùèé âîïðîñ � íåêîòîðàÿ âàðèàöèÿ è ñèíòåç âîïðîñà II â [37] è

íåêîòîðîé ÷àñòè çàäà÷è � 6 èç [58] äëÿ M = R2.

Âîïðîñ 3. Ñîâïàäàåò ëè ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ρ ïðîèçâîëüíàÿ âíóò-
ðåííÿÿ ìåòðèêà d íà ñâÿçíîì C1-ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M , â êîòî-
ðîé âñå ïóòè êëàññà C1 èìåþò îáû÷íóþ äëèíó? Òîò æå âîïðîñ ïðè
óñëîâèè, ÷òî îáû÷íóþ äëèíó èìååò âñÿêèé ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê â M .

Â ñòàòüå [38] ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïîðÿäêîâ èçîìåòðè÷íî-
ñòè îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå âûøå α, äåêàðòîâîñòè êàðòû â òî÷êå âûøå α,
äåêàðòîâîñòè êàðòû â òî÷êå óñòîé÷èâî âûøå α, äèôôåðåíöèàëüíîé åâ-
êëèäîâîñòè âûøå α, äèôôåðåíöèàëüíîé åâêëèäîâîñòè óñòîé÷èâî âûøå
α íà ìíîãîîáðàçèÿ è òåîðåìà 2 îá ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ óñëîâèé ðèìà-
íîâîé ñòðóêòóðå êëàññà C0 èëè C1.
Ïðèäåòñÿ îïóñòèòü íåäîñòàòî÷íî êîðîòêèå ôîðìóëèðîâêè èç [38]. Íà-

ñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, Þðèé Ôåäîðîâè÷ íå ïóáëèêîâàë îòâåòîâ íà ïî-
ñòàâëåííûå âîïðîñû èëè äîêàçàòåëüñòâ åãî ãèïîòåç èç [37], [38].

8 Íåêîòîðûå äðóãèå ïóáëèêàöèè Þ.Ô. Áîðèñîâà

Ìû åùå íå îáñóæäàëè ñòàòüè [31], [33], [42]�[44].
Íàçâàíèå ñòàòüè [44] ãîâîðèò äîñòàòî÷íî î å¼ ñîäåðæàíèè.
Çàìåòèì, ÷òî [31], [42], [43] êàñàþòñÿ îäíîé èç ëþáèìûõ òåì Þ.Ô., ïà-

ðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, íî â îòëè÷èå îò ðàçäåëà 3, â ýòèõ ñòàòüÿõ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ãëàäêèå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè.
Â [31] îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ âäîëü

äóã L ∈ C0,α ïðè α > 1/2 è â òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü ïðè
ëþáîì íà÷àëüíîì âåêòîðå, ñîâïàäåíèå ñ îáû÷íûì ïàðàëëåëüíûì ïåðå-
íîñîì íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ L è íåêîòîðûå äðóãèå ñâîéñòâà.
Îãðàíè÷èìñÿ öèòèðîâàíèåì òîëüêî ï. 1 ñòàòüè [33].
Ïóñòü f(x), x ∈ [a, b], φ(z), z ∈ [0,∞), � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè,

φ(z) ≥ 0 íà [0,∞); ψ(f ;α, β) � çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà ψ íà ôóíêöèè f(x), x ∈ [α, β], a ≤ α <
β ≤ b. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû òî÷åê P = (x0, x1, . . . , xn), a = x0 < x1 <
· · · < xn = b ïîëîæèì

S(f, φ, ψ;P ) =
n∑

i=1

ψ(f ;xi−1, xi)φ(ψ(f ;xi−1, xi)).

Ïóñòü γ(P ) = max1≤i≤n(xi − xi−1), V (f, φ, ψ; ε) = infγ(P )=ε S(f, φ, ψ;P ).
Ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë

V (f, φ, ψ) = lim
ε→0

V (f, φ, ψ, ε).
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Òåîðåìà 28. Ïóñòü f íåïðåðûâíà, ψ(f ;α, β) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè (α, f(α)), (β, f(β)), èçìåðåííîå â çàìêíóòîé îáëàñòè

E = {(x, y) : α ≤ x ≤ β, y ≥ f(x)},
è limz→0 φ(z) = 0. Òîãäà V (f, φ, ψ) = 0.

Ïîä òî÷êîé (x, y) ïîíèìàåòñÿ òî÷êà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè x, y, à ïîä ðàññòîÿíèåì, èçìåðåííûì â E, � íèæíÿÿ
ãðàíü äëèí äóã, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè è ïðîõîäÿùèõ â E.
Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàþò àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ,

êîãäà ψ(f ;α, β) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (α, f(α)), (β, f(β)) íà ïëîñ-
êîñòè èëè ψ(f ;α, β) = [f(β) − f(α)] (�êâàçèñàïÿìëÿåìîñòü ãðàôèêà� è
�êâàçèîãðàíè÷åííîñòü âàðèàöèè� ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè).
Âåðíà ëè òåîðåìà, êîãäà ψ(f ;α, β) � äèàìåòð ãðàôèêà ôóíêöèè f(x),

x ∈ [α, β], íå èçâåñòíî. Âûÿñíåíèå ýòîãî ñóùåñòâåííî ñâÿçàíî ñ ïðîáëå-
ìîé ðåãóëÿðíîñòè C1,α-ïîãðóæåíèé (ïðè α > 1/2) äâóìåðíûõ ðèìàíîâûõ
ïðîñòðàíñòâ â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî (äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì,
êîãäà φ(z) = zβ, β > 0).
[42], [43] � îòðåäàêòèðîâàííûå çàïèñè À.Ê. Ãóöà íåêîòîðûõ ëåêöèé

èç ñ/ê Þ.Ô. Áîðèñîâà �Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ� (1967 ã., ìåõìàò ÍÃÓ) [77].
Îíè ñâÿçàíû ñ îáû÷íûìè ïîíÿòèÿìè îáû÷íîé ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Çäåñü ìû ëèøü ïîâòîðèì èçâåñòíîå è äî Áîðèñîâà àíàëèòè÷åñêîå è

ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà Áèàíêè, è êðàòêî îáñóäèì îñíîâíûå
èäåè äàííîãî èì îðèãèíàëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî òîæäåñòâà èç [42].
Â ãåîäåçè÷åñêèõ â äàííîé òî÷êå x0 (íàïðèìåð, â íîðìàëüíûõ ñ öåí-

òðîì â òî÷êå x0) êîîðäèíàòàõ x = (x1, . . . , xn) ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà
(Mn, g) ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γi

jk(x0) ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó êîâàðè-
àíòíûå ïðîèçâîäíûå òåíçîðà êðèâèçíû R â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðàâíû

∇mR
i
kl,n =

∂2Γi
kl

∂xm∂xn
−
∂2Γi

km

∂xl∂xn
.

Àíàëîãè÷íî

∇kR
i
lm,n =

∂2Γi
lm

∂xk∂xn
−

∂2Γi
lk

∂xm∂xn
, ∇lR

i
mk,n =

∂2Γi
mk

∂xl∂xn
−

∂2Γi
ml

∂xk∂xn
.

Ñóììèðóÿ ýòè òðè âûðàæåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîð êðó÷åíèÿ T ðàâåí
íóëþ, ò.å. Γi

mk = Γi
km, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî Áèàíêè
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i
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîå, íî íå ÿñåí ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîæäåñòâà.
Èäåÿ ïðîÿñíÿþùåãî äîêàçàòåëüñòâà Þ.Ô. Áîðèñîâà ñîñòîèò â ðàñ-

ñìîòðåíèè êóáîâ ñ âåðøèíîé â òî÷êå x0 è ñ ðåáðàìè, íàïðàâëåííûìè
âäîëü òðîåê ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Âíåøíèå âåêòîðû ê ãðà-
íÿì êóáîâ îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèè ãðàíåé, à îðèåíòàöèè ãðàíåé îïðå-
äåëÿþò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà ãðàíåé ïî èõ ðåáðàì. Äëÿ êàæäîé ïàðû
ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Lj ,
j = 1, 2, 3; èç ðåáåð êóáà ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå x0, âêëþ÷àþùàÿ
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îáõîäû â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ ýòèõ äâóõ ãðàíåé è ïðîõîäû â
äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ñîåäèíÿþùåãî èõ ðåáðà (ñì. Ðèñ
1 â [42]). Çàòåì âäîëü êðèâîé L = L1L2L3 ïðîèçâîäÿòñÿ ïàðàëëåëüíûå
ïåðåíîñû âåêòîðîâ è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðåäåëû ïåðåíîñîâ ïðè ñòÿãèâà-
íèè êóáîâ â òî÷êó x0. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ
òîæäåñòâî Áèàíêè, òàê êàê ïåðåíîñû ïðè îáõîäå ãðàíåé îöåíèâàþòñÿ
çíà÷åíèÿìè òåíçîðà êðèâèçíû.
Òåçèñû [50] äîêëàäà Þ.Ô. íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ

1966 ã. â Ìîñêâå èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå.
�Ðåçóëüòàòû Äæ. Íýøà è Í. Ê¼éïåðà î C1-èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíè-

ÿõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ â åâêëèäîâî ïîêàçàëè, ÷òî íèêàêèå óñëîâèÿ,
íàëîæåííûå íà ìåòðèêó ïîãðóæàåìûõ ïðîñòðàíñòâ, íå îáåñïå÷èâàþò ðå-
ãóëÿðíîñòü ýòèõ ïîãðóæåíèé. Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíî, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü
C1,1-èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé äâóìåðíûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ â
E3 îáåñïå÷èâàåòñÿ ðåãóëÿðíîñòüþ ìåòðèêè è ïîëîæèòåëüíîñòüþ êðèâèç-
íû. Èññëåäîâàíèå ïàðàëëåëèçìà Ëåâè�×èâèòû íà ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòÿõ
ïðèâåëî ê ãèïîòåçå, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ C1,α-ïîãðóæåíèé ïðè
α > 1/2 è íåâåðåí ïðè α ≤ 1/2. Ïîãðóæåíèÿ ïîñëåäíåãî òèïà íàçûâà-
þòñÿ �ê¼éïåðîâñêèìè�. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ê¼éïåðîâñêèå C1,α-ïîãðóæåíèÿ
n-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóþò ïðè α < 1

n2+n+1
, à ïðè n = 2 îòñóò-

ñòâóþò, åñëè α > 2/3.�

9 Äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû

Äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû (ÌÎÊ) ââåäåíû â
çàìåòêå [1] À.Ä. Àëåêñàíäðîâà. Äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû, åñëè ó êàæ-
äîé åãî òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U, â êîòîðîé ñóììà âû÷èñëåííûõ
ïî âåðõíèì óãëàì èçáûòêîâ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåíàëåãà-
þùèõ ïðîñòûõ, ñîñòàâëåííûõ èç êðàò÷àéøèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ïðåâîñ-
õîäèò íåêîòîðîãî ÷èñëà C(U) < +∞. Ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå: ëîêàëüíî
ìåòðèêà ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ìåòðèêàìè ìíîãîãðàííèêîâ èëè
ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ó êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòè êðèâèçíû
îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè [8].
Þðèé Ãðèãîðüåâè÷ Ðåøåòíÿê äîêàçàë, ÷òî äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ

âíóòðåííåé ìåòðèêîé èìååò îãðàíè÷åííóþ êðèâèçíó òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé åãî òî÷êè â íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè ìîæíî ââå-
ñòè èçîòåðìè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (u, v) ñ ëèíåéíûì ýëåìåíòîì
ds2 = λ(u, v)(du2 + dv2), ãäå λ(u, v) � ðàçíîñòü äâóõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé [88], [89], [90], [91].
Äðóãîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ÌÎÊ äàë È.ß. Áàêåëüìàí â [14].
(Öèòàòû èç ñ. 177 â [15].) Äëÿ ýòîãî áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòðèêè âèäà

ds2 = du2 + 2 cos τ(u, v)dudv + dv2, (2)
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çàäàííûå â îáëàñòè D äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè u, v. Ìåòðèêè âèäà (2) â
ñëó÷àå ãëàäêîé (ò.å. íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé) ôóíêöèè τ(u, v)
íàçûâàþòñÿ ÷åáûøåâñêèìè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òàêîâ: äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ìåòðèêà (2) çàäàâàëà â îáëàñòè D ÌÎÊ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû τ(u, v) áûëà ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è varDτ < π/4.
Åñëè â ÌÎÊ W íåò òî÷åê X, â êîòîðûõ êðèâèçíà Ω(X) ≥ π/4, òî ýòî
ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ïîêðûòü ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòêðûòûõ ìíîãîãîëüíè-
êîâ òàê, ÷òî êàæäàÿ êîìïàêòíàÿ îáëàñòü èç W áóäåò ïîêðûòà êîíå÷íûì
÷èñëîì òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ è â êàæäîì ìíîãîóãîëüíèêå ìîæíî ââå-
ñòè êîîðäèíàòû è çàäàòü ÷åáûøåâñêóþ ìåòðèêó (2).
Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè â R3 �ÌÎÊ, íî óñëîâèþ

Ω(X) < π/4 óäîâëåòâîðÿþò ëèøü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà.
Ïðèìåðàìè 2-ìíîãîîáðàçèé îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ ââåä¼í-

íûå è äåòàëüíî èçó÷åííûå À.Â. Ïîãîðåëîâûì ïîâåðõíîñòè F ∈ C1 â R3

îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèçíû, äëÿ êîòîðûõ ñóììû ïëîùàäåé ñôå-
ðè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè è îðèåíòàöèè) ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû [85], [86].
Äëÿ ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîé âíåøíåé êðèâèçíû ñïðàâåäëèâà òåî-
ðåìà Ãàóññà î ðàâåíñòâå èíòåãðàëüíîé êðèâèçíû ïðîèçâîëüíîé îáëà-
ñòè ïëîùàäè åå ñôåðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ, ò.å. ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî
ñèëüíûå ñâÿçè ìåæäó âíóòðåííåé è âíåøíåé ãåîìåòðèÿìè ýòèõ ïîâåðõ-
íîñòåé. Ïîâåðõíîñòü êëàññà C2 èìååò îãðàíè÷åííóþ âíåøíþþ êðèâèçíó.
Ïî òåîðåìå À.Â. Ïîãîðåëîâà, ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ îãðàíè÷åííîé íåîò-

ðèöàòåëüíîé âíåøíåé êðèâèçíîé åñòü ëèáî çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, ëèáî áåñêîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü [86].
È.ß. Áàêåëüìàí â [13] ïåðåíåñ ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè ñ îãðàíè÷åííîé

âíåøíåé êðèâèçíîé íà íåãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ÌÎÊ.
Òàì ââîäÿòñÿ ïîâåðõíîñòè F, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) Â êàæäîé òî÷êå X ïîâåðõíîñòè F êîíòèíãåíöèÿ ïîâåðõíîñòè ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé êîíóñ KF (X). Îí íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì êîíóñîì ïî-
âåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê X1, X2, . . .
ïîâåðõíîñòè F ñõîäèòñÿ ê òî÷êåX0 ∈ F è P1, P2, . . . � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê êîíóñàì KF (X1),KF (X2), . . . .
Òîãäà ïðåäåëüíàÿ ïëîñêîñòü P0 � êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê êîíóñóKF (X0).
2) Êàæäàÿ òî÷êà X ïîâåðõíîñòè F èìååò îêðåñòíîñòü U , êîòîðàÿ

â íàäëåæàùå âûáðàííûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ x, y, z ïðåäñòàâëåíà
óðàâíåíèåì z = f(x, y), ïðè÷åì êàñàòåëüíûé êîíóñ â òî÷êàõ èç U íå
èìååò êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê ïëîñêîñòè x, y.
Èç àíîíñà [70] Þ.Ä. Áóðàãî ñëåäóåò, ÷òî ãåîìåòðèþ ÌÎÊ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè â R3.
Ïóñòü â äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà ρ è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîãðàííûõ ìåòðèê ρn; ρn ïðîïîðöèîíàëüíî ñõî-

äÿòñÿ ê ρ, åñëè ρn(X,Y )
ρ(X,Y ) → 1 ïðè n→ ∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî X,Y .
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Þ.Ã. Ðåøåòíÿê äîêàçàë, ÷òî åñëè ìåòðèêà ρ èìååò â êàæäîé òî÷êå êà-
ñàòåëüíûé êîíóñ (â ñìûñëå âíóòðåííåé ìåòðèêè), òî ρ àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíî ñõîäÿùèìèñÿ ìíîãîãðàííûìè ìåòðèêàìè [89].
Ïóñòü Φ � êëàññ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé â R3, ó êîòîðûõ

â êàæäîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. (Ýòè ïîâåðõíîñòè,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âåðíû
Òåîðåìà. Ïóñòü ìåòðèêà ρ, çàäàííàÿ íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ,

äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ïðîïîðöèîíàëüíî ñõîäÿùèìèñÿ ìíîãîãðàííû-
ìè ìåòðèêàìè ρn. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü F ∈ Φ ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé ρ.
Ñëåäñòâèå 1.Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå äâóìåðíîãî îðèåíòèðóåìîãî ìíî-

ãîîáðàçèÿM ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ρ ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíûé êîíóñ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü F ∈ Φ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ρ.
Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêîå îðèåíòèðóåìîå ÌÎÊ, íå èìåþùåå òî÷åê ñ êðè-

âèçíîé 2π, ñ ãðàíèöåé â âèäå êðèâîé c îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé ïîâîðîòà
èëè ëèøåííîå ãðàíèöû, èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè F ∈ Φ.

10 Ðåøåíèå çàäà÷è Áîðèñîâà î ìåòðè÷åñêèõ îñíîâàíèÿõ

ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè

Ñòàòüÿ Â.Í. Áåðåñòîâñêîãî [16] (ïîñòóïèëà â ÑÌÆ 11.03.1974 ã.), ñì.
òàêæå [10], [91], áûëà ïåðâûì øàãîì â ðåøåíèè çàäà÷è Þ.Ô. Áîðèñîâà
î ìåòðè÷åñêèõ îñíîâàíèÿõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ïîñòàâëåííîé â 1970
ãîäó äëÿ ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòû. Â êà÷åñòâå òàêèõ îñíîâàíèé â ðàáîòå
áûëî ïðèíÿòî ïðîñòîå ñîåäèíåíèé àêñèîì ãåîäåçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà Ãåðáåðòà Áóçåìàíà èç åãî êíèãè [72] è íåêîòî-
ðîãî óñëîâèÿ íà óãëû äîñòàòî÷íî ìàëûõ òðåóãîëüíèêîâ èç êðàò÷àéøèõ
íà ñ. 210 èç êíèãè Ý. Êàðòàíà [73], ñôîðìóëèðîâàííîãî â ñòàòüå â âèäå
àêñèîìû À) (ñì. ï. 11.3 â [10]).
Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ â ñòàòüå 1975 ã. äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå òàêîå

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷íî íåêîòîðîìó ìåòðè÷åñêè ïîëíî-
ìó ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ íåêîòîðîé êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè n ≥ 1 êëàñ-
ñà C0. Áîëåå òî÷íî, n-ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ àòëàñîì êëàññà C1 èç
êàðò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ëîêàëüíî ðàññòîÿíèÿìè äî íåêî-
òîðûõ n-îê òî÷åê; ïðè ýòîì êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñè-
òåëüíî êàðò ýòîãî àòëàñà íåïðåðûâíû.
Â çàêëþ÷åíèè ê ñòàòüå âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íà ñàìîì äåëå

ââåäåííûå â ðàáîòå êîîðäèíàòû (â ñòàòüå îíè íå íàçûâàþòñÿ äèñòàíöè-
îííûìè) çàäàþò àòëàñ êëàññà C1,1, à êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ëèïøèöåâû. Òàì æå ñî ññûëêîé íà [8] ñêàçàíî, ÷òî
àêñèîìó A) ìîæíî çàìåíèòü íà íåêîòîðóþ àêñèîìó Â) èëè àêñèîìó Ñ).
Èç ýòîãî ÿñíî, ÷òî òîãäà àâòîð íå çíàë î ïðîñòðàíñòâàõ À.Ä. Àëåê-

ñàíäðîâà äâóñòîðîííå èëè îäíîñòîðîííå îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû.
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Óæå ïîñëå ïóáëèêàöèè ýòîé ñòàòüè, íî äî ìîåé çàùèòû â 1979 ãîäó,
ïîñëå ìîåãî äîêëàäà î íåé, è âîçìîæíî, î êàêèõ-òî äðóãèõ ìîèõ ðåçóëüòà-
òàõ, íà ñåìèíàðå êàôåäðû ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷
ñêàçàë ìíå, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïðèâåä¼ííûå â ìîåé ñòàòüå óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû òîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ (ìåòðè÷åñêè ïîëíûå) êîíå÷íîìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé (ëîêàëüíî) îãðàíè÷åííîé ñâåðõó è
ñíèçó êðèâèçíû (â åãî ñìûñëå).
Áîëåå ïðîñòî ýòè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ìåòðè÷å-

ñêè ïîëíûå ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
ëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ïðîäîëæàåìîñòè êðàò÷àéøèõ è îãðàíè÷åííîñòè
ñâåðõó è ñíèçó êðèâèçíû ïî Àëåêñàíäðîâó, [3], [10], [91]. Êàê ñëåäñòâèå,
îò àêñèîì Áóçåìàíà îñòàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ ïîëíîòû è ëîêàëüíîé ïðî-
äîëæàåìîñòè êðàò÷àéøèõ. Ìîæíî îïóñòèòü è óñëîâèå ìåòðè÷åñêîé ïîë-
íîòû áåç óùåðáà äëÿ èññëåäîâàíèé.
Êàæäîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ M.
Â [83] È.Ã. Íèêîëàåâ ââîäèò ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ ïàðàëëåëü-

íîãî ïåðåíîñà êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â M âäîëü äèôôåðåíöèðóåìûõ è
äàæå ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ, îáëàäàþùåãî îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè, è íà
îñíîâå ýòîãî äîêàçûâàåò, ÷òî êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñè-
òåëüíî äèñòàöèîííûõ êîîðäèíàò ëèïøèöåâû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè
âî âñåõ òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé ñóùåñòâóþò è îãðàíè÷åíû
ïåðâûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå [97] êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
â äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàòàõ. Ýòî ïîçâîëÿåò àíàëèòè÷åñêè ââåñòè ïà-
ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü äèôôåðåíöèðóìûõ êðèâûõ è óñòàíîâèòü åãî
ñîâïàäåíèå ñ ðàíåå îïðåäåëåííûì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.
Äàëåå â [84] àâòîð ââîäèò âM êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âåê-

òîðíûõ ïîëåé ñ ëèïøèöåâûìè êîìïîíåíòàìè îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò, ñêîáêè Ëè òàêèõ âåêòîðíûõ
ïîëåé è äîêàçûâàåò, ÷òî ñêîáêè èìåþò îáû÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.
Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òåíçîð êðó÷åíèÿ è äîêàçàòü, ÷òî îí ðàâåí íó-
ëþ. È.Õ. Ñàáèòîâ è Ñ.Ç. Øåôåëü â [96] ðàññìàòðèâàëè ãàðìîíè÷åñêèå
êîîðäèíàòû ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãëàäêîñòüþ ìåòðèêè
ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðèìåíåíèåì òåîðåì î ãëàäêîñòè îáîáùåííûõ
ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [80] äëÿ êîìïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà â ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ââåäåííûõ ñ ïîìîùüþ [96], è ðàáîòû
[96] È.Ã. Íèêîëàåâ ïîëó÷àåò â [84] îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò î ãëàäêîñòè
M : Ïðîñòðàíñòâî M äîïóñêàåò àòëàñ êëàññà C3,α, 0 < 0 < 1, èç ãàð-
ìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â êàæäîé
ñèñòåìå òàêèõ êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ñîáî-
ëåâñêîãî êëàññà W 2

q [97], ãäå q ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì, íå ìåíü-
øèì 1. Âñëåäñòâèå òåîðåì âëîæåíèÿ [80], êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà â ãàðìîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèíàäëåæàò C1,α, 0 < 0 < 1.
Ïècàëè, ÷òî Íèêîëàåâ è Áåðåñòîâñêèé íàøëè ðåøåíèå ïðîáëåìû À.Ä.

Àëåêñàíäðîâà î ñèíòåòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ñëûøàë îäèí ðàç, ÷òî è äèñòàíöèîííûå êîîðäèíàòû ââåë Àëåêñàí-
äðîâ. Ýòî íå òàê. Íàïîìíþ, ÷òî ýòó ïðîáëåìó äðóãèìè ñëîâàìè ïîñòàâèë
ìíå Þ.Ô. Áîðèñîâ â 1970 ãîäó; âûðàæåíèå �ñèíòåòè÷åñêîå áåñêîîðäèíàò-
íîå îïèñàíèå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè� íà ñ. 4 â [10] ïðèìåíèë ÿ.
Äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè äâóñòîðîííå îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû ïî Àëåê-

ñàíäðîâó íàçûâàþòñÿ åù¼ ïîâåðõíîñòÿìè îãðàíè÷åííîé óäåëüíîé êðè-
âèçíû. Â 1948 ã. À.Â. Ïîãîðåëîâ àíîíñèðóåò â ñòàòüå �Îäíîçíà÷íàÿ îïðå-
äåëåííîñòü âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé� òåîðåìó îá îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåí-
íîñòè çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åííîé óäåëüíîé (íåîò-
ðèöàòåëüíîé) êðèâèçíû, à â ñòàòüå 1949 ãîäà ïîä òåì æå íàçâàíèåì
(ññûëêà 59, [86]) ïóáëèêóåò ïîäðîáíîå èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé
òåîðåìû íà 100 ñòðàíèöàõ â Òðóäàõ èíñòèòóòà Ñòåêëîâà. Ýòà ðàáîòà
áûëà äîêòîðñêîé äèññåðòàöèåé À.Â. Ïîãîðåëîâà, îíà æå óäîñòîåíà Ãîñó-
äàðñòâåííîé ïðåìèè. (Âîñïîìèíàíèÿ Í.Â. Åôèìîâà, ñ. 116 â [20]).
Â [87] Ïîãîðåëîâ äîêàçûâàåò àíîíñû æóðíàëîâ ÄÀÍ ÑÑÑÐ 1990 ã.
Cëåäóþùàÿ òåîðåìà 1 ãëàâû 4 èç [87] � óñèëåíèå òåîðåìû 5 â [16]:
G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà [72], â êîòîðîì ïåðåñåêàþùèåñÿ êðàò÷àé-

øèå îáðàçóþò îïðåäåëåííûé óãîë, íåïðåðûâíî çàâèñÿùèé îò êðàò÷àé-
øèõ, � ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íåïðåðûâíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì
îòíîñèòåëüíî C1-àòëàñà èç ñèñòåì äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò.
Äîêàçàòåëüñòâî â [20] àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5 â [16].
Òðóäíî ïðåäñòàâèòü, êàê ïðîõîäèëè áû èññëåäîâàíèÿ ïîñëå äîêàçà-

òåëüñòâà â 1975 ãîäó äàííîé çäåñü òåîðåìû âìåñòî òåîðåìû 5 èç [16].
Â ãëàâå 2 èç [87] äàíû ìèíèìàëüíûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ìåòðè÷å-

ñêîé ôóíêöèè ôèíñëåðîâà ïðîñòðàíñòâà äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî ïðî-
ñòðàíñòâîì Áóçåìàíà. Äîêàçàíî, ÷òî ôèíñëåðîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî
âûïóêëîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé êëàññà C1,1 åñòü G-ïðîñòðàíñòâî, è ýòó
ñòåïåíü ðåãóëÿðíîñòè íåëüçÿ îñëàáèòü. Èìåííî, äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1
ñóùåñòâóþò ôèíñëåðîâû ïðîñòðàíñòâà ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé êëàññà
C1,α, íå ÿâëÿþùèåñÿ G-ïðîñòðàíñòâàìè.
Â ãëàâå 3 èç [87] ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: êàêèì ìèíèìàëüíûì óñëî-

âèÿì äîëæíà ïîä÷èíÿòüñÿ ìåòðèêà G-ïðîñòðàíñòâà, ÷òîáû îíî áûëî
ôèíñëåðîâûì? Äîêàçàíî: åñëè âG-ïðîñòðàíñòâå Áóçåìàíà ïåðåñåêàþùè-
åñÿ êðàò÷àéøèå èìåþò îïðåäåëåííûé íàêëîí äðóã ê äðóãó, íåïðåðûâíî
çàâèñÿùèé îò êðàò÷àéøèõ, òî G-ïðîñòðàíñòâî ôèíñëåðîâî ñ íåïðåðûâ-
íîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé.
[18]: Êàæäîå G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé ñíèçó

êðèâèçíû ïî Àëåêñàíäðîâó ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì C0,1/2-ìíîãîîáðàçèåì
(êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ÿâëÿþòñÿ C0,1/2-ôóíêöèÿìè îò-
íîñèòåëüíî äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò; ëþáûå äâå êàðòû ñ äèñòàíöè-
îííûìè êîîðäèíàòàìè C1,1/2-ñîãëàñîâàíû).
[19]: Êàæäîå G-ïðîñòðàíñòâî Áóçåìàíà ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîé ñâåð-

õó êðèâèçíû ïî Àëåêñàíäðîâó ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì C0-ìíîãîîáðàçèåì
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(ñ íåïðåðûâíûìè îòíîñèòåëüíî äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàò êîìïîíåí-
òàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà; ëþáûå äâå êàðòû ñ äèñòàíöèîííûìè êî-
îðäèíàòàìè C1-ñîãëàñîâàíû).
Ââèäó ñôîðìóëèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñòîèò ïðèâåñòè èçâåñòíûå ñâå-

äåíèÿ î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðå G-ïðîñòðàíñòâà ÁóçåìàíàM â îáùåì
ñëó÷àå. Ñëîâàìè Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à, î �Áóçåìàíùèíå�.
Íå èçâåñòíî, êîíå÷íîìåðíî ëè âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî M .
[17]: Ïðîñòðàíñòâî M êîíå÷íîìåðíî, åñëè ñîäåðæèò íåïóñòóþ îò-

êðûòóþ îáëàñòü U , óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîìó èç äâóõ óñëîâèé:
1) âñÿêèé øàð, ñîäåðæàùèéñÿ â U , âûïóêëûé;
2) U ëîêàëüíî èìååò êðèâèçíó ≥ K ïî Àëåêñàíäðîâó.
Êàê ñëåäñòâèå, ïðîñòðàíñòâî M íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçå-

ìàíó (ëîêàëüíî äëèíà ñðåäíåé ëèíèè êàæäîãî òðåóãîëüíèêà èç êðàò÷àé-
øèõ íå áîëüøå ïîëîâèíû ñîîòâåòñòâóþùåé åãî ñòîðîíû) êîíå÷íîìåðíî.
Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî M òîïîëîãè÷åñêè îäíîðîäíî.
Òî åñòü, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ M ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçîòîïèÿ

f :M × [0, 1] →M , ÷òî îòîáðàæåíèå f(·, 0) òîæäåñòâåííî è f(x, 1) = y.
Íå èçâåñòíî, êàæäîå ëè n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî M (n ≥ 5) � ìíîãîîá-

ðàçèå. �Äà� ïðè n=1, 2 (Áóçåìàí, 1955), n=3 (Á. Êðàêóñ, 1968), n=4 (Ï.
Ò¼ðñòîí, 1996). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî åäèíîîáðàçíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.
Çàìå÷àòåëüíà òåîðåìà Ïàâëà Äìèòðèåâè÷à Àíäðååâà (1960�2019):
[11]: Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî M íåïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ïî Áóçå-

ìàíó ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, óíèâåðñàëüíîå íàêðû-
òèå êîòîðîãî ãîìåîìîðôíî Rn ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿ àíîíñèðîâàë íà ñòð. 42 â òåçèñàõ ñîîáùåíèé

IX Âñåñîþçíîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîíôåðåíöèè 1988 ã. â Êèøèíåâå.
Êàæäîå ñâÿçíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî M

ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≤ K ïî Àëåêñàíäðîâó èçîìåòðè÷íî
îäíîðîäíîìó ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ≤ K.
Ê ìîåìó áîëüøîìó ñîæàëåíèþ, â îòëè÷èå îò âñåõ èçâåñòíûõ ìíå òîãäà

ãåîìåòðîâ, ìíå íå óäàëîñü ïîáûâàòü íà ýòîé êîíôåðåíöèè â Êèøèíåâå.
È òåïåðü, ñóäÿ ïî âñåìó, ìíå íèêîãäà íå ïðèäåòñÿ ïîñåòèòü ýòîò ãîðîä.

11 Âîñïîìèíàíèÿ

Âîñïîìèíàíèÿ Þ.Ô. Áîðèñîâà â [69] äîïîëíÿþòñÿ âîñïîìèíàíèÿìè
î íåì èëè óïîìèíàíèÿìè åãî â ñòàòüÿõ (âíó÷êè) À.Í. Áîðèñîâîé, À.Ê.
Ãóöà, Â.À. Çàëãàëëåðà, Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå, Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà, Ì.À. Ðîçîâà,
Å.Ô. Ôóðìàêîâà èç [78]; Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà è À.Ë. Âåðíåðà èç [20]; Þ.Ã.
Ðåøåòíÿêà â [92] è [93]; Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå â �ïðèìå÷àíèè ïðè êîððåêòóðå�
â êîíöå [46]; À.Ê. Ãóöà â [77].
Þ.Ô. íà÷èíàåò ñâîè âîñïîìèíàíèÿ â [69] ñ ïåðâîé, �ñóäüáîíîñíîé âñòðå-

÷è ñ À.Ä.�, �ìîëîäûì ìóæ÷èíîé ñ ðûæèìè óñàìè� â êîíöå ìàðòà èëè 1-
ãî àïðåëÿ 1945 ã., â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îí ñòàë ñòóäåíòîì ìàòìåõà ËÃÓ
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íàêàíóíå âåñåííîé ñåññèè. Äàëåå Þ.Ô. ïèøåò: �èíòóèöèÿ, îïèðàþùàÿ-
ñÿ íà òâåðäîñòü öåëëóëîèäíîãî øàðèêà ñ òîíêîé ñòåíêîé, ïîäñêàçûâàëà
îòðèöàòåëüíûé îòâåò (íà âîïðîñ 1). ... Îäíàêî âñå ïîïûòêè äîêàçàòü äà-
æå íåêîòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ãèïîòåçó ïðîâàëèâàëèñü. È òóò ïðîèçî-
øëî íåîæèäàííîå. Áóäó÷è â Øâåéöàðèè íà þáèëåå òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè, À.Ä. ðàññêàçàë èçâåñòíîìó ìàòåìàòèêó Õîïôó î áåçóñïåøíîñòè
íàøèõ óñèëèé, à òîò ïîñîâåòîâàë îáðàòèòüñÿ ê ðàáîòå Íýøà ([81]) î C1-
âëîæåíèÿõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ â åâêëèäîâî. Â êîíöå ýòîé ðàáîòû
áûëî çàìå÷àíèå, èç êîòîðîãî ëåãêî ñëåäîâàëà, â ÷àñòíîñòè, èçãèáàåìîñòü
ñôåðû ñ ñîõðàíåíèåì ãëàäêîñòè. Ðàñöåíèâ ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ êàê
÷ðåçâû÷àéíóþ, À.Ä. ïîïðîñèë Þ.À.Âîëêîâà ïðèâåçòè ìíå ñòàòüþ Íýøà
(äåëî áûëî ëåòîì, è ÿ, íè î ÷åì íå ïîäîçðåâàÿ, æèë íà äà÷å). Ïðî÷òÿ
ñòàòüþ, ÿ â òîò æå äåíü ïîíÿë, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ãèïîòåçà î ãëàä-
êîñòè êðàò÷àéøèõ íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñ �õîðîøåé� ìåòðèêîé òîæå
íåâåðíà, è îñâîáîäèëñÿ îò íàïðàñíûõ ñòàðàíèé. Ïîõîæå, ÷òî ðóêà ñóäüáû
ïðîäîëæàëà äåéñòâîâàòü òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â 1945 ã.�
Èç ïèñüìà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà îò 11.11.1959 ã., ñ. 217 â [78]: �Áîðèñîâ

ðàññêàçûâàåò â ñåìèíàðå ñâîþ ðàáîòó î íåðåãóëÿðíûõ èçãèáàõ ðåãóëÿð-
íûõ ïîâåðõíîñòåé è ïîäàâëÿåò âñåõ ñëîæíîñòüþ ñâîèõ ðàññóæäåíèé è
âûêëàäîê. Ïðåêðàñíàÿ ðàáîòà! ß î÷åíü ðàä çà Áîðèñîâà, çà íàøó ãåî-
ìåòðèþ, çà ñåáÿ òîæå.�
Íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ñòàòüÿ [64] � ðàññêàç î �òåîðåìå, êîòîðàÿ êàæåòñÿ

âåðíîé, íî âîò óæå äåñÿòîê ëåò íèêàê íå äîêàçûâàåòñÿ�. Îíà îôîðìëåíà
â âèäå èíòåðâüþ: âîïðîñîâ, êîòîðûå çàäàâàëè Þ.Ô., è åãî îòâåòîâ íà
íèõ, íàïèñàíà æèâûì ÿçûêîì êàê 130-ëåòíÿÿ äåòåêòèâíàÿ èñòîðèÿ î
(íå)èçãèáàåìîñòè �îâàëîèäîâ� íà ïðèìåðå ñôåðû. Ëþáîé ïåðåñêàç äàñò
âåñüìà íåïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î íåé.
Îãðàíè÷èìñÿ â îñíîâíîì ïåðå÷èñëåíèåì òîãî, î ÷¼ì â íåé ñêàçàíî.
Ðàññêàç íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî î÷åíü ïðîñòî ñîãíóòü (áåç ðàñòÿæå-

íèé è ñæàòèé) òîíêóþ öåëëóëîèäíóþ ïëàñòèíêó, íî òðóäíî èçìåíèòü
ôîðìó øàðèêà äëÿ ïèíã-ïîíãà (ìîäåëè ñôåðû). Íî ïðè ýòîì âîïðîñ îá
èçãèáàíèè ïîâåðõíîñòåé ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèé è íå èìååò îòíîøåíèÿ ê
óïðóãèì ñâîéñòâàì ìàòåðèàëîâ.
Ãèïîòåçó î íåèçãèáàåìîñòè ñôåðû (áåç íàðóøåíèÿ ãëàäêîñòè, ò.å. áåç

èçëîìîâ) âûñêàçàë åùå Ìèíäèíã â 1838 ã., äîêàçàë Ëèáìàí â 1899 ã., Êîí-
Ôîññåí (ó÷åíèê Ãèëüáåðòà) äîêàçàë â 1927 ãîäó íåèçãèáàåìîñòü ëþáîé
çàìêíóòîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè (�îâàëîèäà�), åñëè òîëüêî îíà èñêðèâ-
ëåíà äîñòàòî÷íî ïëàâíî. Â 1951 ã. À.Â. Ïîãîðåëîâ äîêàçàë íåèçãèáàå-
ìîñòü ëþáûõ îâàëîèäîâ.
È âäðóã â ðàáîòàõ Íýøà è Ê¼éïåðà 1954 è 1955 ãã. áûëà äîêàçàíà

âîçìîæíîñòü ïðåâðàòèòü ñôåðó áåç èçìåíåíèÿ äëèí êðèâûõ, áåç èçëî-
ìîâ è ñàìîïåðåñå÷åíèé â ñêîëü óãîäíî ìàëûé êîìî÷åê. Ïðîòèâîðå÷èå â
ìàòåìàòèêå? Êàêîé ÷óâñòâèòåëüíûé óäàð ãåîìåòðè÷åñêîé èíòóèöèè!
Ïîñëå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ñòàëî ÿñíî, ÷òî õîòÿ ñôåðó ìîæíî

èçîãíóòü, íî �ñòåïåíü ãëàäêîñòè� ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ. Þ.Ô. íå äà¼ò
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÷¼òêîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, òîëüêî ãîâîðèò, ÷òî îíî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷èñëîì α, 0 ≤ α ≤ 1.
Â 1959 ã. Þ.Ô. äîêàçàë, ÷òî äëÿ èçîãíóòîé ñôåðû α ≤ 2/3. Íàäî íàéòè

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå α∗ ñòåïåíè ãëàäêîñòè, ò.å. ñòåïåíè �âûíóæäåííîé
ïîð÷è� ñôåðû ïðè èçãèáàíèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî 1/13 ≤ α∗ ≤ 2/3. �Áîëü-
øå ïîêà íè÷åãî íå èçâåñòíî. Åñòü òîëüêî ãèïîòåçà, ÷òî α∗ = 1/2. Äîâîäû
â å¼ ïîëüçó ñåðüåçíûå, íî íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü ýòó ãèïîòåçó íå
óäà¼òñÿ ... áîëüøå äåñÿòè ëåò.�
Â 1954 ã. Þðèé Ãðèãîðüåâè÷ Ðåøåòíÿê çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèñ-

ñåðòàöèþ �Î äëèíå è ïîâîðîòå êðèâîé è î ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè�. Âîò
÷àñòü åãî âîñïîìèíàíèé îá ýòîì íà ñ. 41-42 â [78]: �Çà âðåìÿ àñïèðàí-
òóðû ó ìåíÿ íàáðàëîñü ìíîãî ìàòåðèàëà ïî òåîðèè êðèâûõ è ïî òåîðèè
ïëîùàäè, èç êîòîðîãî è áûëà ñîñòàâëåíà äèññåðòàöèÿ íà 200 ñòðàíèö.
Íî ñäåëàòü ýòî àêêóðàòíî, êàê òðåáîâàëîñü, ÿ íå óñïåâàë. ... Â ñïåøêå ÿ
äîïóñòèë íåêîððåêòíîñòü â îïðåäåëåíèè êðèâîé. Âñå ýòî âûçâàëî íåäî-
âîëüñòâî ìîåãî îôèöèàëüíîãî îïïîíåíòà Ñåðãåÿ Ìèõàéëîâè÷à Ëîçèíñêî-
ãî. Ìíå ïîìîã âòîðîé îïïîíåíò äèññåðòàöèè Þðèé Ôåäîðîâè÷ Áîðèñîâ,
êîòîðûé äàë ïîäðîáíûé îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè. Íàäî ñêàçàòü,
÷òî Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ íà ìîþ çàùèòó ïðèéòè íå ìîã, íî ïðåäñòàâèë
â ó÷åíûé ñîâåò ñâîé îòçûâ, â êîòîðîì îí îòìåòèë ìîþ ðàáîòó îá èçîòåð-
ìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Âîçíèêøàÿ ïîñëå ìîåãî äîêëàäà, âûñòóïëåíèé
îïïîíåíòîâ è çà÷òåíèÿ îòçûâà À.Ä. (ñ ó÷åòîì àêòèâíîãî âûñòóïëåíèÿ
Àíäðåÿ Àíäðååâà Ìàðêîâà â îòíîøåíèè ìîèõ íåàêêóðàòíîñòåé â äèñ-
ñåðòàöèè) äèñêóññèÿ ïðèíåñëà ìíå íåñêîëüêî ãîëîñîâ �âîçäåðæàëñÿ� è
îäèí �ïðîòèâ�.�, [92], [93].
Âîò åùå îäíî âîñïîìèíàíèå Þ.Ã. íà ñ. 114 â [20] : �ß íåîäíîêðàòíî

áûâàë â Õàðüêîâå ... . Ïåðâàÿ ìîÿ ïîåçäêà ñîñòîÿëàñü â 1962 ãîäó: ÿ
áûë îïïîíåíòîì äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à Áîðèñîâà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàííûì ïðàâèëîì ÂÀÊ, äåéñòâîâàâøèì â òî âðåìÿ,
çàùèòà Áîðèñîâà íå ìîãëà ñîñòîÿòüñÿ â Ëåíèíãðàäå, ãäå òîãäà æèëÞðèé
Ôåäîðîâè÷.�
Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàøåìó êóðñó ÷èòàë Èãîðü Àëåê-

ñàíäðîâè÷Øâåäîâ, à ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè Àëåêñàíäð Äàíè-
ëîâè÷ Àëåêñàíäðîâ. Ýêçàìåí ïî äèô.ãåîìåòðèè ÿ ñäàë Âèêòîðó Àíäðå-
åâè÷ó Òîïîíîãîâó. Ýêçàìåí ïî êóðñó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûé íàì ÷èòàë Âëàäèñëàâ Âàñèëüåâè÷ Ïóõíà÷¼â, ñäàë
Ñåðãåþ Ëüâîâè÷ó Ñîáîëåâó, íåíàäîëãî çàøåäøåìó íà ýêçàìåí.
Ïîíÿòèå î ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè ïîëó÷èë íà ëåêöèÿõ Ãëåáà Ïàâ-

ëîâè÷à Àêèëîâà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó è ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.
ß âïåðâûå óâèäåë Þ.Ô. Áîðèñîâà íà âòîðîì êóðñå íà ëåêöèè ïî

äèô.ãåîìåòðèè, êîãäà îí çàìåíÿë Àëåêñàíäðà Äàíèëîâè÷à Àëåêñàíäðî-
âà. Ïîñëå ýêçàìåíîâ ïî îêîí÷àíèè 2-ãî êóðñà, ðåøèë íà ïëÿæå Îáñêîãî
ìîðÿ, ÷òî áóäó ñïåöèàëèçèðîâàòüñÿ íà êàôåäðå ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè,
êîòîðóþ âîçãëàâëÿë À.Ä. Àëåêñàíäðîâ. Íî ïîçíàêîìèëñÿ ñ êàôåäðîé
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ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è âûáðàë íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ íå ñðàçó. Íà-
âåðíîå ýòî ïðîèçîøëî íà 4-ì êóðñå. Ëþáëþ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü è ñâîáîäó
äåéñòâèé. Èìåííî ïîýòîìó âûáðàë Þ.Ô. Áîðèñîâà. ß åìó íå äîñàæäàë.
Íà 4-ì êóðñå ëèøü ðàç îáñóæäàë ñ íèì íåêîòîðûå äåòàëè ïðåäëîæåí-
íîé èì òåìû êóðñîâîé ðàáîòû, à çàòåì óæå ðàññêàçûâàë íà çàñåäàíèè
êàôåäðû î ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòàõ.
Íóæíî áûëî äàòü îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëèí âïèñàííûõ â ðåãó-

ëÿðíóþ êðèâóþ êëàññà C2 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëîìàíûõ ê äëèíå
êðèâîé ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà çâåíüåâ ëîìàíûõ ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ. Ñåé÷àñ äóìàþ, ÷òî äîêàçàííûå â êóðñîâîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû
çàñëóæèâàëè ïóáëèêàöèè, íî îíà óòåðÿíà è îá ýòîì íå ñòîèò ñîæàëåòü.
Ñòóäåíòîì ñäàâàë ýêçàìåíû ïî ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè Þ.Ô. Áîðèñîâó

ïî êíèãå Ï.Ê. Ðàøåâñêîãî �Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ è òåíçîðíûé àíàëèç�,
(èëè àñïèðàíòîì) Þðèþ Ãðèãîðüåâè÷ó Ðåøåòíÿêó, ÷èòàâøåìó ñïåöêóðñ
ïî èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ñ ýëåìåíòàìè ãðóïï Ëè, è Íàèëþ Õàéðóëëî-
âè÷ó Èáðàãèìîâó ïî ñïåöêóðñó, âêëþ÷àâøåìó ãðóïïû è àëãåáðû Ëè.
Âî âðåìÿ ïåðâîãî ïîñòóïëåíèÿ â àñïèðàíòóðó â 1971 ãîäó, óæå ïîñëå

ñäà÷è âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ ïî ìàòåìàòèêå è àíãëèéñêîìó ÿçûêó íå
ñäàë ýêçàìåí ïî èñòîðèè ÊÏÑÑ, îòêàçàëñÿ ñàì îòâå÷àòü, òàê êàê íå çíàë
õîðîøî âòîðîé âîïðîñ èç ýêçàìåíàöèîííîãî áèëåòà. Íå áóäó ðàññêàçû-
âàòü î ðåàêöèè À.Ä. ïðè ïåðâîé íàøåé âñòðå÷å ïîñëå ýòîãî ýêçàìåíà.
Áëàãîäàðÿ åãî ïîääåðæêå, ÿ ãîä áûë ñòàæåðîì â ÍÃÓ è ÷åðåç ãîä

ïîñòóïèë â àñïèðàíòóðó ïðè ÍÃÓ.
Â áûòíîñòü ñòàæåðîì è àñïèðàíòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿë èçó÷å-

íèþ êíèã �Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ â öåëîì� Ä. Ãðîìîëà, Â. Êëèíãåíáåðãà è
Â. Ìåéåðà è �Íåïðåðûâíûå ãðóïïû� Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Ïåðâàÿ íàó÷èëà
ìåíÿ áåñêîîðäèíàòíîìó ïîäõîäó ê ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, âòîðàÿ âìåñòå
ñ ðåøåíèÿìè 5-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ñûãðàëà âàæíóþ ðîëü ïðè ïîäãî-
òîâêå äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè.
Ïðè ñäà÷å ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå â àñïèðàòóðå äîêàçûâàë êàêóþ-òî

òåîðåìó èç ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè Â.À. Òîïîíîãîâó è òåîðåìó Ã. Âåéëÿ
(òåîðåìà 110 èç êíèãè Ïîíòðÿãèíà) Ëüâó Íèêîëàåâè÷ó Èâàíîâñêîìó.
Ïðåäëîæåííàÿ Þ.Ô. Áîðèñîâûì ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ìîåé äèïëîì-

íîé ðàáîòû �äàòü õàðàêòåðèçàöèþ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé â òåðìèíàõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ èõ âíóòðåííåé ìåòðèêè� îïðåäåëèëà âñå ìîè îñ-
íîâíûå äàëüíåéøèå ãåîìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. Ýòîé òåìû õâàòèëî
íå òîëüêî äëÿ äèïëîìíîé ðàáîòû �Ê óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ òåíçîðà
êðèâèçíû�, íî è êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè �Ê ìåòðè÷åñêèì îñíîâàíèÿì
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè� è âî ìíîãîì äëÿ äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè �Îäíî-
ðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé�, çàùèùåííîé â Èíñòèòó-
òå ìàòåìàòèêè Ñèáèðñêîãî Îòäåëåíèÿ Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑÐ â 1990 ã.
Íàçâàíèÿ äèïëîìíîé ðàáîòû, êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè è �äèñòàíöèîí-
íûå� äëÿ ââåäåííûõ â íåé êîîðäèíàò ïðåäëîæèë À.Ä. Àëåêñàíäðîâ.
Íàçâàíèÿ ìîåé êàíäèäàòñêîé è [51] Þ.Ô. Áîðèñîâà îäèíàêîâû!
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Â 1991 ã. Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè ñòàë íàçûâàòüñÿ �Èíñòèòóò ìàòåìàòè-
êè ÑÎ ÐÀÍ�; Ïîñòàíîâëåíèåì Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ � 217 ñ 29 íîÿáðÿ 1994
ãîäà ïåðåèìåíîâàí â Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ.
Þðèé Ôåäîðîâè÷ ìíîãî ðàç óïîìèíàë â ðàçãîâîðàõ ñòàòüþ [75] è ðàñ-

ñêàçûâàë î ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ C1,α-èçîìåòðè÷åñêèõ ïîãðóæåíèé, øó-
òèë, ÷òî âèäèìî ñìîã äîêàçàòü ïåðâóþ ïîëîâèíó ãèïîòåçû 1 ëèøü ïðè
çàìåíå íåðàâåíñòâà α > 1/2 áîëåå ñèëüíûì α > 2/3 (α = 2/3 ó Ñ.Ç.
Øåôåëÿ) ïîòîìó, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðèíÿòèÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ≥ 2/3 ïîäàííûõ ãîëîñîâ.
Îí ëþáèë ñòèõè è ïîýìû Í.À. Íåêðàñîâà è íå ðàç öèòèðîâàë èõ ìíå.
Âñïîìèíàþòñÿ äðóæåñêèå âå÷åðà ìàòåìàòèêîâ â êâàðòèðå 32 íà óëèöå

Æåì÷óæíîé, 6, Þðèÿ Ôåäîðîâè÷à è Ëþäìèëû Ãëåáîâíû Áîðèñîâûõ.
Þðèé Ôåäîðîâè÷ íåñêîëüêî ðàç ïðèåçæàë êàê ïðåäñåäàòåëü ÃÝÊ ïî

ìàòåìàòèêå â Îìñêèé ãîñóíèâåðñèòåò. ×àñòî åãî âîñïîìèíàíèÿ è ðàñ-
ñêàçû â ëè÷íûõ áåñåäàõ èìåëè �ôèëîñîôñêèé� õàðàêòåð. Îäíàæäû îí
âñïîìèíàë, êàê â ãîëîäíîì áëîêàäíîì Ëåíèíãðàäå �âèòàëè� åãî ìûñëè.
Ïîñëåäíèé ðàç ïðè æèçíèÞ.Ô. ÿ âñòðå÷àëñÿ ñ íèì â àâãóñòå 2007 ãîäà

â åãî êâàðòèðå. Áîëåå ÷àñà îí ðàññêàçûâàë ìíå î ñâîåé æèçíè ñ äåòàëÿìè,
êîòîðûå ÿ ïðåæäå íèêîãäà îò íåãî íå ñëûøàë. Òàê, îí ðàññêàçûâàë î
æèçíè â Ñåñòðîðåöêå âî âðåìÿ âîéíû, ïåðåäàâàë ðàññêàç åãî ìàòåðè î
ñîáûòèÿõ ïîçäíåé îñåíè 1917 ãîäà íà Äâîðöîâîé ïëîùàäè â Ïåòðîãðàäå.
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