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Abstract: The global existence of a weak solution of a inhomogeneous
boundary value problem for the reaction-di�usion�convection equation
with variable coe�cients is proved. The maximum and minimum
principle for the substance's concentration is established. The solvability
of the boundary control problem is proved on weak solutions of the
boundary value problem under consideration.

Keywords: nonlinear reaction�di�usion�convection equation, variable
coe�cients, weak solution, maximum principle, boundary control
problem, extremum problem.

1 Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ çàäà÷ è çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ðåàêöèè�äèôôóçèè�êîíâåêöèè âûçâàí, â òîì ÷èñ-
ëå, ïîèñêîì ýôôåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè

Brizitskii, R.V. Boundary control problem for reaction�diffusion�

convection equation with variable coefficients.

© 2024 Áðèçèöêèé Ð.Â.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ (íîìåð òåìû: 075-00459-
24-00).

Ïîñòóïèëà 1 ÿíâàðÿ 2024 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2024 ã.

144

https://orcid.org/0000-0001-5439-2271


ÇÀÄÀ×À ÃÐÀÍÈ×ÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 145

ïðîöåññàìè. Âûáîð áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ íåëè-
íåéíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
ìîäåëè îò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïðåäïî÷òèòåëü-
íåé è äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçóåìûõ óïðàâëåíèé. Â ñâîþ
î÷åðåäü, èññëåäîâàíèå íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ëåã÷å ðåàëèçîâàòü. Çäåñü îòìåòèì
ðàáîòû [1, 2, 3, 4, 5], à òàêæå ñòàòüè [6, 7, 8], ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ
êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ðÿäà áëèçêèõ ìîäåëåé.
Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

−div(λ(φ)∇φ) + k(φ,x)φ+ u · ∇φ = f â Ω, φ = ψ íà Γ. (1)

Çäåñü φ � êîíöåíòðàöèÿ (çàãðÿçíÿþùåãî) âåùåñòâà, u � çàäàííûé âåê-
òîð ñêîðîñòè, λ(φ) > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, k(φ,x) ≥ 0 � êîýô-
ôèöèåíò ðåàêöèè, x ∈ Ω, f � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà.
Íà çàäà÷ó (1) ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ λ,u, k, f è ψ áóäåì ññûëàòüñÿ

íèæå, êàê íà çàäà÷ó 1.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Ëåðå�Øàóäåðà äîêà-

çàíî ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 â ñëó÷àå, êî-
ãäà íåëèíåéíîñòü k(φ, ·)φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ
àëüòåðíàòèâîé ïðèìåíåíèþ ïðèíöèïà Øàóäåðà â ñëó÷àå, êîãäà k(φ, ·)
îãðàíè÷åí ïî ñîîòâåòñòâóþùåé Lp íîðìå (ñì. [9] è [10]).
Äàëåå óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå çà-

äà÷è 1, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà äëÿ
êîíöåíòðàöèè φ.
Íàêîíåö, íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1 äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ðîëü óïðàâëåíèÿ â êîòîðîé èãðàåò ôóíêöèÿ ψ, èìå-
þùàÿ ñìûñë ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè.
Çäåñü æå îòìåòèì ðàáîòû [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,

22, 23, 24, 25], ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ è ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ äëÿ ìîäåëåé òåïëîìàññîïåðåíîñà, îáîáùàþùèõ ïðèáëèæåíèå Áóññè-
íåñêà. Òàê æå îòìåòèì ðàáîòû [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33], ïîñâÿùåííûå
ñëîæíûì ðåîëîãè÷åñêèì ìîäåëÿì äèíàìèêè æèäêîñòè.

2 Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà Hs(D), s ∈ R,
H0(D) ≡ L2(D), ãäå D îáîçíà÷àåò îáëàñòü Ω èëè åå ãðàíèöó Γ. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Hs(D)3

è L2(D)3. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Hs(D) è
Hs(D)3 èëè â L2(D) è L2(D)3 îáîçíà÷àþòñÿ êàê (·, ·)s,D è ∥ · ∥s,D èëè
(·, ·)D è ∥ · ∥D. ×åðåç ∥ · ∥1,Ω è | · |1,Ω îáîçíà÷èì íîðìó è ïîëóíîðìó â
H1(Ω) èëè H1(Ω)3.
Ââåäåì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè u:

Z = {v ∈ L4(Ω)3 : divv = 0 â Ω}
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è ôóíêöèîíàëüíîå ìíîæåñòâî

Lq(D) = {h ∈ Lq(D) : h ≥ 0 ï.â. â D}, 1 ≤ q ≤ ∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ÷åðåç H∗ îáîçíà÷èì
ñîïðÿæåííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(H.2.1) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈

C0,1;
(H.2.2) f ∈ L2(Ω)3, u ∈ Z, ψ ∈ H1/2(Γ);
(H.2.3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈ H1(Ω) ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå k(w, ·) ∈

Lp+(Ω) äëÿ ëþáîãî p ≥ 5/3, ãäå p íå çàâèñèò îò w; è íà ëþáîì øàðå

Br = {w ∈ H1(Ω) : ∥w∥1,Ω ≤ r} ðàäèóñà r âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥k(w1, ·)− k(w2, ·)∥Lp(Ω) ≤ L∥w1 − w2∥L4(Ω) ∀w1, w2 ∈ H1(Ω).

Çäåñü êîíñòàíòà L çàâèñèò îò r, íî íå çàâèñèò îò w1, w2 ∈ Br;
(H.2.4) íåëèíåéíîñòü k(φ, ·)φ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé â ñëåäóþùåì ñìûñ-

ëå:

(k(φ1, ·)φ1 − k(φ2, ·)φ2, φ1 − φ2) ≥ 0 ∀φ1, φ2 ∈ H1(Ω);

(H.2.5) ôóíêöèÿ λ(τ) � íåïðåðûâíàÿ ïðè τ ∈ R è ñóùåñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíûå êîíñòàíòû λmin è λmax òàêèå, ÷òî

0 < λmin ≤ λ(τ) ≤ λmax ∀τ ∈ R.
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (H.2.3), (H.2.4) îïèñûâàþò îïåðàòîð, äåéñòâó-

þùèé èç H1(Ω) â Lp(Ω), ãäå p ≥ 5/3 (ïîäðîáíî ñì. â [4]).
Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà, ïðîñòðàíñòâà

H1(Ω) è H1(Ω)3 âêëàäûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â Ls(Ω) è Ls(Ω)3 íåïðå-
ðûâíî ïðè s ≤ 6 è êîìïàêòíî ïðè s < 6, à òàêæå ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé
Cs, çàâèñÿùåé îò s è Ω, ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

∥h∥Ls(Ω) ≤ Cs∥h∥1,Ω ∀h ∈ H1(Ω),

∥v∥Ls(Ω)3 ≤ Cs∥v∥1,Ω ∀v ∈ H1(Ω)3. (2)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà (ïîäðîáíî ñì. â [34, 35]).
Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1) è (H.2.5), k0 ∈ Lq+(Ω),

q ≥ 5/3, u ∈ Z, òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû δ, γ,
çàâèñÿùèå îò Ω èëè îò Ω è p, ñ êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

|(λ(c)∇h,∇η) ≤ λmax∥h∥1,Ω∥η∥1,Ω,
|(u · ∇h, η)| ≤ γ∥u∥L4(Ω)3∥h∥1,Ω∥η∥L4(Ω) ∀c, h, η ∈ H1(Ω), (3)

|(k0h, η)| ≤ γp∥k0∥Lp(Ω)∥h∥1,Ω, ∥η∥1,Ω, ∀h, η ∈ H1(Ω), p ≥ 5/3, (4)

(u · ∇h, h) = 0, (∇h,∇h) ≥ δ∥h∥21,Ω,

(λ(η)∇h,∇h) ≥ λ∗∥h∥21,Ω, λ∗ = δλmin ∀η ∈ H1(Ω), h ∈ H1
0 (Ω). (5)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó î ëèôòèíãå êîíöåíòðàöèè φ
(ñì. [35]).
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Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (H.2.1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíê-
öèÿ φ0 ∈ H1(Ω), ÷òî

φ0|Γ = ψ, ∥φ0∥1,Ω ≤ CΓ∥ψ∥1/2,Γ. (6)

Çäåñü CΓ � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò Ω.
Óìíîæèì óðàâíåíèå â (1) íà ôóíêöèþ h ∈ H1

0 (Ω), ïðèìåíèâ ôîðìóëó
Ãðèíà, ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 1

(λ(φ)∇φ,∇h) + (u · ∇φ, h) + (k(φ,x)φ, h) = (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (7)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ φ ∈ H1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ (7), íàçî-
âåì ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è 1.
Ñëàáîå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1 áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

φ = φ0 + φ̃, (8)

ãäå φ0 � ôóíêöèÿ èç ëåììû 2, φ̃ ∈ H1
0 (Ω) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì (7) ñëàãàåìîå−(k(φ0, ·)φ0, h).
Ïîëó÷èì

(λ(φ̃+ φ0)∇φ̃,∇h) + (λ(φ̃+ φ0)∇φ0,∇h) + (u · ∇φ̃, h)+
+(k(φ̃+ φ0, ·)(φ̃+ φ0)− k(φ0, ·)φ0, h) =

= ⟨l, h⟩ ≡ (f, h)− (u · ∇φ0, h)− (k(φ0, ·)φ0, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (9)

Çäåñü
∥l∥−1,Ω ≤Ml ≡ ∥f∥Ω + γCΓ∥u∥L4(Ω)3∥ψ∥1/2,Γ+

+γpCΓ∥k(φ0, ·)∥Ω∥ψ∥1/2,Γ. (10)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (9) ïðèìåíèì ïðèíöèï Ëåðå�
Øàóäåðà. Ââåäåì íåëèíåéíûé îïåðàòîð G ïî ôîðìóëå:

(λ(φ̃+ φ0)∇G(φ̃),∇h) = ⟨l̃, h⟩ ≡ (λ(φ̃+ φ0)∇φ0,∇h) + (u · ∇φ̃, h)+
+(k(φ̃+ φ0, ·)(φ̃+ φ0)− k(φ0, ·)φ0, h)− ⟨l, h⟩ ∀h ∈ H1

0 (Ω). (11)

Ââåäåì áèëèíåéíóþ ïî v è η ôîðìó a ïî ôîðìóëå:

aλ(v, η) = (λ(c)∇v,∇η) ∀c, v, η ∈ H1(Ω).

Èç òåîðåìû Ëàêñà�Ìèëüãðàìà è (11) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè φ̃ ∈ H1

0 (Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ s ∈ H1
0 (Ω), äëÿ êîòî-

ðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

aλ(s, h) = ⟨l̃, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω).

Â òàêîì ñëó÷àå, îïåðàòîð G, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé (11), îòîáðàæà-
åò H1

0 (Ω) â H
1
0 (Ω) è ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ôóíêöèè φ̃ ∈ H1

0 (Ω)
ýëåìåíò G(φ̃) ∈ H1

0 (Ω).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (9) äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ φ̃ ∈ H1
0 (Ω) îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ:

φ̃+G(φ̃) = 0 â H1
0 (Ω). (12)

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φ̃n} ∈ H1
0 (Ω) òàêóþ, ÷òî

φ̃n → φ̃∗ ñëàáî â H1
0 (Ω) è ñèëüíî â Lp(Ω) ïðè n→ ∞, p < 6. (13)
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Âû÷èòàÿ (11) ïðè φ̃ = φ̃n ∈ H1
0 (Ω) èç (11) ïðè φ̃ = φ̃∗ ∈ H1

0 (Ω), áóäåì
èìåòü

(λ(φ̃n + φ0)∇(G(φ̃∗)−G(φ̃n)),∇h) =
= −((λ(φ̃n+φ0)−λ(φ̃∗+φ0))∇G(φ̃∗),∇h)+((λ(φ̃n+φ0)−λ(φ̃∗+φ0))∇φ0,∇h)+

+(u · ∇(φ̃∗ − φ̃n), h)+

+((k(φ̃∗+φ0, ·)− k(φ̃n+φ0, ·))(φ̃n+φ0), h)+(k(φ̃∗+φ0, ·)(φ̃∗−φ̃n), h). (14)
Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (H.2.3),

èç (14) âûâîäèì íåðàâåíñòâî:

|(λ(φ̃n + φ0)∇(G(φ̃∗)−G(φ̃n)),∇h)| ≤

≤ ∥((λ(φ̃n + φ0)− λ(φ̃∗ + φ0))∇G(φ̃∗)∥Ω∥h∥1,Ω+
+∥((λ(φ̃n + φ0)− λ(φ̃∗ + φ0))∇φ0∥Ω∥h∥1,Ω+

+γ∥u∥L4(Ω)3∥φ̃n − φ̃∗∥L4(Ω)∥h∥1,Ω+
+[γpL(∥φ̃n∥1,Ω + ∥φ0∥1,Ω)∥φ̃∗ − φ̃n∥L4(Ω)+

+C6∥k(φ̃∗ + φ0, ·)∥L5/3(Ω)∥φ̃
∗ − φ̃n∥L5(Ω)]∥h∥1,Ω. (15)

Ïîëàãàÿ h = G(φ̃∗)−G(φ̃n) â (15) è ó÷èòûâàÿ (5), ïðèõîäèì ê îöåíêå

λ∗∥G(φ̃∗)−G(φ̃n)∥1,Ω ≤ ∥((λ(φ̃n + φ0)− λ(φ̃∗ + φ0))∇G(φ̃∗)∥Ω+

+∥((λ(φ̃n + φ0)− λ(φ̃∗ + φ0))∇φ0∥Ω+
+γ∥u∥L4(Ω)3∥φ̃n − φ̃∗∥L4(Ω)+

+γpL(∥φ̃n∥1,Ω + ∥φ0∥1,Ω)∥φ̃∗ − φ̃n∥L4(Ω)+

+C6∥k(φ̃∗ + φ0, ·)∥L5/3(Ω)∥φ̃
∗ − φ̃n∥L5(Ω). (16)

Ïî òåîðåìå î ìàæîðàíòå Ëåáåãà è â ñèëó (13), îöåíêà (16) îçíà÷àåò
íåïðåðûâíîñòü è êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà G : H1

0 (Ω) → H1
0 (Ω).

Íàðÿäó ñ (12) ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:

φ̃w + wG(φ̃w) = 0 â H1
0 (Ω), w ∈ (0, 1]

è âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî:

(λ(φ̃w + φ0)∇φ̃w,∇h) + w(λ(φ̃w + φ0)∇φ0,∇h) + w(u · ∇φ̃w, h)+

w(k(φ̃+ φ0, ·) (φ̃+ φ0)− k(φ0, ·)φ0, h) = w⟨l, h⟩ ∀h ∈ H1
0 (Ω). (17)

Ïîëàãàÿ h = φ̃w â (17), è ó÷èòûâàÿ (5) è óñëîâèå ìîíîòîííîñòè (H.2.4),
ïðèõîäèì ê îöåíêå

∥φ̃w∥1,Ω ≤ wMφ̃, Mφ̃ ≡ C∗(λmaxCΓ∥ψ∥1/2,Γ + ∥l∥−1,Ω) w, ε ∈ (0, 1]. (18)

ßñíî, ÷òî èç (18) âûòåêàåò îöåíêà

∥φ̃w∥1,Ω ≤Mφ̃. (19)

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ëåðå�Øàóäåðà, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå φ ∈ H1
0 (Ω)

îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (12), ýêâèâàëåíòíîãî çàäà÷å (9), äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâà îöåíêà (19).
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Â òàêîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå φ ∈ H1(Ω) çàäà÷è (7), ãäå
φ = φ̃+ φ0 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥φ∥1,Ω ≤Mφ ≡Mφ̃ + CΓ∥ψ∥1/2,Γ. (20)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.5). Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå φ ∈ H1(Ω) çàäà÷è 1 è ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ
îöåíêà (20).

3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(H.3.1) fmin ≤ f ≤ fmax ï.â. â Ω, ψmin ≤ ψ ≤ ψmax ï.â. íà Γ.
Çäåñü fmin, fmax, ψmin, ψmax � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ðåàêöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:
(H.3.2) k(φ,x) = a(x)k1(φ), ãäå k1(·) : R → R+ � íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, a(x) ∈ L∞(Ω), ïðè÷åì 0 < amin ≤ a(x) ≤ amax < ∞ ï.â. â Ω è
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

k1(s) s = fmax/amin, s ∈ (0,+∞), (21)

k1(t) t = fmin/amax, t ∈ (0,+∞) (22)

èìåþò, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîìó (ïîëîæèòåëüíîå) êîðíþ s∗ è t∗.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.5) è (H.3.1),

(H.3.2). Òîãäà äëÿ êîíöåíòðàöèè φ ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà è ìèíèìóìà:

m ≤ φ ≤M ï.â. â Ω,

M = max{ψmax,M1}, m = min{ψmin,m1}. (23)

Çäåñü M1 � ìèíèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ (21), à
m1 � ìàêñèìàëüíûé (ïîëîæèòåëüíûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ (22).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî φ ≤ M ï.â. â Ω. Ñ ýòîé öå-

ëüþ ââåäåì ôóíêöèþ φ̃ = max{φ−M, 0}. ßñíî, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà
èëè îöåíêà φ ≤ M ï.â. â Ω ñïðàâåäëèâû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ̃ = 0 ï.â. â Ω.
×åðåç QM ⊂ Ω îáîçíà÷èì îòêðûòîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè

Ω, â êîòîðîì φ > M . Èç [36, p. 152] è [37] âûòåêàåò, ÷òî ∇φ̃ = ∇φ ï.â. â
QM è φ̃ ∈ H1

0 (Ω).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(λ(φ)∇φ,∇φ̃) = (λ(φ̃+M)∇φ̃,∇φ̃)QM
= (λ(φ̃+M)∇φ̃,∇φ̃),

(u · ∇φ, φ̃) = (u · ∇φ̃, φ̃) = 0,

(k(φ, ·)φ, φ̃) = (k(φ, ·)φ, φ̃)QM
= (k(φ̃+M, ·)(φ̃+M), φ̃)QM

,

ñ ó÷åòîì êîòîðûõ, ïîäñòàâëÿÿ h = φ̃ â (9), ïîëó÷àåì

(λ(φ̃+M)∇φ̃,∇φ̃) + (k(φ̃+M, ·)(φ̃+M), φ̃)QM
= (f, φ̃). (24)
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Â ñèëó (H.2.8) äëÿ ôóíêöèé φ1 = φ̃+M è φ2 =M èç H1(Ω) ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî:

0 ≤ (k(φ̃+M, ·)(φ̃+M)− k(M, ·)M, φ̃)QM
=

= (k(φ̃+M, ·)(φ̃+M)− k(M, ·)M, φ̃), (25)

ïîñêîëüêó φ̃ = 0 â Ω \Q.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî âû÷òåì (k(M, ·)M, φ̃) èç îáåèõ ÷àñòåé (24). Áóäåì

èìåòü, ÷òî

(λ(φ̃+M)∇φ̃,∇φ̃) + (k(φ̃+M, ·)(φ̃+M)− k(M, ·)M, φ̃)QM
=

= (f − k(M, ·)M, φ̃)QM
. (26)

Â ñèëó ëåììû 1 è (25), èç (26) ïîëó÷àåì îöåíêó

λ∗∥φ̃∥21,Ω ≤ (fmax − amink1(M)M, φ̃)QM
. (27)

Èç (27) âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïàðàìåòðM âûáðàí èç óñëîâèÿ (23), òî φ̃ = 0
ï.â. â Ω.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïà ìèíèìóìà ââåäåì ôóíêöèþ w̃ = min{φ−

m, 0}. Ðàññóæäàÿ, êàê è äëÿ ôóíêöèè φ̃, çàêëþ÷àåì, ÷òî w̃ ∈ H1
0 (Ω).

Ïóñòü â èçìåðèìîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå Qm ⊂ Ω ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî φ < m.
Ðàññóæäàÿ, êàê è âûøå, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

(λ(w̃ +m)∇w̃,∇w̃) + (k(w̃ +m, ·)(w̃ +m)− k(m, ·)m, w̃)Qm =

= (f − k(m, ·)m, w̃)Qm ,

èç êîòîðîãî âûâîäèì îöåíêó

λ∗∥w̃∥21,Ω ≤ (fmin − amaxk1(m)m, w̃)Qm ≤ 0. (28)

Èç âûøåñêàçàííîãî è (23) âûòåêàåò, ÷òî w̃ = 0.
Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ñòåïåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðåàêöèè ïàðàìåòðû

M1 è m1 ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ k(φ) = |φ| ïîëó÷àåì, ÷òî
M1 = f

1/2
max è m1 = f

1/2
min.

4 Çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è äî-
êàæåì åå ðàçðåøèìîñòü íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî óïðàâëåíèå ψ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå K. Ââåäåì
ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y = H−1(Ω)×H1/2(Γ) è îïðåäåëèì îïå-
ðàòîð Φ = (Φ1,Φ2) : H

1(Ω)×K → Y , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëàì:

⟨Φ1(φ,ψ), h⟩ = (λ(φ)∇φ,∇h) + (k(φ, ·)φ, h)+

+((u · ∇)φ, h)− (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω)

Φ2(φ,ψ) = φ|Γ − ψ ∈ H1/2(Γ) (29)

è ïåðåïèøåì ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è 1 â âèäå Φ(φ,ψ) = 0.
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Ðàññìàòðèâàÿ ýòî ðàâåíñòâî êàê óñëîâíîå îãðàíè÷åíèå íà ñîñòîÿíèå
φ ∈ H1(Ω) è óïðàâëåíèå ψ ∈ K, ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó óñëîâíîé ìèíè-
ìèçàöèè:

J(φ,ψ) :=
µ0
2
I(φ) +

µ1
2
∥ψ∥21/2,Γ → min,

Φ(φ,ψ) = 0, (φ,ψ) ∈ H1(Ω)×K,
(30)

ãäå I : H1(Ω) → R � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë.
×åðåç

Zad := {(φ,ψ) ∈ H1(Ω)×K : Φ(φ,ψ) = 0 è J(φ,ψ) <∞}
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð çàäà÷è (30) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(H.4.1) K ⊂ H1/2(Γ) � íåïóñòîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî;
(H.4.2) µ0 > 0, µ1 ≥ 0 èK � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, èëè µi > 0, i = 0, 1,

è ôóíêöèîíàë I îãðàíè÷åí ñíèçó.

Íèæå ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà:

I1(φ) := ∥φ− φd∥2Q, I2(φ) := ∥φ− φd∥21,Q.

Çäåñü φd ∈ L2(Q) (èëè φd ∈ H1(Q)) � çàäàííûå â ïîäîáëàñòèQ ⊂ Ωôóíê-
öèè.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (H.2.1)�(H.2.5) è (H.4.1),

(H.4.2), ôóíêöèîíàë I : H1(Ω) → R ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí è ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ïàð Zad íå ïóñòî. Òîãäà çàäà÷à (30) èìååò, ïî êðàéíåé
ìåðå, îäíî ðåøåíèå (φ,ψ) ∈ H1(Ω)×K.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {(φm, ψm)} ⊂ Zad � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü äëÿ ôóíêöèîíàëà J , äëÿ êîòîðîé

lim
m→∞

J(φm, ψm) = inf
(φ,ψ)∈Zad

J(φ,ψ) =: J∗.

Èç âûøåñêàçàííîãî è óñëîâèé òåîðåìû 4.1 âûòåêàåò îöåíêà

∥ψm∥1/2,Γ ≤ c1.

Çäåñü è íèæå ci îáîçíà÷àþò êîíñòàíòû, íåçàâèñÿùèå îò m.
Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò îöåíêà

∥φm∥1,Ω ≤ c2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëû:

φ∗ ∈ H1(Ω), ψ∗ ∈ H1/2(Γ)

íåêîòîðûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {φm} è {ψm}. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåì òàê æå îáîçíà÷àòü {φm} è {ψm}.
Èç êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(Ω) ↪→ Ls(Ω) for s < 6, âûòåêàåò, ÷òî

φm → φ∗ ∈ H1(Ω) ñëàáî â H1(Ω)

è ñèëüíî â Ls(Ω), s < 6, ïðè m→ ∞,
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ψm → ψ∗ ñëàáî â H1/2(Γ) ïðè m→ ∞. (31)

Ïîêàæåì, ÷òî Φ(x∗, u∗) = 0 èëè

(λ(φ∗)∇φ∗,∇h) + (k(φ∗, ·)φ∗, h) + (u · ∇φ∗, h) = (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (32)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïàðà (φm, ψm) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(λ(φm)∇φm,∇h) + (k(φm, ·)φm, h)+

+(u · ∇φ∗, h) = (f, h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (33)

Ïåðåéäåì â (33) ê ïðåäåëó ïðèm→ ∞. Âñå ëèíåéíûå ñëàãàåìûå â (33)
ñòðåìÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì â (32). Äëÿ íåëèíåéíîãî ñëà-
ãàåìîãî (λ(φm)∇φm,∇h) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

(λ(φm)∇φm,∇h)− (λ(φ∗)∇φ∗,∇h) =

= ((λ(φm)−λ(φ∗))∇φm,∇h)+(∇(φm−φ∗), λ(φ∗)∇h) ∀h ∈ H1
0 (Ω). (34)

Ïîñêîëüêó λ(φ∗) ∈ L∞(Ω), òî èç (31) âûòåêàåò, ÷òî

(∇(φm − φ∗), λ(φ∗)∇h) → 0 ïðè m→ ∞ ∀h ∈ H1
0 (Ω). (35)

Ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðàíòîé ñõîäèìîñòè èìååì

|((λ(φm)− λ(φ∗))∇φm,∇h)| ≤ ∥(λ(φm)− λ(φ∗))∇h∥Ω∥∇φm∥Ω ≤

≤ c2∥((λ(φm)− λ(φ∗))∇h)∥Ω → 0 ïðè m→ ∞ ∀h ∈ H1
0 (Ω). (36)

Áîëåå òîãî, èç (35) è (36) ñëåäóåò, ÷òî

(λ(φm)∇φm,∇h) → (λ(φ∗)∇φ∗,∇h) ïðè m→ ∞ ∀h ∈ H1
0 (Ω).

Íàêîíåö, ìû èìååì (ñì. [25]):

(k(φm, ·)φm, h) → (k(φ∗, ·)φ∗, h) ïðè m→ ∞ ∀h ∈ H1
0 (Ω).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë J ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí íà H1(Ω)×H1/2(Γ),
òî J(φ∗, ψ∗) = J∗.

5 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøå-
íèÿ íåîäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ðåàêöèè�äèôôóçèè�
êîíâåêöèè ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî ïîçâîëèëî äëÿ äàííîé
êðàåâîé çàäà÷è ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, äîêàçàâ åå
ðàçðåøèìîñòü. Â ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è áóäåò
âûâåäåíà ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè, íà îñíîâå êîòîðîé áóäåò ïðîâåäåí êà-
÷åñòâåííûé àíàëèç îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Òàê æå â ðàáîòå óñòàíîâëåí
ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà äëÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà.
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