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Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract:We consider à two-parameter family of piecewise smooth
dynamical systems on the plane. For zero values of the parameters
the dynamical system has à periodic trajectory L passing through
two singular points of the fork type and not containing other
singular points. It is assumed that L contains both the tangent
and transverse separatrices of both forks. We consider di�erent
cases of the location of the remaining separatrices. In each case,
we describe bifurcations in a neighborhood of L for generic families.

Keywords: piecewise smooth dynamical system, fork, periodic
trajectory, bifurcation.

1 Ââåäåíèå

Êóñî÷íî-ãëàäêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè ìà-
òåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ ñèñòåì ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè è øèðîêî
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè êîëåáàíèé íà÷èíàÿ ñ ðàáîò À.À. Àíäðîíîâà (ñì.
[1, 2]) Áèôóðêàöèè êóñî÷íî-ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Roitenberg, V.Sh., On bifurcations of a piecewise smooth dynamical system

on the plane in a neighborhood of a periodic trajectory passing through two

forks.

© 2023 Ðîéòåíáåðã Â.Ø..

Ïîñòóïèëà 1 ÿíâàðÿ 2023 ã., îïóáëèêîâàíà 31 äåêàáðÿ 2023 ã.

144

https://orcid.org/0000-0002-1293-7998


Î ÁÈÔÓÐÊÀÖÈßÕ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÃËÀÄÊÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ145

íà÷àëè èçó÷àòü óæå äàâíî [3, 4]. Â [4] îïèñàíû áèôóðêàöèè îñîáûõ òî÷åê
ïåðâîé ñòåïåíè íåãðóáîñòè. Áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè èç îñîáîé òî÷êè è äðóãèå ëîêàëüíûå áèôóðêàöèè â òèïè÷íûõ
ñåìåéñòâàõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè ñ îäíèì è äâóìÿ ïàðà-
ìåòðàìè ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. Áèôóðêàöèè
íåêîòîðûõ ñåïàðàòðèñíûõ êîíòóðîâ èññëåäîâàëèñü â [10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17]. Îäíàêî, ðÿä íåòðèâèàëüíûõ íåëîêàëüíûõ áèôóðêàöèé â òè-
ïè÷íûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ äî ñèõ ïîð íå îïèñàí.
Çäåñü ìû ðàññìîòðèì áèôóðêàöèè â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðà-

åêòîðèè, ñîäåðæàùåé äâå îñîáûõ òî÷êè òèïà ¾ðàçâèëêà¿ äëÿ ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ ñåïàðàòðèñ ýòèõ òî÷åê.

2 Êóñî÷íî-ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïëîñêîñòè è èõ
îñîáûå òî÷êè òèïà ¾ðàçâèëêà¿

Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â R2 ñ C∞-ãëàäêîé ãðàíèöåé, D :=
{M1,M2, ...,Mn}, ãäå Mi, i ∈ {1, ..., n} � òàêèå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà
M ñ C∞-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Mi, ÷òîM =

⋃n
i=1Mi, Mj∩Mk = ∂Mj∩∂Mk

ïðè j, k = 1, ..., n, j ̸= k.
Ïóñòü v(i), i ∈ {1, ..., n} � Cr-âåêòîðíûå ïîëÿ íà Mi (r ≥ 2). Êóñî÷íî-

ãëàäêèì âåêòîðíûì ïîëåì íà M , çàäàâàåìûì ýòèìè âåêòîðíûìè ïîëÿ-
ìè, íàçîâåì êëàññ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé ṽ íà M (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàç-

ðûâíûõ) òàêèõ, ÷òî ṽ(x) = v(i)(x), åñëè x ∈ intMi, i ∈ {1, ..., n}. Áóäåì
åãî îáîçíà÷àòü v = (v(1), ...,v(n)), à ìíîæåñòâî òàêèõ ïîëåé � Xr(M,D).
Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ èç [1, c. 95] òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ v ∈ Xr(M,D) áó-

äåì íàçûâàòü òðàåêòîðèè äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ẋ ∈ v̂(x), x ∈
M , ãäå v̂(x) � îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {v(i)(x)} äëÿ x ∈ intMi è âûïóê-

ëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ v(i)(x) è v(j)(x) äëÿ x ∈Mij := ∂Mi ∩ ∂Mj ̸= ∅.
Â òî÷êàõ a ∈ Mij , ãäå v(i)(a) è v(j)(a) íå êàñàþòñÿ Mij è íàïðàâëåíû

â îäíó ñòîðîíó îò Mij , äëÿ îïðåäåëåííîñòè âíóòðü Mi, ïîëîæèòåëüíàÿ
(îòðèöàòåëüíàÿ) ïîëóòðàåêòîðèÿ ïîëÿ v, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå a ∈Mij ,
ïðîäîëæàåòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ) ïîëóòðàåêòîðèÿ ïî-

ëÿ v(i) (v(j)). Äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê a ∈Mij â v̂(a) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé âåêòîð vij(a), êàñàþùèéñÿ Mij .

Îñîáûìè òî÷êàìè ïîëÿ v = (v(1), ...,v(n)) áóäåì íàçûâàòü îñîáûå

òî÷êè âåêòîðíûõ ïîëåé v(i), òî÷êè êàñàíèÿ ýòèõ ïîëåé ñ ∂Mi è òî÷êè
a ∈Mij , â êîòîðûõ vij(a) = 0.

Ïóñòü ïîëå v(i) êàñàåòñÿ ∂Mi â îñîáîé òî÷êå O ∈ Mij . Âûáåðåì C∞-
êîîðäèíàòû x1, x2 â îêðåñòíîñòè V (O) ýòîé òî÷êè òàê, ÷òîáû îíà èìåëà
íóëåâûå êîîðäèíàòû, Mi ∩ V (O) (Mj ∩ V (O) ) çàäàâàëîñü íåðàâåíñòâîì
x2 ≥ 0 (x2 ≤ 0). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ

v(s)(x) = Fs1(x1, x2)∂/∂x1 + Fs2(x1, x2)∂/∂x2,

ãäå Fsl ∈ Cr, s = i è s = j, l = 1, 2, Fi2(0, 0) = 0.
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Ðèñ. 1. Ðàçâèëêè: à) ñõîäÿùàÿñÿ ðàçâèëêà, á) ðàñõîäÿùà-
ÿñÿ ðàçâèëêà

Åñëè Fi1(0, 0)∂Fi1(0, 0)/∂x1 > 0, à Fj2(0, 0) > 0 (Fj2(0, 0) < 0), òî
òî÷êó O áóäåì íàçûâàòü ñõîäÿùåéñÿ (ðàñõîäÿùåéñÿ) ðàçâèëêîé, à òàê-
æå îñîáîé òî÷êîé òèïà ¾ðàçâèëêà¿ (ðèñ. 1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Fi1(0, 0) > 0, ∂Fi1(0, 0)/∂x1 > 0. Äëÿ ñõîäÿùåéñÿ
ðàçâèëêè ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ ïîëÿ v íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè
Mij ∩ V (O) åäèíñòâåííûì îáðàçîì êàê ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ

ïîëÿ v(i) äëÿ òî÷åê ñ êîîðäèíàòîé x2 ≥ 0 è êàê òðàåêòîðèÿ ïîëÿ vij

äëÿ òî÷åê ñ êîîðäèíàòîé x2 < 0. Îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ ïîëÿ
v íà÷èíàåòñÿ èç òî÷åê Mij ∩ V (O) ñ êîîðäèíàòîé x2 > 0 åäèíñòâåí-

íûì îáðàçîì, êàê îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ ïîëÿ v(j), à èç òî÷åê
ñ êîîðäèíàòîé x2 ≤ 0 òðåìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, êàê îòðèöàòåëüíàÿ
ïîëóòðàåêòîðèÿ îäíîãî èç âåêòîðíûõ ïîëåé v(i), v(j) è vij . Äëÿ ðàñ-
õîäÿùåéñÿ ðàçâèëêè ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ
ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè.
Èç òî÷êè O âûõîëÿò ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèè

ïîëÿ v(i), êàñàþùèåñÿ Mij â O. Èõ ïðîäîëæåíèÿ, êàê ïîëóòðàåêòîðèé
ïîëÿ v, íàçîâåì ñîîòâåòñòâåííî âûõîäÿùåé è âõîäÿùåé êàñàòåëüíûìè
ñåïàðàòðèñàìè ðàçâèëêè O. Ïîëîæèòåëüíóþ (îòðèöàòåëüíóþ) ïîëóòðà-
åêòîðèþ ïîëÿ v, íà÷èíàþùóþñÿ â òî÷êå O, êàê ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðè-

öàòåëüíàÿ) ïîëóòðàåêòîðèÿ ïîëÿ v(j), íàçîâåì òðàíñâåðñàëüíîé ñåïàðà-
òðèñîé ñõîäÿùåéñÿ (ðàñõîäÿùåéñÿ) ðàçâèëêè O.
Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ ïîëÿ v íå ïðîõîäèò ÷åðåç îñîáûå

òî÷êè è íå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé îäíîãî èç âåêòîðíûõ ïîëåé vij . Òîãäà

Γ ëèáî 1) ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ îäíîãî èç âåêòîðíûõ ïîëåé v(j),

äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëÿ v(j1), ëèáî 2) Γ = ∪m
k=1Γk, ãäå Γk äóãà òðà-

åêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ v(jk), jk ∈ {1, ..., n}, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå
lk ∈ Mjk−1jk , êîí÷àþùàÿñÿ â òî÷êå lk+1 ∈ Mjkjk+1

è òðàíñâåðñàëüíàÿ
∂Mjk (jn+1 = j1). Âûáåðåì Cr-âëîæåíèå T : (−1, 1) → intMj1 , T (0) ∈ Γ,
òðàíñâåðñàëüíîå Γ. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ū > 0 îïðåäåëåíî îòîáðàæå-
íèå ïîñëåäîâàíèÿ T (u) 7→ T (f(u)), u ∈ (−ū, ū), ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ v,
f ∈ Cr, f(0) = 0, f ′(u) > 0. Âåëè÷èíà f ′(0) íå çàâèñèò îò âûáîðà T . Åñëè
f ′(0) ̸= 1, òî Γ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé



Î ÁÈÔÓÐÊÀÖÈßÕ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÃËÀÄÊÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ147

Ðèñ. 2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ0 è åå îêðåñòíîñòü
à) â ñëó÷àå (À), á) â ñëó÷àå (Á)

(ïðåäåëüíûì öèêëîì). Ïðè f ′(0) < 1 (f ′(0) > 1) Γ óñòîé÷èâàÿ (íåóñòîé-
÷èâàÿ) òðàåêòîðèÿ. Åñëè f ′(0) = 1, f ′′(0) ̸= 0, òî Γ íàçûâàåòñÿ äâîéíûì
öèêëîì.

3 Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå äåôîðìàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå

ðàçâèëêè

Ïóñòü Γ0 � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ v0 ∈ Xr(M,D), ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç ðàçâèëêè O0

k ∈ Mikjk (k = 1, 2) è íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ îñî-
áûõ òî÷åê. Òîãäà Γ0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé è R2\Γ0 ñîñòîèò
èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò C+ è C−, îäíà èç êîòîðûõ, äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ïóñòü C+, íå ñîäåðæèò ñåïàðàòðèñû ðàçâèëêè O0

1, íå ïðèíàäëåæàùåé
Γ0.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
(À) Γ0 ñîäåðæèò êàñàòåëüíóþ (òðàíñâåðñàëüíóþ) âõîäÿùóþ (âûõîäÿ-

ùóþ) ñåïàðàòðèñû ðàçâèëêè O0
1 è êàñàòåëüíóþ (òðàíñâåðñàëüíóþ) âû-

õîäÿùóþ (âõîäÿùóþ) ñåïàðàòðèñû ðàçâèëêè O0
2. Êîìïîíåíòà C+ íå ñî-

äåðæèò ñåïàðàòðèñó ðàçâèëêè O0
2, íå ïðèíàäëåæàùóþ Γ0 (ðèñ. 2a).

(Á) Γ0 ñîäåðæèò êàñàòåëüíóþ (òðàíñâåðñàëüíóþ) âõîäÿùóþ (âûõîäÿ-
ùóþ) ñåïàðàòðèñû ðàçâèëêè O0

1 è êàñàòåëüíóþ (òðàíñâåðñàëüíóþ) âûõî-
äÿùóþ (âõîäÿùóþ) ñåïàðàòðèñû ðàçâèëêè O0

2. Çàìûêàíèå êîìïîíåíòû
C+ ñîäåðæèò ñåïàðàòðèñó ðàçâèëêè O0

2, íå ïðèíàäëåæàùóþ Γ0 (ðèñ. 2á).

Ïóñòü ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé vε = (v
(1)
ε , ...,v

(n)
ε ) ∈ Xr(M,D) �

äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v0, èìåþùåãî ïåðè-
îäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ Γ0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîìó èç óñëîâèé (À) è
(Á). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâóìåðíûé ïàðàìåòð ε = (ε1, ε2), ìåíÿåòñÿ â
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îêðåñòíîñòè E0 íóëÿ â R2, à îòîáðàæåíèÿ Mi × E0 ∋ (x, ε) 7→ v
(i)
ε (x),

i ∈ {1, ..., n}, ïðèíàäëåæàò êëàññó Cr (r ≥ 2).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàñàòåëüíûå ñåïàðàòðèñû ðàç-

âèëêè O0
k, k = 1, 2 íà÷èíàþòñÿ â Mik . Âûáåðåì òàêèå Cr-ãëàäêèå âëî-

æåíèÿ T1 : (−1, 1) → intMj1 , T2 : (−1, 1) → intMi1 , ÷òî äóãà T1(−1, 1)
(ñîîòâ. T2(−1, 1)) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò Γ0 â òî÷êå T1(0) ( ñîîòâ.
T2(0)), ïðè ýòîì Tk(0, 1) ⊂ C+, k = 1, 2 .
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî íàéäåòñÿ òà-

êàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ E1 ⊂ E0, ÷òî ïîëå vε, ε ∈ E1, èìååò ðàçâèëêè
Ok(ε) ∈ Mikjk , Ok(·) ∈ Cr, Ok(0) = O0

k, k = 1, 2. Îêðåñòíîñòü E1 ìîæ-
íî âçÿòü ñòîëü ìàëîé, ÷òî âûõîäÿùàÿ (ñîîòâ. âõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà
ðàçâèëêè O1(ε) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò T1(−1, 1) (ñîîòâ. T2(−1, 1))
â òî÷êå T1(u11(ε)) (ñîîòâ. T2(u21(ε))), ãäå ui1(·) ∈ Cr, ui1(0) = 0 (i =
1, 2), à âõîäÿùàÿ (ñîîòâ. âûõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà òî÷êè O2(ε), òðàíñâåð-
ñàëüíî ïåðåñåêàåò T1(−1, 1) (ñîîòâ. T2(−1, 1)) â òî÷êå T1(u12(ε)) (ñîîòâ.
T2(u22(ε))), ãäå ui2(·) ∈ Cr, ui2(0) = 0 (i = 1, 2). Îáîçíà÷èì ∆i(ε) :=
ui1(ε)− ui2(ε), i = 1, 2.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

det (∂∆i(0, 0)/∂εj) ̸= 0. (1)

Ïðè óñëîâèè (1), ñäåëàâ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ E∗ ⊂ E1 íà ïëîñ-
êîñòè ïàðàìåòðîâ Cr-çàìåíó êîîðäèíàò ∆i(ε1, ε2) = ε̃i (i = 1, 2) è âåð-
íóâøèñü ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì ε1, ε2 ïàðàìåòðîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

∆i(ε) = εi, i = 1, 2, (2)

à E∗ = (−δ∗, δ∗)2.
Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé vε

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1), à ïàðàìåòðû ε1, ε2 âûáðàíû òàê, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî (2).

4 Áèôóðêàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì (À)

Ïóñòü τkε : (−1, 1) → Mikjk , ε ∈ E∗, k = 1, 2, òàêèå Cr-âëîæåíèÿ, ÷òî

τkε (0) = Ok(ε), τ
k
ε (v) Cr-ãëàäêî çàâèñèò îò (v, ε), τk0 (0, 1) ⊂ C+. Òîãäà,

èñïîëüçóÿ ëåììû î ïåðåñå÷åíèè òðàåêòîðèé ñ äóãàìè áåç êîíòàêòà [18,
ïàðàãðàô 3] è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëà u1 > 0,
v1 > 0 è δ1 ∈ (0, δ∗] ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ∀ε ∈ (−δ1, δ1)2 îïðåäåëåíû
îòîáðàæåíèÿ

T1(u12(ε)) + u) 7→ τ2ε (φ1(u, ε)), u ∈ [−u1, u1],

τ2ε (v, ε)) 7→ T2(u22(ε) + φ2(v, ε)), v ∈ [0, v1]

ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ vε è îòîáðàæåíèÿ

T1(u12(ε)) + u) 7→ τ1ε (ψ1(u, ε)), u ∈ [−u1, u1],
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τ1ε (v, ε)) 7→ T2(u21(ε) + ψ2(v, ε)), v ∈ [0, v1]

ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ −vε , ãäå φ1, φ2, ψ1, ψ2 ∈ Cr,
∀u ∈ [−u1, u1] ∀ε ∈ (−δ1, δ1)2

(φ1)
′
u(u, ε) > 0, (ψ1)

′
u(u, ε) > 0, φ1(0, ε) = 0, ψ1(ε1, ε) = 0, (3)

∀v ∈ (0, v1] ∀ε ∈ (−δ1, δ1)2

(φ2)
′
v(v, ε) > 0, (ψ2)

′
v(v, ε) > 0, φ2(0, ε) = 0, ψ2(0, ε) = ε2. (4)

Èç óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ îñîáóþ òî÷êó òèïà ¾ðàçâèëêà¿, ñëåäóåò
(ñì. [17]), ÷òî ∀ε ∈ (−δ1, δ1)2

(φ2)
′
v(0, ε) = 0, (ψ2)

′
v(0, ε) = 0, (φ2)

′′
vv(0, ε) > 0, (ψ2)

′′
vv(0, ε) > 0. (5)

Ïóñòü φ(u, ε) := φ2(φ1(u, ε), ε), ψ(u, ε) := ψ2(ψ1(u, ε), ε). Ââèäó (3) è
(4) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ(u, ε) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå [0, u1]×(−δ1, δ1)2,
à ψ(u, ε) íà ìíîæåñòâå {(u, ε) : ε ∈ (−δ1, δ1)2, ε1 ≤ u ≤ u1}.
Îáîçíà÷èì λ+ := φ′′

uu(0, 0), λ− := ψ′′
uu(0, 0). Âñëåäñòâèå (3)�(5)

λ+ = (φ2)
′′
vv(0, 0)[(φ1)

′
u(0, 0)]

2 > 0, λ− = (ψ2)
′′
vv(0, 0)[(ψ1)

′
u(0, 0)]

2 > 0.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî λ := λ+/λ− íå çàâèñèò îò ïðîèçâî-
ëà â âûáîðå îòîáðàæåíèé Tk è τk0 è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
òðàåêòîðèè Γ0 ïîëÿ v0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé (À), ïðè ýòîì λ < 1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ÷èñëî δ ∈ (0, δ1), îêðåñòíîñòü U òðàåêòîðèè Γ0 è ðàçáèå-
íèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ E := (−δ, δ)2 íà ìíîæåñòâà B0 = {(0, 0)}, Bi,
Ei (i ∈ {1, 2, ..., 7}) (ðèñ. 3 ), ãäå

B1 = (0, δ) × {0}, Bj = {ε : ε2 = βj(ε1)}, βj : (0, δ) → (0, δ), βj ∈ C1,
βj(+0) = β′j(+0) = 0, j = 2, 3, β2(ε1) < β3(ε1), B4 = {0} × (0, δ), B5 =

(−δ, 0) × {0}, B6 = {ε : ε2 = β6(ε1)}, β6 : (−δ, 0) → (−δ, 0), β6 ∈ C1,
β6(−0) = β′6(−0) = 0, B7 = {0} × (−δ, 0),

Ei � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà E\ ∪7
k=0 Bk, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò Bi è

Bi+1 (B8 := B1),
òàêèå, ÷òî ñõåìû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ â U âåêòîðíûõ ïîëåé vε, ε ∈

E, èìåþò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.
Ñëó÷àé λ > 1 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ λ < 1 ïåðåõîäîì ê ñåìåéñòâó ïðîòè-

âîïîëîæíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé −vε, è ïåðåìåíîé íóìåðàöèè ðàçâèëîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ−1(·, ε) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ψ(·, ε). Îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ ïîñëåäîâàíèÿ f(·, ε) := ψ−1(φ(·, ε), ε) ïî òðàåêòîðèÿì
ïîëÿ vε è ôóíêöèþ ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé d(·, ε) := φ(·, ε) − ψ(·, ε).
Òîãäà ∀ε ∈ (−δ1, δ1)2 ôóíêöèÿ d(·, ε) îïðåäåëåíà íà [0, u1], åñëè ε1 ≤ 0, è
íà [ε1, u1], åñëè ε1 > 0.
×åðåç òî÷êó T1(u12(ε)) + u∗), ãäå u∗ ∈ (0, u1] ïðè ε1 ≤ 0 è u∗ ∈ (ε1, u1]

ïðè ε1 > 0, ïðîõîäèò óñòîé÷èâàÿ (íåóñòîé÷èâàÿ) ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(u∗, ε) − u∗ = 0,
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Ðèñ. 3. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è áèôóðêàöèè ôà-
çîâûõ ïîðòðåòîâ â ñëó÷àå (À) è γ < 1

f ′u(u∗, ε) < 1 (f ′u(u∗, ε) > 1), ïðîõîäèò äâîéíîé öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f(u∗, ε)− u∗ = f ′u(u∗, ε)− 1 = 0, f ′′uu (u∗, ε) ̸= 0.
Äëÿ ôóíêöèè ðàñõîæäåíèÿ ýòè óñëîâèÿ ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî

âèä d(u∗, ε) = 0, d′u(u∗, ε) < 0 (d′u(u∗, ε) > 0) è d(u∗, ε) = d′u(u∗, ε) = 0,
d′′uu(u∗, ε) ̸= 0.
Ïðîäîëæèì φ è ψ äî Cr-ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâåííî, φ̄ è ψ̄ íà [−u1, u1]×

(−δ1, δ1)2. Ïóñòü d̄(u, ε) := φ̄(u, ε)− ψ̄(u, ε).
Ââèäó (3)�(5)

φ̄(u, ε) = (λ+/2)u
2+R1(u, ε), ψ̄(u, ε) = ε2+(λ−/2)(u−ε1)2+R2(u−ε1, ε),

(6)
ãäå

Rk(0, ε) = (Rk)
′
u(0, ε) = (Rk)

′
εj (0, ε) = (Rk)

′′
uεj (0, ε) = 0, k, j = 1, 2, (7)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

d̄(0, 0) = d̄ ′
u(0, 0) = 0. (8)
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Òàê êàê d̄ ′
ε2(u, ε) = −1 + R′

1ε2
(u, ε)− R′

2ε2
(u− ε1, ε), òî u1 è δ1 ìîæíî

âûáðàòü òàê, ÷òî

d̄ ′
ε2(u, ε) < 0 äëÿ âñåõ (u, ε) ∈ (−u1, u1)× (−δ1, δ1)2. (9)

Ïîñêîëüêó λ = λ+/λ− < 1, òî d ′′
uu(0, 0) = λ+−λ− < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

u1 è δ1 ìîæíî ñ÷èòàòü ñòîëü ìàëûìè, ÷òî

d̄ ′′
uu(u, ε) < 0 äëÿ âñåõ (u, ε) ∈ (−u1, u1)× (−δ1, δ1)2. (10)

Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òî u1 è δ1 ìîæíî ñ÷èòàòü âûáðàííûìè òàê, ÷òî

d ′
u(u, ε) < 0 äëÿ âñåõ u ∈ [0, u1], ε ∈ (−δ1, 0]× (−δ1, δ1). (11)

Èç (8) è (10) âûòåêàåò, ÷òî d(u, 0) < 0 äëÿ âñåõ u ∈ [0, u1]. Ïóñòü
0 < u2 < f(u1, 0) < u1. Âçÿâ δ1 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì

d(u, ε) < 0 äëÿ âñåõ ε ∈ (0, δ1)× (−δ1, δ1), ε1 < u2 ≤ u ≤ u1. (12)

Èñïîëüçóÿ ëåììû î òðàåêòîðèÿõ ìåæäó äóãàìè áåç êîíòàêòà [18, ïàðà-
ãðàô 3] è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî f(u1, 0) < u1, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòûå
çàìêíóòûå êðèâûå γ± ∈ C± ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) Γ0 è γ

± îãðàíè÷èâàþò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîëóîêðåñòíîñòü U± òðàåê-
òîðèè Γ0 , íå ñîäåðæàùóþ îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ v0, 2) γ

+ = ∪N
j=1γ

+
j , ãäå γ

+
j

ãëàäêàÿ äóãà â Mkj , ïðè íåêîòîðîì kj ∈ {1, ..., n} ñ êîíöàìè, ïðèíàäëå-

æàùèì ∂Mkj , è òðàíñâåðñàëüíàÿ ∂Mkj , 2) ïåðåñå÷åíèå γ
+ ñ T1(−u1, u1)

òðàíñâåðñàëüíî è ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè T1(f(u1, 0)), 4) ïîëå v
(kj)
0 â

òî÷êàõ äóã γ+j òðàíñâåðñàëüíî γ+j , à òðàåêòîðèè ïîëÿ v0 â ýòèõ òî÷êàõ

âõîäÿò â U+, 6) γ
−, ñîñòîèò èç äóã [s−i s

−
i+1], i ∈ {1, ..., 6}, ñ êîíöàìè â

òî÷êàõ s−i è s−i+1, ãäå s
−
2 ∈ τ20 (−u1, 0), s

−
3 ∈ τ10 (−u1, 0), 7) [s

−
1 s

−
2 ] è [s−2 s

−
3 ]

(ñîîòâ. [s−4 s
−
5 ] è [s−5 s

−
6 ]) � ãëàäêèå äóãè âMi1 (ñîîòâ. âMi2), òðàíñâåðñàëü-

íûå òðàåêòîðèÿì ïîëÿ v
(i1)
0 (ñîîòâ. v

(i2)
0 ), ïðè÷åì â òî÷êàõ äóã [s−1 s

−
2 ],

[s−2 s
−
3 ] è [s−4 s

−
5 ]\{s

−
5 } òðàåêòîðèè ïîëÿ v0 âõîäÿò â U−, à â òî÷êàõ äóãè

[s−5 s
−
6 ] îíè âûõîäÿò èç U−, 8) äóãè [s−3 s

−
4 ] è [s−6 s

−
7 ] ñîñòîÿò èç ãëàäêèõ

äóã, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó èç ìíîæåñòâ Mk, â òî÷êàõ êîòîðûõ òðàåê-

òîðèè ïîëÿ v
(k)
0 òðàíñâåðñàëüíû ýòèì äóãàì, ïðè÷åì â òî÷êàõ äóã [s−3 s

−
4 ]

è [s−6 s
−
7 ]\{s

−
6 } òðàåêòîðèè ïîëÿ âõîäÿò â U−, 9) äóãè T1(−u1, 0) è [s−3 s

−
4 ]

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå.
Âîçüìåì U := U+ ∪ Γ0 ∪ U−.
Âûáðàâ ÷èñëî δ1 äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ε ∈ (−δ1, δ1)2

ïîëå vε íå èìååò â U îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò O1(ε) è O2(ε), òðà-
åêòîðèè ïîëÿ vε â òî÷êàõ γ+ è γ−\[s−5 s

−
6 ] âõîäÿò â U , à â òî÷êàõ äóãè

[s−5 s
−
6 ]\{s

−
5 , s

−
6 } âûõîäÿò èç â U ,

lε := T1(u12(ε))−u1, u12(ε))+u1)∩U = T1(u12(ε))+u−(ε), u12(ε))+u+(ε)),

ãäå u2 < u+(ε) < u1, −u1 < u−(ε) < 0.
Òîãäà ïðè ε ∈ (−δ1, δ1)2 êàñàòåëüíàÿ âûõîäÿùàÿ (âõîäÿùàÿ) ñåïà-

ðàòðèñà ðàçâèëêè O1(ε) (ñîîòâ. O2(ε)) ïåðåñåêàåò äóãó [s−1 s
−
2 ] (ñîîòâ.

[s−5 s
−
6 ]) â åå âíóòðåííåé òî÷êå, ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ
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vε, ñîäåðæàùàÿñÿ â U , ïåðåñåêàåò äóãó lε, à ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ
ýòîãî ïîëÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå lε, íå âûõîäèò èç U .
Ïóñòü l+ε := T1[u12(ε)) + ε1, u12(ε)) + u+(ε)), åñëè ε1 > 0 è l+ε :=

T1[u12(ε)), u12(ε)) + u+(ε)), åñëè ε1 ≤ 0, l−ε := lε\l+ε .
Ââèäó (6) è (7) φ̄(ε1, ε) |ε=0 = ∂

∂ε2
φ̄(ε1, ε) |ε=0 = 0, k = 1, 2. Ïîýòî-

ìó ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ (0, δ1), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, δ) óðàâíåíèå
φ̄(ε1, ε)− ε2 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 = β2(ε1), ãäå β2(·) ∈ Cr,

0 < β2(ε) = (λ+/2)ε
2
1 + o(ε21) < δ. (13)

Òàê êàê ïðè ε1 > 0 èìååì φ̄(ε1, ε) = φ(ε1, ε), òî, ó÷èòûâàÿ (9), ïîëó-
÷àåì ∀ε ∈ (0, δ)× (−δ, δ)

sgn d(ε1, ε) = sgn (φ(ε1, ε)− ε2) = sgn (β2(ε1)− ε2). (14)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

d̄(u, ε) = 0, d̄′u(u, ε) = 0. (15)

Èç (6) è (7) íàõîäèì, ÷òî∣∣∣∣ d̄ ′
u(0, 0) d̄ ′

ε2(0, 0)
d̄ ′′
uu(0, 0) d̄ ′′

uε2(0, 0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 0 −1
λ+ − λ− d̄ ′′

uε2(0, 0)

∣∣∣∣ = λ+ − λ− ̸= 0. (16)

Èç (8) è (16) ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè âûòåêàåò, ÷òî δ ìîæíî
ñ÷èòàòü âûáðàííûì òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, δ) ñèñòåìà óðàâíåíèé
(15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = û(ε1), ε2 = β3(ε1), ãäå ôóíêöèè
û(·), β3(·) ∈ Cr−1, û(0) = β3(0) = 0. Èñïîëüçóÿ (6) è (7), ïîëó÷àåì

û(ε1) =
λ−

λ− − λ+
ε1 + o(ε1), β3(ε1) =

λ+ λ−
2(λ− − λ+)

ε21 + o(ε21).

Ñ÷èòàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, îòñþäà è èç (13) èìååì

∀ε1 ∈ (0, δ) β2(ε1) < β3(ε1) < ε1 < δ, ε1 < û(ε1) < u2,

è ïîòîìó äëÿ âñåõ ε ∈ (0, δ)× (−δ, δ) è u ∈ [ε1, u1]

d(u, ε) = d′u(u, ε) = 0 ⇔ u = û(ε1), ε2 = β3(ε1). (17)

Èç (6)�(9) ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî δ ìîæíî
âûáðàòü òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, δ) óðàâíåíèå d̄(0, ε) = 0 èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 = β6(ε1), ãäå β6(·) ∈ C1, β6(ε) = − (λ−/2)ε

2
1 +

o(ε21). Ñ÷èòàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, áóäåì èìåòü β6(ε1) ∈ (−δ, 0) ïðè
ε1 ∈ (−δ, 0) è

sgn d(0, ε) = sgn (β6(ε1)− ε2) äëÿ âñåõ ε ∈ (−δ, 0]× (−δ, δ). (18)

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîæåñòâà Bi è Ei (i ∈ {1, 2, ..., 7}) òàê, êàê îíè
îïèñàíû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.
Ïóñòü ε ∈ B2 ∪ E3 ∪ B3 ∪ E4, òî åñòü ε1 ∈ (0, δ), β2(ε1) ≤ ε2 < δ.

Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ L+ ïîëÿ vε, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå äóãè
l−ε , ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó τ

2
ε (φ1(u, ε)) äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ [0, ε1). Èç (14)

ñëåäóåò, ÷òî φ(u, ε) < φ(ε1, ε) ≤ ε2 = ψ(0, ε). Ïîýòîìó L+ âûõîäèò èç
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U (â òî÷êå äóãè [s−5 s
−
6 ]). Òåì ñàìûì, ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ,

ëåæàùàÿ â U , ïåðåñåêàåò äóãó l+ε .
Èç (17) è (10) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε ∈ B3 ïîëå vε èìååò â U åäèí-

ñòâåííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ � äâîéíîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
òî÷êó T1(u12(ε)) + û(ε1)) ∈ l+ε , à àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îñòàëüíûõ
òðàåêòîðèé òàêîå, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 3.
Èç (17) è (10) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε ∈ B3, u ̸= û(ε1) d(u, ε) < 0.

Îòñþäà è èç (9) ïîëó÷àåì, ÷òî d(u, ε) < 0, åñëè ε ∈ E4, u ∈ [ε1, u1]. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè ε ∈ E4 ïîëå vε íå èìååò â U ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé;
âñå ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ïîëóòðàåêòîðèè âûõîäÿò èç U .
Âñëåäñòâèå (17) è (9) èìååì d(û(ε1), ε) > 0 ïðè ε1 ∈ (0, δ), −δ < ε2 <

β3(ε1). Îòñþäà, èç (10), (12) è (14) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε = (ε1, ε2)
ñ ε1 ∈ (0, δ), β2(ε1) ≤ ε2 < β3(ε1) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî uM (ε) ∈ (ε1, u2),
÷òî

d(uM (ε), ε) > 0, sgn d ′
u(u, ε) = sgn(uM (ε)− u) äëÿ u ∈ [ε1, u1]. (19)

Èç (19), (12) è (14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε ∈ B2 ∪ E3 d(·, ε) èìååò ðîâíî äâà
íóëÿ: uR(ε) ∈ (uM (ε), u2), d

′
u(uR(ε), ε) < 0 è uL(ε) = ε1, åñëè ε ∈ B2,

uL(ε) ∈ (ε1, uM (ε)), åñëè ε ∈ E3, ïðè ýòîì d
′
u(uL(ε), ε) > 0. Ñîîòâåòñòâåí-

íî, ïðè ε ∈ E3 â U èìååòñÿ ðîâíî äâå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèè � óñòîé-
÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèè, à ïðè
ε ∈ B2 â U èìååòñÿ óñòîé÷èâàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåê-
òîðèÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ðàçâèëêó O1(ε).
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îñòàëüíûõ òðàåêòîðèé òàêîå, êàê óêàçàíî
íà ðèñ. 3.
Ïðè ε ∈ E1 ∪ B1 ∪ E2 èç (12), (14) è (10) ñëåäóåò, ÷òî d(·, ε) èìååò

åäèíñòâåííûé íóëü uR(ε) ∈ (ε1, u2), ïðè ýòîì d′u(uR(ε), ε) < 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, äóãó l+ε ïåðåñåêàåò åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ
Γs(ε); îíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ è óñòîé÷èâàÿ, à îñòàëüíûå òðàåêòîðèè, ïå-
ðåñåêàþùèå l+ε , ω-ïðåäåëüíû ê Γs(ε).
Ïðè òåõ æå ε èññëåäóåì òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå äóãó l−ε .
Ïóñòü ε ∈ E2. Ââèäó (3) è (4) φ(0, ε) ≡ 0 < ε2. Âñëåäñòâèå (14)

φ(ε1, ε) > ε2. Òàê êàê φ′
u(u, ε) > 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî

uL(ε) ∈ (0, ε1) òàêîå, ÷òî φ(uL(ε), ε) = ε2. Òåì ñàìûì, äóãó l−ε ïåðåñåêà-
åò åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γu(ε). Îíà ñîäåðæèò îòðå-
çîê τ1ε [ψ1(uL(ε), ε), 0], è ïîòîìó íåóñòîé÷èâà. Ïîâåäåíèå íåïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, ïåðåñåêàþùèõ ýòó äóãó ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.
Ïóñòü ε ∈ B1. Òàê êàê φ(0, ε) = φ2(0, ε) = 0 = ψ2(0, ε), òî ïîëîæè-

òåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè O2(ε), ïðîõîäèò è ÷åðåç
òî÷êó O1(ε). Åñëè u ∈ (0, ε1), òî φ(u, ε) > 0 = ψ2(0, ε), è ïîòîìó ÷å-
ðåç òî÷êó T1(u12(ε) + u) íå ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. ×åðåç
êàæäóþ òî÷êó T1(u12(ε)+u), u ∈ [−u1, 0], ïðîõîäèò êîíòèíóóì ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Îíè ñîäåðæèò îòðåçêè τ2ε [φ1(u, ε), 0] è τ

1
ε [ψ1(u, ε), 0],

è, î÷åâèäíî, íåóñòîé÷èâû.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ε ∈ E1 ÷åðåç òî÷êè äóãè l−ε íå ïðîõîäÿò ïåðèîäè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè. Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ L+, âûõîäÿùàÿ èç
òî÷êè äóãè l−ε , ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó τ2ε (φ1(u∗, ε)), u∗ ∈ [0, ε1). Òàê êàê
φ(u∗, ε) ≥ φ(0, ε) = 0 > ε2, òî ψ

−1(φ(u∗, ε), ε) > ψ−1(ε2, ε) = ε1. Ïîýòîìó
L+ ïåðåñåêàåò äóãó l+ε , è, ñëåäîâàòåëüíî, ω-ïðåäåëüíà ê ïåðèîäè÷åñêîé
òðàåêòîðèè Γs(ε).
Èç (11), (18) è (12) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Ïðè ε ∈ E7 è ε ∈ B7 ñ äóãîé l

+
ε ïåðåñåêàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ (óñòîé÷èâàÿ

ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γs(ε). Ïðè ε = 0 ñ äóãîé l+0
ïåðåñåêàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ (óñòîé÷èâàÿ) ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ0.
Ïðè ε ∈ B6 ñ äóãîé l+0 ïåðåñåêàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ (óñòîé÷èâàÿ) ïåðèî-
äè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γs(ε), îáðàçîâàííàÿ ñîâïàäàþùèìè ñåïàðàòðèñàìè
òî÷êè O2(ε). Ïðè ε ∈ B4 ∪ E5 ∪ B5 ∪ E6 íåò ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ äóãîé l+0 .
Ðàññìîòðèì òåïåðü òðàåêòîðèè, ïåðåñåêàþùèå äóãó l−ε ïðè ε ∈ (−δ, 0]×

(−δ, δ).
Ïðè ε ∈ B4 è ε ∈ B7 ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóòðàåê-

òîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå äóãè l−ε ïðîõîäÿò, ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
òî÷êè O2(ε) è O1(ε), à ïîòîìó ïåðåñåêàþò äóãó T2(−1, 1) â íåñîâïàäàþ-
ùèõ òî÷êàõ T2(u22(ε)) è T2(u22(ε) + ε2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ äóãîé l−ε , íåò. Ïðè ε = 0 ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó äóãè l−ε ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ïðè ε ∈ B6 ïîëîæè-
òåëüíàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå äóãè l−ε , ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó O2(ε), è ïîòîìó ω-ïðåäåëüíà ê ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè Γs(ε).
Ïóñòü ε ∈ E6. ×åðåç òî÷êó T1(u12(ε)) + u), u ∈ (ε1, 0), äóãè l

−
ε ïðîõî-

äèò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ψ(u, ε) = 0.
Òàê êàê ψ(0, ε) = −d(0, ε), òî èç (18) èìååì ψ(0, ε) > 0 . Ïîñêîëüêó
ψ(ε1, ε) = ε2 < 0, à ψ′

u(u, ε) > 0, òî óðàâíåíèå ψ(u, ε) = 0 èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå u = uR(ε) ∈ (ε1, 0). ×åðåç òî÷êó T1(u12(ε)) + uR(ε))
ïðîõîäèò óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ΓR(ε). Âñå îñòàëüíûå
òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè äóãè l−ε , ñîâïàäàþò ñ ΓR(ε) , íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè, è ïîòîìó íåïåðèî-
äè÷åñêèå.
Ïðè ε ∈ B5 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó T1(u12(ε)) + u), u ∈ (−u−(ε), ε1] ïðî-

õîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè
T1(u12(ε)) + u), u ∈ (ε1, 0) íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè
T1(u12(ε)) + u∗), u∗ ∈ (−u1, ε1], è ïîòîìó íåïåðèîäè÷åñêèå. □
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Ðèñ. 4. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà â ñëó÷àå (Á)

5 Áèôóðêàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèÿì (Á)

Ôóíêöèè ψ(u, ε) è φ1(u, ε) îïðåäåëèì òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì v1 > 0 îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

τ2ε (v, ε)) 7→ T2(u22(ε) + φ2(v, ε)), v ∈ (−v1, 0],
ïî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ vε, ïðè ýòîì

φ2(0, ε) = (φ2)
′
v(0, ε) = 0, (φ2)

′′
vv(0, ε) < 0. (20)

Ôóíêöèÿ φ(u, ε) := φ2(φ1(u, ε), ε) òåïåðü îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
[−u1, 0] × (−δ1, δ1)2. ×èñëà λ+ è λ− îïðåäåëèì òàê æå, êàê è â ñëó÷àå
(À). Ââèäó (20) òåïåðü λ+ < 0. Ïîëîæèì λ := −λ+/λ−.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé (Á), ïðè ýòîì λ ̸= 1. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ÷èñëî δ ∈ (0, δ∗), îêðåñòíîñòü U òðàåêòîðèè Γ0 è ðàçáèå-
íèå îáëàñòè ïàðàìåòðîâ E := (−δ, δ)2 íà ìíîæåñòâà B0 = {(0, 0)}, Bi,
i ∈ {1, 2, ..., 8}, Ej , j ∈ {1, 2, ..., 7}, ãäå (ðèñ. 4)

Bi = {ε : ε2 = βi(ε1)}, βi : (−δ, 0) → (−δ, 0), βi ∈ C1, βi(−0) =
β′i(−0) = 0 äëÿ i = 2, 3, 4, β4(ε1) < β3(ε1) < β2(ε1),

B1 = ∪∞
k=0B

k
1, B

0
1 = (−δ, 0)× {0}, Bk

1 = {ε : ε2 = βk1 (ε1)}, βk1 : (−δ, 0) →
(−δ, 0), βk1 ∈ C1, βk1 (ε1) ↓ β2(ε1) ïðè k ≥ 1,

B5 = ∪∞
k=0B

k
5, B

k
5 = {ε : ε2 = βk5 (ε1)}, βk5 : (−δ, 0) → (−δ, 0), βk5 ∈ C1,

βk5 (ε1) ↑ β4(ε1),
B6 = {0} × (−δ, 0), B7 = (0, δ)× {0}, B8 = {0} × (0, δ),
Ej = {ε : βj(ε1} < ε2 < βj+1(ε1)} äëÿ j = 2, 3,
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E1 = ∪∞
k=0E

k
1, E

k
1 = {ε : βk+1

1 (ε1) < ε2 < βk1 (ε1)},
E4 = ∪∞

k=0E
k
4, E

k
4 = {ε : βk5 (ε1} < ε2 < βk+1

5 (ε1)} (çäåñü β05(ε1} := −δ),
E5 = (0, δ)× (−δ, 0), E6 = (0, δ)× (0, δ), E7 = (−δ, 0)× (0, δ),
òàêèå, ÷òî ñõåìû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé vε, ε ∈ E,

â îêðåñòíîñòè U èìåþò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5 (ïðè ε ∈ Bk
1 è

ε ∈ Bk
5 äóãà òðàåêòîðèè ìåæäó ðàçâèëêàìè ïåðåñåêàåò äóãó T (−u1, u1)

â k òî÷êàõ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå (À) ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî δ1 è îêðåñò-
íîñòü U òðàåêòîðèè Γ0 (ðèñ. 2á), ñîäåðæàùóþ îñîáûå òî÷êè O1(ε) è
O2(ε), íî íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê ïîëÿ vε, ε ∈ (−δ1, δ1)2,
îãðàíè÷åííóþ ïðîñòûìè çàìêíóòûìè êðèâûìè γ±, ñîñòîÿùèìè èç äóã
[s±i s

±
i+1], i ∈ {1, ..., 5}, ñ êîíöàìè â òî÷êàõ s±i è s±i+1, ïðè÷åì â òî÷êàõ

γ+ è γ−\[s−3 s
−
4 ] òðàåêòîðèè ïîëÿ vε âõîäÿò â U , à â òî÷êàõ [s−3 s

−
4 ] îíè

âûõîäÿò èç U , à

lε := T1(u12(ε))−u1, u12(ε))+u1)∩U = T1(u12(ε))+u−(ε), u12(ε))+u+(ε)),

ãäå u2 < u+(ε) < u1, −u1 < u−(ε) < min{0, ε1}.
Ôóíêöèÿ d(·, ε) := φ(·, ε) − ψ(·, ε) òåïåðü îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [ε1, 0]

ïðè ε ∈ (−δ1, 0)× (−δ1, δ1). Ïðîäîëæèì ψ(u, ε) è φ(u, ε) äî C2-ôóíêöèé
ψ̄(u, ε) è φ̄(u, ε), îïðåäåëåííûõ íà [−u1, u1]×(−δ1, δ1)2, è ïîëîæèì d̄(u, ε) :=
φ̄(u, ε) − ψ̄(u, ε). Êàê è â ñëó÷àå (À) èìååì ðàâåíñòâà (6) è (7).Òàê êàê
d̄′′uu(0, 0) = λ+ − λ− < 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâà (9) è (10)
âåðíû è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Èñïîëüçóÿ (6), (7) è (9), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ (0, δ1), ÷òî

äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, δ) óðàâíåíèå φ̄(ε1, ε) − ε2 = 0 èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ε2 = β∗(ε1), ãäå β∗(·) ∈ C1,

− δ < β∗(ε) = (λ+/2)ε
2
1 + o(ε21) < 0. (21)

Òàê êàê ïðè ε1 < 0 φ̄(ε1, ε) = φ(ε1, ε), òî, ó÷èòûâàÿ (9), ïîëó÷àåì äëÿ
âñåõ ε ∈ (−δ, 0)× (−δ, δ) ðàâåíñòâà

sgn d(ε1, ε) = sgn(φ(ε1, ε)− ε2) = sgn(β∗(ε1)− ε2). (22)

Èç (6) èìååì d̄(0, ε) = −ψ̄(0, ε) = −ε2 − (λ−/2)ε
2
1 +R2(−ε1, ε). Îòñþäà

è èç (7) ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî δ ìîæíî âûáðàòü
ñòîëü ìàëûì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, δ) óðàâíåíèå d̄(0, ε) = 0 èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 = β∗∗(ε1), ãäå β∗∗(·) ∈ C1,

− δ < β∗∗(ε) = (−λ−/2)ε21 + o(ε21) < 0. (23)

Òàê êàê ïðè ε1 < 0 d̄(0, ε) = d(0, ε), òî èç (23) è (9) ñëåäóåò, ÷òî

∀ε ∈ (−δ, 0)× (−δ, δ) sgn d(0, ε) = sgn(β∗∗(ε1)− ε2). (24)

Êàê è â ñëó÷àå (À) ïîëó÷àåì, ÷òî δ ìîæíî ñ÷èòàòü âûáðàííûì òàê,
÷òî äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, δ) ñèñòåìà óðàâíåíèé (15) èìååò åäèíñòâåííîå
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Ðèñ. 5. Áèôóðêàöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ â ñëó÷àå (Á)

ðåøåíèå u = û(ε1), ε2 = β2(ε1), ãäå û(·), β2(·) ∈ Cr−1,

û(ε1) =
λ−

λ− − λ+
ε1+o(ε1), −δ < β2(ε1) =

λ+ λ−
2(λ− − λ+)

ε21+o(ε
2
1) < 0. (25)

Ïîñêîëüêó 0 < λ−
λ−−λ+

< 1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ε1 ∈ (−δ, 0)
û(ε1) ∈ (ε1, 0). Ïîýòîìó

∀ε ∈ (−δ, 0)×(−δ, δ) d(u, ε) = d ′
u(u, ε) = 0 ⇔ u = û(ε1), ε2 = β2(ε1). (26)

Èç (21), (23) è (25), ñ÷èòàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε ∈ (−δ, 0)× (−δ, δ)

− δ < β∗∗(ε1) < β∗(ε1) < β2(ε1) < 0, åñëè λ < 1, (27)

− δ < β∗(ε1) < β∗∗(ε1) < β2(ε1) < 0, åñëè λ > 1, (28)
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Âñëåäñòâèå (6) è (7)

d ′
u(ε1, ε) = λ+ε1 + (R1)

′
v(0, ε) = λ+ε1 + o(ε1),

d ′
u(0, ε) = λ−ε1 + (R2)

′
v(−ε1, ε) = λ−ε1 + o(ε1).

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü ∀ε ∈ (−δ, 0) × (−δ, δ) d′u(ε1, ε) > 0, d′u(0, ε) < 0.
Îòñþäà è èç (10) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀ε ∈ (−δ, 0) × (−δ, δ) ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî uM (ε) ∈ (ε1, 0), ÷òî uM (·) ∈ C1,

sgn d ′
u(u, ε) = sgn(uM (ε)− u) äëÿ âñåõ u ∈ [ε1, 0]. (29)

Èç (29), (26) è (9) âûòåêàåò, ÷òî

sgn d(uM (ε), ε) = sgn(β2(ε1)− ε2) äëÿ âñåõ ε ∈ (−δ, 0)× (−δ, δ). (30)

Ïîëîæèì òåïåðü β3(ε1) := β∗(ε1), β4(ε1) := β∗∗(ε1) ïðè λ < 1 è
β3(ε1) := β∗∗(ε1), β4(ε1) := β∗(ε1) ïðè λ > 1. Ââèäó (27) è (29) β4(ε1) <
β3(ε1) < β2(ε1).
Äëÿ ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ f(·, ε) := ψ−1(φ(·, ε), ε) îïðåäåëèì åå èòå-

ðàöèè fk(·, ε) ïî èíäóêöèè: f1(·, ε) := f(·, ε), fk(·, ε) := f(fk−1(·, ε), ε)
ïðè k ≥ 2, åñëè fk−1(·, ε) îïðåäåëåíî.
ßñíî, ÷òî äëÿ ε1 ∈ (−δ, 0), −δ < ε2 < β4(ε1), u ∈ [ε1, 0] çíà÷åíèå f(u, ε)

îïðåäåëåíî è f(u, ε) > u, f ′u(u, ε) > 0.
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî ψ(f(u, ε), ε) = φ(u, ε) ïî ε2, ïîëó÷àåì ïðè

u ∈ (ε1, 0)

ψ′
v(f(u, ε), ε)f

′
ε2(u, ε) + ψ′

ε2(f(u, ε), ε) = φ′
ε2(u, ε),

îòêóäà íàõîäèì

f ′ε2(u, ε) =
φ′
ε2(u, ε)− ψ′

ε2(f(u, ε), ε)

ψ′
v(f(u, ε), ε)

.

Òàê êàê âñëåäñòâèå (6) è (7) φ′
ε2(0, 0) = 0, ψ′

ε2(0, 0) = 1, òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âûáðàííîì δ

f ′ε2(u, ε) < 0 äëÿ ε1 ∈ (−δ, 0),−δ < ε2 < β4(ε1), u ∈ (ε1, 0). (31)

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ k ∈ {0}∪N, ε1 ∈ (−δ, 0) óðàâíåíèå fk+1(ε1, ε) = 0
èìååò îòíîñèòåëüíî ε2 ∈ (−δ, 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 = βk5 (ε1),
ïðè ýòîì βk5 (·) ∈ C1, βk5 (ε1) ↑ β4(ε1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ λ < 1. Ñëó÷àé λ > 1 ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðåäïîëàãàÿ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, èç (6), (7),
(21) è (23) ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå φ̄(ε1, ε) − ψ̄(0, ε) = 0 äëÿ ëþáîãî
ε1 ∈ (−δ, δ) èìååò îòíîñèòåëüíî ε2 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 = β05(ε1),
ïðè ýòîì β05(·) ∈ C1,

−δ < β05(ε1) = (1/2)(λ+ − λ−)ε
2
1 + o(ε21) < β4(ε1).

Äëÿ ε1 ∈ (−δ, 0), ε2 = β05(ε1) ïîëó÷àåì φ(ε1, ε)− ψ(0, ε) = 0, è ïîòîìó
f1(ε1, ε) = 0, òî åñòü óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî ïðè k = 0. Ïóñòü îíî
âåðíî ïðè k ≤ m. Ïðè ε2 = βm5 (ε1) f

m+2(ε1, ε) = f(fm+1(ε1, ε), ε) =
f(0, ε) > 0. Ïðè ε2 = β4(ε1) = β∗∗(ε1) f(0, ε) = 0, è ïîòîìó fm+2(ε1, ε) <
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fm+2(0, ε) = 0. Âñëåäñòâèå (31) ∂fm+2(0, ε)/∂ε2 < 0 äëÿ βm5 (ε1) < ε2 <

β4(ε1). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε1 ∈ (−δ, 0) ñóùåñòâóåò òàêîå βm+1
5 (ε1) ∈

(βm5 (ε1), β4(ε1)), ÷òî ε2 = βm+1
5 (ε1) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

fm+2(ε1, ε) = 0, à βm+1
5 (·) ∈ C1. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå

fk(ε1, ε) = 0 èìååò îòíîñèòåëüíî ε2 ∈ (−δ, 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 =
βk5 (ε1) äëÿ ëþáîãî k = 0, 1, 2, ....
Ïîêàæåì, ÷òî ∀ε1 ∈ (−δ, 0) lim

k→∞
βk5 (ε1) = β4(ε1). Ïðåäïîëîæèì ïðî-

òèâíîå: ïðè íåêîòîðîì ε∗1 ∈ (−δ, 0) lim
k→∞

βk5 (ε
∗
1) = ε∗2 < β4(ε

∗
1). Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n∗, ÷òî ïðè ε∗ = (ε∗1, ε
∗
2) áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâà

fn∗−1(ε∗1, ε
∗) < 0, fn∗(ε∗1, ε

∗) > 0, à fn∗+1(ε∗1, ε
∗) íå îïðåäåëåíî. Åñëè V

� äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ε∗ â (−δ, 0) × (−δ, δ), òî fn∗(ε1, ε) > 0
äëÿ âñåõ ε = (ε1, ε2) ∈ V , è fn∗+1(ε1, ε) íå îïðåäåëåíî. Ïðè íåêîòîðîì
n > n∗ ε

n := (ε∗1, β
n
5 (ε

∗
1)) ∈ V , à fk(ε∗1, ε

n) < fn(ε∗1, ε
n) = 0 äëÿ k ≤ n − 1

è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ k = n∗. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî,
∀ε1 ∈ (−δ, 0) βk5 (ε1) ↑ β4(ε1). Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ k ∈ N, ε1 ∈ (−δ, 0) óðàâíåíèå fk+1(0, ε) = ε1
èìååò îòíîñèòåëüíî ε2 ∈ (−δ, 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ε2 = βk1 (ε1),
ïðè ýòîì βk1 (·) ∈ C1, βk1 (ε1) ↓ β2(ε1).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Bi è Ej òàê êàê îíè îïèñàíû â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû. Ïóñòü

l+ε := T1[u12(ε), u12(ε) + u+(ε)], l
−
ε := T1[u12(ε)− u−(ε), u12(ε)].

Ïðè ε ∈ (−δ, 0)× (−δ, δ) ïóñòü lcε := T1[u12(ε) + ε1, u12(ε)].
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ < 1. Èç (22), (24), (26), (29) è (30) ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Ïðè ε ∈ E7 ∪ B1 ∪ E1 (ε ∈ B5 ∪ E4) d(u, ε) < 0 (d(u, ε) > 0) äëÿ âñåõ

u ∈ [ε1, 0], à äóãó lcε íå ïåðåñåêàþò ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîëÿ vε.
Ââèäó ëåìì 1 è 2 ïðè ε ∈ B1 (ε ∈ B5) âõîäÿùàÿ (âûõîäÿùàÿ) ñåïàðà-
òðèñà ðàçâèëêè O1(ε) ñîâïàäàåò ñ âûõîäÿùåé (âõîäÿùåé) ñåïàðàòðèñîé
ðàçâèëêè O2(ε).
Ïðè ε ∈ B2 d(·, ε) èìååò åäèíñòâåííûé, ïðè÷åì äâóêðàòíûé, íóëü, à lcε

ïåðåñåêàåò åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ vε � äâîéíîé
öèêë, ê êîòîðîìó α (ω)-ïðåäåëüíà âõîäÿùàÿ (âûõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà
ðàçâèëêè O1(ε) (O2(ε)).
Ïðè ε ∈ E2 d(·, ε) èìååò äâà íóëÿ ε1 < uL < uR < 0, d′u(uL, ε) > 0,

d′u(uR, ε) < 0, à lcε ïåðåñåêàåò äâå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèè � íåóñòîé-
÷èâûé è óñòîé÷èâûé ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðåäåëüíûå öèêëû Γu è Γs; âõî-
äÿùàÿ (âûõîäÿùàÿ) ñåïàðàòðèñà ðàçâèëêè O1(ε) (O2(ε)) α(ω)-ïðåäåëüíà
ê Γu (Γs).
Ïðè ε ∈ B3 d(·, ε) èìååò äâà ïðîñòûõ íóëÿ uL = ε1, è uR ∈ (ε1, 0),

d′u(uL, ε) > 0, d′u(uR, ε) < 0, à ïåðåñåêàåò äâå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèè
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� íåóñòîé÷èâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðàçâèëêó O1(ε) è óñòîé÷èâûé ãè-
ïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë Γs; âûõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñà ðàçâèëêè
O2(ε) ω-ïðåäåëüíà ê Γs.
Ïðè ε ∈ E3 d(·, ε) èìååò åäèíñòâåííûé íóëü ε1 < uR < 0, d′u(uR, ε) < 0,

à lcε ïåðåñåêàåò åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ � óñòîé÷èâûé
ãèïåðáîëè÷åñêèé ïðåäåëüíûé öèêë Γs, ê êîòîðîìó ω-ïðåäåëüíû âûõîäÿ-
ùèå ñåïàðàòðèñû ðàçâèëîê O1(ε) è O2(ε).
Ïðè ε ∈ B4 d(·, ε) èìååò åäèíñòâåííûé íóëü uR = 0, d′u(uR, ε) < 0, à

lcε ïåðåñåêàåò åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, îíà óñòîé÷èâà è
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O2(ε).
×åðåç òî÷êó T1(u12(ε)) + u), u ∈ (ε1, u+(ε)) äóãè l

+
ε ïðîõîäèò ïåðèî-

äè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà u íóëü ôóíêöèè ψ(·, ε). Ýòà
òðàåêòîðèÿ ñîäåðæèò äóãó τ2ε [0, φ1(u, ε)].
Ââèäó (6) è (7) ìîæíî ñ÷èòàòü

ψ(u+(ε), ε) > 0 äëÿ âñåõ ε ∈ (−δ, δ)2. (32)

Ïóñòü ε ∈ (−δ, 0)× (−δ, δ). Òàê êàê ψ(0, ε) = −d(0, ε), òî èç (24) ïîëó-
÷àåì sgnψ(0, ε) = sgn (ε2 − β4(ε1)). Îòñþäà, èç (32) è âîçðàñòàíèÿ ψ(·, ε)
ñëåäóåò, ÷òî ψ(·, ε) èìååò íóëü íà (ε1, u+(ε)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ε2 < β4(ε1), òî åñòü ε ∈ E4 ∪ B5.
Ïóñòü ε ∈ [0, δ) × (−δ, δ). Òàê êàê ψ(·, ε) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,

òî èç (32) è ðàâåíñòâà ψ(ε1, ε) = ε2 ñëåäóåò, ÷òî ψ(·, ε) èìååò íóëü íà
(ε1, u+(ε)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ε2 < 0, òî åñòü ïðè ε ∈ B6 ∪ E5.
Ïðè ε ∈ B7 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó äóãè T1[u12(ε), u12(ε) + ε1] ïðîõîäèò
ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.
×åðåç òî÷êó T1(u12(ε)) + u), ãäå u ∈ (u−(ε), ε1), ε ∈ (−δ, 0) × (−δ, δ),

ïðîõîäèò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u íóëü
ôóíêöèè φ(·, ε)−ε2. Ýòà òðàåêòîðèÿ ñîäåðæèò äóãó τ1ε [ψ1(u, ε), ψ1(ε1, ε)]
íåóñòîé÷èâîé ëèíåéíîé îñîáåííîñòè. Âñëåäñòâèå (6) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
φ(u−(ε), ε) < ε2 äëÿ âñåõ ε ∈ (−δ, δ)2. Îòñþäà, èç (22) è âîçðàñòàíèÿ
φ(·, ε) ñëåäóåò, ÷òî φ(u, ε)− ε2 = 0 äëÿ u ∈ (u−(ε), ε1), ε ∈ [0, δ)× (−δ, δ),
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ε2 < β3(ε1), òî åñòü, åñëè ε ∈ B4∪E3∪B5∪E4.
Ïðè ε = 0 Γ0 - åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ â U . Âñå ïîëî-

æèòåëüíûå (îòðèöàòåëüíûå) ïîëóòðàåêòîðèè, íà÷èíàþùèåñÿ â U , ëèáî
âûõîäÿò èç U , ëèáî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ñîâïàäàþò
ñ Γ0.
Äëÿ ñëó÷àÿ λ > 1 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. □
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