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Abstract: For the projective symplectic groups PSp4(q), the solu-
tion of the following problem by G. Malle, J. Saxl, and T. Weigel
has been completed (see also question 14.69c) from the Kourovka
Notebook). For each finite simple non-Abelian group G, find nc(G)
— the minimal number of generating conjugate involutions whose
product is equal to 1. It turns out that if G = PSp4(q), then
nc(G) = 5 for q 6= 2, 3, nc(G) = 6 for q = 3, and nc(G) = 10 for
q = 2 (in this case, the group G is not simple).
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1 Введение

В 1994 году Г. Малле, Я. Саксл и Т. Вайгель в работе [1] записали
следующую задачу (см. также Коуровскую тетрадь [2, вопрос 14.69в)]).

A) Для каждой конечной простой неабелевой группы G найти nc(G)
— минимальное число порождающих сопряженных инволюций, произ-
ведение которых равно 1.

Такое число nc(G) существует, поскольку каждая конечная простая
неабелева группа G порождается любым своим классом сопряженных
инволюций. К настоящему времени задача А) решена для спорадиче-
ских и знакопеременных групп [3] и для групп PSLn(q) при нечетном
q, исключая случай n = 6 и q ≡ 3(mod4) [3, 4, 5]. Она решена также
для групп с одним классом сопряженных инволюций [6], к которым от-
носятся все группы лиева типа ранга 1. Как правило, группы малых
рангов приходится рассматривать отдельно в задачах о существовании
порождающих множеств с теми или иными свойствами, поэтому есте-
ственно далее рассматривать задачу А) для групп лиева типа ранга 2.
Они разбиваются на семь типов и в лиевой терминологии обозначаются
так:

A2(q), B2(q),
2A3(q

2), 2A4(q
2), G2(q),

3D4(q
3), 2F4(2

2k+1). (1)

Первые четыре группы из списка (1) изоморфны классическим группам
PSL3(q), PSp4(q), PSU4(q

2) и PSU5(q
2) соответственно. К настоящему

времени число nc(G) известно, и оно равно 5 или 6, для следующих групп
лиева типа ранга 2:
PSL3(q) при нечетном q [3];
PSL3(2

k) [6];
PSp4(q) при q ≡ 3(mod4), q 6= 3 [7];
PSU4(q

2) при q ≡ 3(mod4), q 6= 3 [7];
PSU4(2

2k) [8];
PSU5(2

2k) [7].
Мы завершаем решение задачи А) для проективных симплектических

групп PSp4(q), рассмотрев случаи q ≡ 1(mod4), q = 2k и q = 3. Доказана

Теорема 1. а) nc(PSp4(q)) = 5, если q ≡ 1(mod4) или q = 2n, n > 1.
б) nc(PSp4(3)) = 6.
в) nc(PSp4(2)) = 10.

В [7] доказано, что nc(PSp4(q)) = 5, если q ≡ 3(mod4) и q 6= 3. Объ-
единяя этот результат с теоремой 1, получаем

Следствие 1. а) nc(PSp4(q)) = 5, при q 6= 2, 3.
б) nc(PSp4(3)) = 6.
в) nc(PSp4(2)) = 10.
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Утверждение п. а) теоремы 1 вытекает из следующей теоремы.

Теорема 2. Группа PSp4(q) при q ≡ 1(mod4) или q = 2n, n > 1, по-
рождается тремя инволюциями α, β, γ, первые две из которых пере-
становочны, и все четыре инволюции α, β, γ и αβ сопряжены.

Аналогичный результат был получен в [7] для групп PSp4(q) при q ≡
3(mod4) и q 6= 3. Объединяя его с теоремой 2, получаем

Следствие 2. Группа PSp4(q) при q 6= 2, 3 порождается тремя инво-
люциями α, β, γ, первые две из которых перестановочны, и все четыре
инволюции α, β, γ и αβ сопряжены.

Доказательство теоремы 2 при q 6= 2, 3, как и указанного выше резуль-
тата из [7], состоит в том, что необходимые тройки порождающих инво-
люций указываются явно. Причем для исключительных случаев q = 5 и
q = 9 порождающие найдены при помощи компьютерных вычислений в
системе GAP, однако, окончательный вариант доказательства доступен
для проверки без использования компьютера.

В заключение отметим следующий полезный при решении задачи А)
результат М. А. Всемирнова и Я. Н. Нужина [9]: любая конечная про-
стая неабелева группа, отличная от PSU3(3

2) и A8, порождается тремя
сопряженными инволюциями. Используя этот результат и учитывая, что
nc(PSU3(3

2)) = nc(A8) = 7, и что 5 ≤ nc(G) для любой конечной простой
неабелевой группы G [10, лемма 4], получаем для таких групп точные
оценки числа nc(G) снизу и сверху

5 ≤ nc(G) ≤ 7. (2)

Заметим, что пункт в) теоремы 1 не противоречит верхней оценке из (2),
так как группа PSp4(2) не является простой.

2 Обозначения и предварительные результаты

Пусть Φ — приведенная неразложимая система корней, Φ(K) — при-
соединенная группа Шевалле типа Φ над полем K. Группа Φ(K) порож-
дается корневыми подгруппами

Xr = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ Φ.

Для ненулевых элементов t ∈ K∗ определены мономиальные

nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t)

и диагональные
hr(t) = nr(t)nr(−1)

элементы группы Φ(K). Для краткости положим

nr = nr(1).
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Другие обозначения, связанные с группами лиева типа, такие же как в
книге Р. Картера [11]. В статье приняты также такие сокращения: 〈M〉
— подгруппа, порожденная подмножеством M из некоторой группы G,

xy = yxy−1,

[x, y] = xyx−1y−1.

Пусть χ — K-характер решетки корней ZΦ, nw — прообраз в N эле-
мента w ∈W при естественном гомоморфизме мономиальной подгруппы
N на группу Вейля W . Тогда

nwh(χ)n−1w = h(χ′), (3)

где χ′(r) = χ(w−1(r)) для всех r ∈ Φ [11, теорема 7.2.2]. В частности,

nrhs(t)n
−1
r = hwr(s)(t), r, s ∈ Φ. (4)

Диагональные элементы действуют на корневых элементах следующим
образом

h(χ)xs(u)h−1(χ) = xs(uχ(s)), s ∈ Φ, (5)
в частности, если h(χ) = hr(t), то

hr(t)xs(u)h−1r (t) = xs(ut
2(r,s)
(r,r) ), r, s ∈ Φ. (6)

Через Φ+ обозначим множество положительных корней.

Лемма 1. [7, лемма 9] Пусть χ — K-характер, r1, . . . , rk ∈ Φ+, ri+rj /∈
Φ для любых i, j, и χ(ri) 6= 1 для каждого i. Тогда элементы h(χ) и
h(χ)xr1(t1) · · ·xrk(tk) сопряжены.

При сопряжении корневых элементов мономиальными элементами в
случае нечетной характеристики основного поля, нам потребуются неко-
торые свойства чисел ηr,s, зависящих от знаков (+ или −) структурных
констант Nr,s, r, s ∈ Φ, простой комплексной алгебры Ли типа B2. Числа
ηr,s равны ±1 и определяются равенствами

nrxs(t)n
−1
r = xwr(s)(ηr,st), r, s ∈ Φ, (7)

причем
ηr,±r = −1, (8)

(см., например, [11, стр. 95]). В свою очередь, знаки у структурных кон-
стант Nr,s можно выбирать произвольным образом для экстраспециаль-
ных пар (r, s) [11, предложение 4.2.2].

Лемма 2. [7, лемма 6] Пусть Φ — система корней типа B2, а {a, b} —
множество её фундаментальных корней, где корень a короткий. Тогда
множество экстраспециальных пар состоит из двух пар (a, b) и (a, a+
b) и справедливы равенства:

1) ηr,s = −1, если r, s — короткие линейно независимые корни;
2) ηr,s = 1, если r, s — длинные линейно независимые корни;
3) ηb,a = −ηb,a+b = −Na,b;
4) η2a+b,a = −η2a+b,a+b = −Na,a+b/|Na,a+b|;
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5) ηa,b = ηa,2a+b = Na,bNa,a+b/|Na,a+b|;
6) ηa+b,b = ηa+b,2a+b = −Na,bNa,a+b/|Na,a+b|.

Лемма 3. [7, лемма 8] Пусть Φ и корни a, b такие же как в лемме 2.
Тогда для мономиальных элементов

nr = xr(1)x−r(−1)xr(1), r ∈ Φ,

из присоединенной группы Шевалле B2(K) над полем K характеристи-
ки p справедливы следующие свойства:

1) n2r = 1, в частности, hr(−1) = 1, если корень r короткий;
2) если корень r длинный, то |nr| = 2 для p = 2 и |nr| = 4 для p 6= 2;
3) если оба корни r, s длинные, то hr(−1) = hs(−1);
4) произведения nana+b и nbn2a+b являются инволюциями;
5) nana+b = nbn2a+b, если знаки у структурных констант Na,b и

Na,a+b выбраны так, что Na,b = −Na,a+b/|Na,a+b|.

Л. Диксон [12] описал с точностью до изоморфизма подгрупповое
строение группы PSL2(q). Из результатов [12] вытекает следующее утвер-
ждение, называемое теоремой Диксона (впервые такая формулировка
теоремы появилась в монографии Д. Горенстейна [13, теорема 2.8.4]).

Лемма 4. Если t, t2 — собственные элементы поля GF (pn), p > 2 и
pn 6= 9, то 〈(

1 0
t 1

)
,

(
1 t
0 1

)〉
= SL2(p

n).

Теорема Диксона оказывается весьма полезным инструментом в тео-
рии групп лиева типа, поскольку группа, порожденная двумя корневыми
подгруппами Xr и X−r, изоморфна SL2(K) или PSL2(K) [11, теорема
6.3.1]. Однако, формулировку леммы 6 нельзя распространить на исклю-
чительные случаи p = 2 и pn = 9. Следующие две леммы являются след-
ствием основной теоремы из статьи В. М. Левчука [14], и они позволяют
успешно работать с порождающими множествами из трех корневых эле-
ментов и в этих исключительных случаях.

Лемма 5. Пусть V ⊆ GF (pn), |V | > 2 и некоторый собственный эле-
мент t поля GF (pn) лежит в V . Тогда〈(

1 0
1 1

)
,

(
1 V
0 1

)〉
= SL2(p

n).

Лемма 6. Если u, v — ненулевые элементы поля GF (pn) при p > 2, то
подгруппа 〈t21(u), t12(v)〉 содержит мономиальную матрицу

δ =

(
0 −t−1
t 0

)
для некоторого ненулевого t ∈ GF (pn).

Частным случаем предложения 2 из [15] при G = B2(q) является
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Лемма 7. Пусть t и t2 — собственные элементы поля GF (pn), Φ —
система корней типа B2, Π — множество её фундаментальных кор-
ней, M — подгруппа группы B2(q). Тогда, если M ∩Xr 6= 1, r ∈ Π∪−Π,
и xs(t), x−s(t) ∈M для некоторого s ∈ Φ, то M = B2(q).

Далее в доказательствах равенства (3)–(8) мы будем использовать без
упоминания, и всюду {a, b} — множество фундаментальных корней для
системы типа B2, причем корень a короткий как на рис. 1.
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−2a− b

Рис. 1

В компьютерных вычислениях мы используем точное 4-мерное мат-
ричное представление универсальной группы Шевалле типа B2 над по-
лем K, изоморфной симплектической группе Sp4(K). Группу B2(K)
можно рассматривать как централизатор графового автоморфизма уни-
версальной группыШевалле типа A3, которая, в свою очередь, изоморф-
на специальной линейной группе SL4(K). Поэтому универсальная груп-
па B2(K) изоморфна, группе, порожденной матрицами

xa(t) =


1 0 0 0
t 1 0 0
0 0 1 0
0 0 t 1

, x−a(t) =


1 t 0 0
0 1 0 0
0 0 1 t
0 0 0 1

,

xb(t) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 t 1 0
0 0 0 1

, x−b(t) =


1 0 0 0
0 1 t 0
0 0 1 0
0 0 0 1

,

xa+b(t) =


1 0 0 0
0 1 0 0
t 0 1 0
0 −t 0 1

, x−a−b(t) =


1 0 t 0
0 1 0 −t
0 0 1 0
0 0 0 1

,
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x2a+b(t) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
t 0 0 1

, x−2a−b(t) =


1 0 0 t
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.
Это согласуется с леммой 13.6.2 из [11]. Применяя данное представле-
ние, можно проверить на матричном языке все наши, иногда не очень
короткие, вычисления.

3 Доказательство теоремы 2 для q = 2n, q > 2

В группе B2(2
n) имеется три класса сопряженных инволюций, с пред-

ставителями
σ1 = x−a(1),

σ2 = x−b(1),

σ3 = x−a(1)x−a−b(1).

Обозначим через H класс с представителем σ3. Выделим в нем следую-
щие три элемента

α = nax−b(1)x−a−b(1)x−2a−b(1) = σ
x−b(1)xa(1)
3 ,

β = xb(1)xa+b(1)x2a+b(1)na = αnbnanb ,

γ = x−a(1)x−a−b(1)x−2a−b(t) = σ
x−b(t)h−a−b(

√
t+1)

3 ,

где t — примитивный элемент конечного поля F2n . Так как

σ
x−a(1)x−a−b(1)xb(1)nana+b

3 = (xa(1)xa+b(1))x−a(1)x−a−b(1)xb(1) =

= (xa(1)x2a+b(1))x−a(1)x−a−b(1) = (xa(1)x2a+b(1)xa(1)x−b(1))x−a(1) =

= xb(1)xa+b(1)x2a+b(1)x−b(1)x−a−b(1)x−2a−b(1) = βα.

то произведение βα также лежит в H, в частности, инволюции α и β
перестановочны.

Для доказательства теоремы 2 достаточно показать, что подгруппа

M = 〈α, β, γ〉
совпадет с группой B2(2

n). Вычисления показывают, что

(αγ)3 = x−a−b(t).

Действительно,

(αγ)3 = (nax−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1))3 =

= na(x−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1)nax−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1))na×
×x−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1).

Вычислим отдельно сомножитель

na(x−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1)nax−b(1)x−a(1)x−2a−b(t+ 1))na.
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Он равен

x−2a−b(1)xa(1)x−b(t+ 1)nax−2a−b(1)xa(1)x−b(t+ 1) =

= x−2a−b(1)x−b(t+ 1)x−a(1)xa(1)x−2a−b(1)xa(1)x−b(t+ 1) =

= x−2a−b(1)x−b(t+ 1)x−a(1)x−2a−b(1){[x−2a−b(1), xa(1)]}x−b(t+ 1) =

= x−2a−b(1)x−b(t+ 1)x−a(1)x−2a−b(1){x−a−b(1)x−b(1)}x−b(t+ 1) =

= x−b(t+ 1)x−a(1)x−b(t+ 1)x−a−b(1)x−b(1) =

= x−a(1){[x−a(1), x−b(t+ 1)]}x−a−b(1)x−b(1) =

= x−a(1){x−a−b(t+ 1)x−2a−b(t+ 1)}x−a−b(1)x−b(1) =

= x−a−b(t)x−a(1)x−2a−b(t+ 1)x−b(1).

Сейчас равенство (αγ)3 = x−a−b(t) становится очевидным. Отметим, что
это равенство, как и порождающие инволюции, изначально были найде-
ны для q = 4, 8 с помощью компьютера в матричном представлении,
указанном в параграфе 2. Далее,

γα = xa(1)x−b(t+ 1),

η = γαβγα = x−b(t+ 1)(xb(1)x−a(1))x−b(t+ 1),

((αγ)3)η = (x−a−b(t)x−a(t)x−2a−b(t
2))x−b(t+1) = x−a(t)x−a−b(t

2)x−2a−b(t
3),

θ = (((αγ)3)η)α = (x−a(t)x−a−b(t
2 + t)x−2a−b(t

3 + t2))na =

= xa(t)x−a−b(t
2 + t)x−b(t

3 + t2).

Корневые подгруппы Xa и X−a нормализуют группу X−bX−a−bX−2a−b.
Поэтому, в силу леммы 5 для любого u ∈ F ∗ и некоторых ui ∈ F в группе
〈γ, γα, θ〉 имеется элемент

ha(u)x−b(u1)x−a−b(u2)x−2a−b(u3),

квадрат которого для подходящих vi ∈ F равен

ha(u
2)x−b(v1)x−2a−b(v2).

Таким образом, для некоторых y, z ∈ F в подгруппе M лежит элемент

µ = ha(
√
t−1)x−b(y)x−2a−b(z).

Вычисления показывают, что

γµ = (x−a(1)x−a−b(y + 1)x−2a−b(y + t))ha(
√
t−1) =

= x−a(t)x−a−b(y + 1)x−2a−b((y + t)t),

γµ((αγ)3)η = x−a−b(y + 1 + t2)x−2a−b((y + t)t+ t3).

Далее доказательство разбивается на два случая, в зависимости от того
равняется нулю сумма (y + t)t+ t3 или нет.

Случай 1. Пусть (y + t)t+ t3 6= 0. Тогда

[µ, γµ((αγ)3)η] = x−2a−b(((y + t)t+ t3)(t+ 1)),

а учитывая, что t 6= 1, получаем включение x−2a−b(v) ∈ M для неко-
торого ненулевого v ∈ F . Сопрягая корневой элемент x−2a−b(v) все-
возможными элементами ha(u

2)x−b(v1)x−2a−b(v2), получим включение
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X−2a−b < M . Отсюда Xα
−2a−b = X−b < M . Следовательно, диагональная

подгруппа Ha = {ha(u) | u ∈ F ∗} лежит в M . Коммутируя γ и x−b(1),
получаем xa+b(1)x2a+b(1). Отсюда x−a(1) ∈M . Сопрягая последний эле-
мент всевозможными элементами из Ha, получим включение X−a < M .
Подгруппы X−a, X−b, X−2a−b порождают всю (верхнюю) унипотентную
подгруппу V . Сейчас, используя вид инволюции α, имеем na ∈ M и,
следовательно,

βna = xb(1)xa+b(1)x2a+b(1) ∈M,

(βna)
x−a(1) = x2a+b(1).

Подгруппа, порожденная элементом x2a+b(1) и подгруппойHa, содержит
корневую подгруппу X2a+b. Наконец, Xna

−a = Xa и Xna
2a+b = Xb. Остает-

ся заметить, что подгруппы Xa, Xb, V порождают всю группу Шевалле
B2(q).

Случай 2. Пусть (y + t)t+ t3 = 0. Тогда y = t2 + t и, следовательно,

γµ((αγ)3)η = x−a−b(t+ 1).

Сейчас, учитывая ранее полученное включение x−a−b(t) ∈M , получаем,
что

x−a−b(1) ∈M,

αx−a−b(1) = nax−b(1)x−2a−b(1) ∈M,

γx−a−b(1) = x−a(1)x−2a−b(t) ∈M.

В этом случае
µ = ha(

√
t−1)x−b(t

2 + t)x−2a−b(z)

и вычисления показывают, что

(xa(1)x−b(t+ 1))µ
−1

= (xa(t)x−b(t
2 + t))x−2a−b(z) =

= xa(t)x−a−b(tz)x−b(t
2z + t2 + t),

((xa(1)x−b(t+ 1))µ
−1

)α = (x−a(t)x−a−b(tz)x−2a−b(t
2z + t2 + t))x−b(1) =

= x−a(t)x−a−b(tz + t)x−2a−b(t
2z + t),

((xa(1)x−b(t+ 1))µ
−1

)α((αγ)3)η = x−a−b(tz + t+ t2)x−2a−b(t
2z + t+ t3).

Если t2z + t+ t3 6= 0, то мы попадаем в уже рассмотренный случай 1.
Пусть t2z + t + t3 = 0. Тогда z = t + t−1 и z 6= 0, поскольку t 6= 1. В

этом случае
µ = ha(

√
t−1)x−b(t

2 + t)x−2a−b(t+ t−1).

Далее,

βnax−b(1)x−2a−b(1) = xb(1)xa+b(1)x2a+b(1)x−b(1)x−2a−b(1) =

= xb(1)x−b(1)xa+b(1)xa(1)x−2a−b(1) =

= nbxb(1)xa+b(1)x−a−b(1)x−b(1)x−2a−b(1)xa(1).

Сопрягая последний элемент элементом x−b(t+ 1)xa(1), получаем

x−b(t+ 1)nbxb(1)x−a−b(1)x−b(1)x−2a−b(1)x−b(t+ 1) =

= x−b(t)nbx−a−b(1)x−2a−b(1)x−b(t).
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Так как x−a−b(1) ∈M , то в M лежит элемент

δ = x−b(t)nbx−2a−b(1)x−b(t).

Далее,
µ2 = ha(t

−1)x−b(t
3 + t)x−2a−b(t+ 1 + t−1 + t−2),

Пусть g = x−b(t), M ′ = Mg. Тогда в M ′ лежат следующие элементы

δg = nbx−2a−b(1),

(xa(1)x−b(t+ 1))g = xa(1)x−b(t+ 1),

x−a−b(1)g = x−a−b(1),

(µ2)g = ha(t
−1)x−2a−b(t+ 1 + t−1 + t−2),

((µ2)g)δ
g

= ha+b(t
−1)x−2a−b(t+ t−1),

x−a−b(1)δ
g

= x−a(1).

Сопрягая x−a(1) элементом (µ2)g, получим X−a, а следовательно,
X−a−b = Xδg

−a. Пусть f = x−2a−b(t), M ′′ = (M ′)f . Тогда в M ′′ лежат
следующие элементы

(nbx−2a−b(1))f = nbx−2a−b(1),

Xf
−a−b = X−a−b,

Xf
−a = X−a,

(xa(1)x−b(t+ 1))f = xa(1)x−a−b(t)x−b(1),

(ha+b(t
−1)x−2a−b(t+ t−1))f = ha+b(t

−1).

Элемент t примитивный, поэтому диагональная подгруппа Ha+b лежит
в M ′′. Так как x−a−b(t) ∈M ′′, то xa(1)x−b(1) ∈M ′′. Далее,

[ha+b(t
−1), xa(1)x−b(1)] = x−b(t

2 + 1),

(x−b(t
2 + 1))Ha+b = X−b.

Следовательно, xa(1) ∈ M ′′. Так как x−a(1) ∈ M ′′, то na ∈ M ′′. Далее,
X−b ∈M ′′, значит x−b(1) ∈M ′′. Тогда

(nbx−2a−b(1))x−b(1) = xb(1)x−2a−b(1),

(nbx−2a−b(1))xb(1)x−2a−b(1) = x−b(1)x−2a−b(1).

Перемножая последние два элемента и учитывая включение xa(1) ∈M ′′,
получаем nb ∈ M ′′. Подгруппа 〈na, nb〉 изоморфна группе Вейля типа
B2 и действует сопряжениями транзитивно на множестве корневых под-
групп, индексированных корнями одинаковой длины. Таким образом, в
M ′′ лежат все корневые подгруппы. Поэтому M ′′ = B2(q).

Теорема доказана.
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4 Доказательство теоремы 2 для q ≡ 1 (mod4), q > 3

Мы укажем явно порождающие тройки инволюций с необходимыми
свойствами для группы B2(q), q ≡ 1 (mod4), q > 3, причем при q > 9
они такие же как в статье [7] при q ≡ 3 (mod4). Наше доказательство
порождаемости группы B2(q) при q > 9 данными инволюциями похо-
же на доказательство из [7], но в некоторых местах пришлось внести
существенные изменения, поэтому мы приводим его без сокращений.

Случай q>9. Пусть K — конечное поле порядка q ≡ 1(mod4). Пусть
t и t2 — собственные элементы поля K, а мультипликативный порядок
элемента u ∈ K равен (q − 1)/2. Покажем, что инволюции

α = na,

β = na+b,

γ = (naha(u))xa+b(t)xb(1)

удовлетворяют условиям теоремы.
В силу пп. 1) и 4) леммы 3 мономиальные элементы na, na+b явля-

ются переcтановочными инволюциями. Они инвертируют диагональные
элементы ha(u) и ha+b(u) соответственно. Поэтому α, β, γ — инволюции
и αβ = βα. Инволюции α, β, γ сопряжены. Действительно, α = nbβn

−1
b ,

α = γha(s)xa+b(−t)xb(−1), где s2 = u. Такой элемент s существует, так как
порядок элемента u равен (q− 1)/2. Используя равенство ηa,a+b = −1 из
п. 1) леммы 2, получаем

(nana+b)
xa+b(1) = nax−a−b(−1),

(nax−a−b(−1))x−a−b(−1/2) = na = α.

Таким образом, инволюции αβ = nana+b и α также сопряжены.
Положим

M = 〈α, β, γ〉.
В силу п. 5) леммы 2 ηa,b = ηa,2a+b = Na,bNa,a+b/|Na,a+b|. Пары (a, b)
и (a, a + b) экстраспециальные, поэтому знаки у структурных констант
Na,b и Na,a+b могут быть выбраны произвольным образом. Пусть
Na,bNa,a+b/|Na,a+b| = −1. Тогда ηa,b = −1. Отсюда, учитывая также, что
ηa,a+b = −1 в силу п. 1) леммы 2, получаем

γ = (naha(u))xa+b(t)xb(1) = xa+b(t)xb(1)naha(u)xb(−1)xa+b(−t) =

= naxa+b(ηa,a+bt)x2a+b(ηa,b)ha(u)xb(−1)xa+b(−t) =

= naha(u)xa+b(−2t)x2a+b(−u−2)xb(−1),

αγ = ha(u)xa+b(−2t)x2a+b(−u−2)xb(−1).

Корневой элемент xa+b(−2t) перестановочен с тремя другими сомножи-
телями элемента αγ, а два его последних сомножителя перестановочны
между собой, но не коммутируют с ha(u). Поэтому в силу леммы 1

(αγ)(q−1)/2 = xa+b(t).
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Отсюда
αγxa+b(t)

2 = ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1).

Далее,
β(αγ)(q−1)/2β = x−a−b(−t).

Таким образом, в M лежит подгруппа

L = 〈xa+b(t), x−a−b(t)〉,
которая по лемме 4 совпадает с подгруппой 〈Xa+b, X−a−b〉. (Здесь ис-
пользуется ограничение q > 9.) В частности, в M лежат все диагональ-
ные элементы ha+b(v), v ∈ K∗. Сейчас при v ∈ K∗ последовательно
получаем, что в M лежат элементы

ha+b(v)(ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1))h−1a+b(v) = ha(u)x2a+b(−u−2v2)xb(−v2),

(ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1))−1ha(u)x2a+b(−u−2v2)xb(−v2) =

= x2a+b((1− v2)u−2)xb(1− v2).
В силу предположения Na,bNa,a+b/|Na,a+b| = −1 и п. 5) леммы 2 полу-
чаем

αx2a+b((1− v2)u−2)xb(1− v2)α = x2a+b(v
2 − 1)xb((v

2 − 1)u−2).

Произведение двух последних элементов равно x2a+b(−k2)xb(k2) при v =
u−1, k = u−2 − 1. Таким образом, в M лежат элементы

h−1a+b(k)x2a+b(−k2)xb(k2)ha+b(k) = x2a+b(−1)xb(1),

(ha(u)x2a+b(−u−2)xb(−1))x2a+b(−1)xb(1) = ha(u)x2a+b(−u−2 − 1),

[(ha(u)x2a+b(−u−2 − 1))−1, h−1a+b(u)] = x2a+b(1− u−4),
αβx2a+b(1− u−4)βα = x−2a−b(−1 + u−4).

Так как q > 9, то 1− u−4 6= 0. Поэтому в силу леммы 6 подгруппа

〈x2a+b(1− u−4), x−2a−b(1− u−4)〉
содержит мономиальный элемент n2a+b(v) для некоторого v ∈ K∗. Таким
образом,

na, n2a+b(v), xa+b(t), x−a−b(t) ∈M.

Следовательно, M имеет нетривиальные пересечения со всеми корневы-
ми подгруппами и по лемме 7 совпадает с B2(q).

Случай q=5. Покажем, что инволюции

α = na,

β = na+b,

γ = ha(2)x−a(1)xb(2)

удовлетворяют условиям теоремы. Действительно, перестановочность ин-
волюций α и β и сопряженность инволюций α, β, αβ установлены выше,
а

γx2a+b(−1)xa+b(−2)xb(1)xa(−2)x−a(2) = α.
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Последнее и следующее равенства получены при помощи компьютерной
системы GAP.

xa(1) = α(γαβγβ)2γβ(α(βγ)2)2α(βγ)3(αγβ)2γαγβ.

Далее,
(xa(1))α = x−a(−1),

ha(2) = xa(1)2x−a(1)2xa(1)2α,

ha(2)γx−a(−1) = xb(2),

xb(2)αβ = x−b(2).

Элементы xa(1), x−a(1), xb(2), x−b(2) порождают группу B2(5) по лемме
7.

Случай q=9. Покажем, что инволюции

α = na,

β = na+b,

γ = h2a+b(i)hb(i− 1)xb(i− 1)x2a+b(i)xa+b(1)×
×x−b(i)x−2a−b(−1)x−a−b(1)xa(i)x−a(−i)

удовлетворяют условиям теоремы. Действительно, перестановочность ин-
волюций α и β и сопряженность инволюций α, β, αβ установлены выше,
а

γη = β,

где
η = x−b(1)nax−a−b(−1)xa(−i)x−a(1)x−b(−1)×
×xa+b(i)xb(i)xa+b(−1)x−b(i+ 1)xa(−1)x2a+b(−1).

Последнее и следующие три равенства получены при помощи компью-
терной системы GAP.

xb(1− i) = γβγ(α(γβ)2)2(αγ)2α(βγ)4αγβγ,

xb(1+i) = γβγα(γβ)7γαβγα(γβ)6(αγ)2αβγβ(γβγα)2(γβ)4γαβ(γα)2γβ(γα)3,

xa+b(i) = α(γαγβ)2γαβγβαγβγαβγβαβγα(βγ)4.

Поскольку аддитивная группа поля GF (9) порождается элементами 1−i
и 1 + i, элементы xb(1 − i) и xb(1 + i) порождают Xb. Последовательно
сопрягая Xb элементами α, β, α, получим также подгруппы X2a+b, X−b,
X−2a−b. В частности, в подгруппе M = 〈α, β, γ〉 лежат элементы n2a+b,
nb, hb(−i) и

xa+b(i)
hb(−i) = xa+b(1).

Элементы xa+b(i) и xa+b(1) порождают группу Xa+b. Таким образом, в
M лежат корневые подгруппы Xb, X−b, X−a = X

n2a+b

a+b , Xa = X
nan2a+b

a+b ,
которые порождают группу B2(9).

Теорема доказана.
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5 Доказательство теоремы 1

Случай q 6= 2, 3. Теорема 1 следует из теоремы 2 в силу следующей
леммы, доказанной Дж. Уордом [3] при решении задачи А) из введе-
ния для спорадических и знакопеременных групп и для PSLn(q) при
определенных ограничениях на n и q.

Лемма 8. Следующие утверждения эквивалентны.
1) Группа G порождается тремя инволюциями α, β, γ, первые две

из которых перестановочны (соответственно инволюции α, β, γ, αβ со-
пряжены).

2) Группа G порождается инволюциями α, β, γ, δ, ε, две из которых
совпадают, и αβγδε = 1 (соответственно инволюции α, β, γ, δ, ε сопря-
жены).

Случай q = 3. Частным случаем утверждения следствия на стр. 432
из [10] является

Лемма 9. Пусть G — конечная неприводимая подгруппа общей линей-
ной группы GLn(K) над полем K характеристики отличной от 2, χ —
след данного представления. Тогда, если χ(1) < 5χ(g), то G не порожда-
ется пятеркой инволюций из класса сопряженности с представителем
g, произведение которых равно 1.

Группа B2(3) изоморфна PSU4(2
2) и имеет два класса сопряженных

инволюций 2A и 2B в соответствии с обозначениями из [16]. Для неё
согласно [16] существуют 6-мерное и 15-мерное комплексные неприводи-
мые представления, для которых

6 = χ(1) < 5χ(2B) = 5 · 2 = 10

и соответственно

15 = χ(1) < 5χ(2A) = 5 · 7 = 35.

Поэтому nc(B2(3)) > 5 по лемме 9. С другой стороны, в силу [9] группа
порождается тройкой сопряженных инволюций. Следовательно,
nc(B2(3)) = 6.

Случай q = 2. Сейчас нам нужно доказывать непорождаемость груп-
пы B2(2) любыми k < 10 сопряженными инволюциями, произведение
которых равно единице. Для этого оказывается полезным следующий
результат "о непорождаемости" транзитивных групп подстановок, полу-
ченный Р. Ри в [17]. (Другое доказательство этого результата приводят
У. Фейт, Р. Линдон и Д. Скотт в статье [18].)

Лемма 10. Пусть подстановки x1, ..., xm порождают транзитивную
подгруппу симметрической группы Sn на n символах, с условием
x1x2 · · ·xm = 1, и пусть ci — число орбит группы 〈xi〉, 1 ≤ i ≤ m. Тогда
c1 + c2 + · · ·+ cm ≤ n(m− 2) + 2.
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Группа B2(2) изоморфна симметрической группе S6. (Доказательство
этого утверждения можно найти в монографии Р. Стейнберга [19, стр.
80].) В группе S6 три класса сопряженных инволюций C1, C2, C3 с пред-
ставителями σ1 = (12), σ2 = (12)(34)(56), σ3 = (12)(34) соответственно.
Очевидно, что класс четных подстановок с представителем σ3 не порож-
дает всю группу S6. Рассмотрим класс с представителем σ1. Любой его
элемент имеет 5 орбит. По лемме 10 группа, порожденнаяm ≤ 9 инволю-
циями из этого класса, произведение которых равно единице, не являет-
ся транзитивной, следовательно, не может совпадать с S6. Неравенство
в утверждении леммы 10 выполняется, начиная с m = 10, причём, ин-
волюции x1 = (12), x2 = (23), x3 = (34), x4 = (45), x5 = (56), x6 = x5,
x7 = x4, x8 = x3, x9 = x2, x10 = x1 порождают группу S6, а их произве-
дение равно единице. Известно также, что группа S6 обладает внешним
автоморфизмом, который переставляет классы сопряженности C1 и C2.
(Построение этого автоморфизма на языке групп подстановок указано
в заметке В. Миллера [20], а с учетом отмеченного выше изоморфизма
между группами B2(2) и S6 можно интерпретировать данный внешний
автоморфизм как графовый автоморфизм группы B2(2) [19, стр. 80].)
Поэтому минимальное число порождающих инволюций из класса C2,
произведение которых равно единице, тоже равно 10. Следовательно,
nc(B2(2)) = 10.

Теорема доказана.
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