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Abstract: The Jarque–Bera test is commonly used in statistics
and econometrics to test the hypothesis that sample elements adhere
to a normal distribution with an unknown mean and variance. This
paper proposes a modification of this criterion, which allows for
testing hypotheses concerning the case where the sample comes
from a skewed Student’s distribution with an unknown number of
degrees of freedom. The paper also provides power estimates for
the constructed criterion, obtained through simulation of samples
of various sizes.

Keywords: Jarque–Bera test; Student’s distribution; Monte Carlo
simulation.

1 Введение

Будем считать, что все рассматриваемые случайные элементы заданы
на некотором вероятностном пространстве (Ω,F,P). Пусть случайные
величины X,X1, . . . , Xn, n ∈ N независимы и одинаково распределены.
Предполагается, что их распределение неизвестно.
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C. Jarque и A.K. Bera (см., например, [2]–[4]) предложили следующий
критерий. Проверяется гипотеза
H0 : Xi ∼ N(a, σ2), 1 ≤ i ≤ n, (a, σ2 неизвестны) против гипотезы
H1 : Xi имеет распределение из семейства распределений Пирсона

отличное от нормального.
Используется статистика

JB = n

(
S2

6
+

(K − 3)2

24

)
,

где n — объем выборки; S и K это выборочные асимметрия и эксцесс,
соответственно, т.е.

S =

1
n

n∑
i=1

(Xi −X)3

σ̂3
, K =

1
n

n∑
i=1

(Xi −X)4

σ̂4
,

σ̂ =

(
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

) 1
2

, X =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Если верна гипотеза H0, то при n → ∞ распределение случайной ве-
личины JB сходится к χ2(2). Поэтому при достаточно большом объеме
выборки можно использовать следующее решающее правило, задаем p–
уровень значимости, если JB < χ2

1−p(2) (здесь χ2
1−p(2) квантиль уровня

1− p распределения χ2(2)), то гипотеза H0 принимается, иначе отверга-
ется.

Заметим, что семейство распределений Пирсона весьма богато, в него
входят, например, такие распределения, как показательное, гамма, бета,
Стьюдента, нормальное. Если известно, что случайная величина имеет
распределение из семейства Пирсона, то конкретный его тип определяет-
ся значениями асимметрии и эксцесса (см. [5]). Благодаря этому свойству
критерий Харке –Бера является критерием согласия на этом семействе
(т.е. если для элементов выборки справедлива гипотеза H1, состоящая
в том, что элементы выборки имеют отличное от нормального распре-
деление из семейства Пирсона, то статистика JB стремится по вероят-
ности к ∞ при n→∞). Отметим, что этот критерий на практике часто
применяется эконометристами для проверки гипотезы о нормальности
распределения случайных возмущений в моделях линейной регрессии.
Также отметим работу [6], в которой рассмотрены модификации крите-
рия Харке –Бера для случаев, когда: известно математическое ожидание
и неизвестна дисперсия; неизвестно математическое ожидание и извест-
на дисперсия; известны и математическое ожидание и дисперсия.

В данной работе мы рассмотрим аналогичный критерий, который поз-
воляет проверять гипотезу о том, что элементы выборки имеют, вообще
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говоря, смещенное распределение Стьюдента. Как и в классическом кри-
терии Харке –Бера, построенная статистика использует свойства третье-
го и четвертого моментов, а также равенство нулю нечетных моментов
случайных величин, имеющих распределение Стьюдента.

Следует отметить, что предложенный критерий также может быть ис-
пользован для проверки гипотезы о том, что в моделях линейной регрес-
сии случайные возмущения имеют распределение Стьюдента. В частно-
сти, при проведении статистического анализа медицинских данных ча-
сто используется классическая линейная модель с нормальным распре-
делением ошибок. Это объясняется простотой и удобством применения
данной модели, а также наличием специализированных статистических
пакетов, необходимых для выполнения расчетов. При этом проверка вы-
полнения предпосылки о том, что случайные возмущения распределены
нормально, зачастую игнорируется. В тех случаях, когда ошибки имеют
распределение Стьюдента, диагностика модели будет значительно отли-
чаться от диагностики классических линейных моделей с нормальными
ошибками (см., например, [1]). Таким образом, обоснованный выбор мо-
дели при анализе реальных данных с учетом проверки распределения
ошибок является важным этапом при проведении статистического ана-
лиза.

Оставшаяся часть работы состоит из четырех разделов. Во втором
разделе приводятся основные результаты (предельная теорема и, как
следствие из нее, критерий проверки соответствующих статистических
гипотез). Третий раздел посвящен апробации построенного статистиче-
ского критерия с помощью симуляций. Четвертый раздел посвящен до-
казательствам результатов раздела 2, пятый раздел содержит вспомога-
тельные результаты.

Везде далее символ d−→
n→∞

будет означать сходимость по распределе-
нию; E иD будут означать математическое ожидание и дисперсию, соот-
ветственно. Также будем использовать обозначения a := EX, σ2 := DX.

2 Основные результаты

Положим

A1,n :=
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)3, A2,n :=
1

n

n∑
i=1

(
(2− σ̂2)(Xi −X)4 − 3σ̂4

)
,

Теорема 1. Пусть случайные величины X,X1, . . . , Xn, n ∈ N независи-
мы, одинаково распределены и удовлетворяют условиям

1) EX8 <∞;
2) E(X − a)2k+1 = 0, 1 ≤ k ≤ 3;
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3) (2− σ2)E(X − a)4 − 3σ4 = 0.
Тогда последовательность случайных векторов

√
n(A1,n, A2,n) слабо схо-

дится к случайному вектору (W1,W2), который имеет нормальное рас-
пределение с EW1 = EW2 = 0 и ковариационной матрицей

Σ =

(
D1 0
0 D2

)
,

где
D1 = E

(
(X − a)3 − 3(X − a)σ2

)2
,

D2 = E
(
(2− σ2)(X − a)4 − (6σ2 + E(X − a)4)(X − a)2 + σ2E(X − a)4 + 3σ4

)2
.

Напрямую из теоремы 1 следует

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, тогда

n

(
A2

1,n

D1
+
A2

2,n

D2

)
d−→

n→∞
ξ ∼ χ2(2).

Заметим, что если случайная величина X имеет смещенное распреде-
ление Стьюдента с девятью и более степенями свободы (т.е. плотность

распределения имеет вид f(x) =
Γ( k+1

2
)√

πkΓ( k
2

)
(1 + (x−a)2

k )−
k+1
2 , k ≥ 9), то вы-

полнены условия теоремы 1 и

E(X − a)4 =
3σ4

2− σ2
, E(X − a)6 =

15σ6

(2− σ2)(3− 2σ2)
,

E(X − a)8 =
105σ8

(2− σ2)(3− 2σ2)(4− 3σ2)
.

В этом случае

D1 = E
(
(X − a)3 − 3(X − a)σ2

)2
=

15σ6

(2− σ2)(3− 2σ2)
− 18σ6

2− σ2
+ 9σ2,

D2 = E
(
(2− σ2)(X − a)4 − (6σ2 + E(X − a)4)(X − a)2 + σ2E(X − a)4 + 3σ4

)2
= E

(
(2− σ2)(X − a)4 − 12σ2 − 3σ4

2− σ2
(X − a)2 +

6σ4

2− σ2

)2

= σ8

(
105(2− σ2)

(3− 2σ2)(4− 3σ2)
+

27σ4 − 180σ2 + 360

(2− σ2)3
− 90(4− σ2)

(2− σ2)(3− 2σ2)

)
и справедливо следующее следствие из теоремы 2

Следствие 1. Пусть случайные величины X,X1, . . . , Xn, n ∈ N неза-
висимы и имеют смещенное распределение Стьюдента Ta(k) с k ≥ 9
(возможно k = ∞, т.е. нормальное распределение N(a, 1)) степенями
свободы. Тогда

n

(
A2

1,n

B1
+
A2

2,n

B2

)
d−→

n→∞
ξ ∼ χ2(2),
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где
B1 := σ̂6

(
15

(2− σ̂2)(3− 2σ̂2)
+ 9− 18

2− σ̂2

)
,

B2 := σ̂8

(
105(2− σ̂2)

(3− 2σ̂2)(4− 3σ̂2)
+

27σ̂4 − 180σ̂2 + 360

(2− σ̂2)3
− 90(4− σ̂2)

(2− σ̂2)(3− 2σ̂2)

)
.

Положим

ĴB := n

(
A2

1,n

|B1|
+
A2

2,n

|B2|

)
.

Из следствия 1 следует следующий статистический критерий.

Следствие 2. Пусть задан уровень значимости p.
Проверяется гипотеза H0 : Xi ∼ Ta(k), 1 ≤ i ≤ n, k ≥ 9 (математи-

ческое ожидание a неизвестно, число степеней k неизвестно) против
альтернативы H1 : Xi имеет другое распределение.

Из следствия 1 следует, что при достаточно большом объеме вы-
борки можно использовать правило: если ĴB < χ2

1−p(2), то гипотеза
H0 принимается, иначе отвергается.

Замечание 1. Отметим, что приведенное выше решающее правило
является критерием согласия, в случае "более простой" конкурирую-
щей гипотезы H1 : Xi имеет распределение такое, что или E(Xi−a)3 6=
0 или (2− σ2)E(Xi − a)4 − 3σ4 6= 0.

3 Моделирование

В этом разделе мы проверяем эффективность работы построенного
теста для проверки гипотезы о том, что выборка взята из несмещенного
распределения Стьюдента T (k). Эффективность проверялась с помощью
моделирования альтернативных гипотез методом Монте-Карло. Модели-
рование проводилось в программном обеспечении R версии 4.2.3. Мы ис-
пользовали выборки следующих размеров (малые, средние и большие):
n =25, 50, 75, 100, 150, 200, 250, 500 и 1000 для случая сложной основной
гипотезы (H0 : Xi ∼ T (k), где число степеней свободы неизвестно). Всю-
ду при тестировании мы использовали универсальное значение уровня
значимости p = 0, 05.

Для расчета оценки мощности (эмпирической мощности) мы генери-
ровали 1000 выборок с указанным размером n, взятых из распределения,
соответствующего альтернативной гипотезе. Эмпирическая мощность —
это доля отклоненных критерием основных гипотез. В таблицах ниже
приведены результаты симуляций, где всюду в столбцах Ha указано мо-
делируемое распределение. Отметим, что в Таблице 1 в столбце "α"
указана эмпирическая вероятность ошибки первого рода, в силу того,
что моделируемое распределение соответствует основной гипотезе. Та-
ким образом, в Таблице 1 в некотором смысле продемонстрирована ско-
рость сходимости к предельному распределению тестовой статистики из
Теоремы 2.
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n Ha α Ha α Ha α Ha α
25 T (10) 0,086 T (15) 0,085 T (20) 0,072 N(0, 1) 0,088
50 T (10) 0,053 T (15) 0,081 T (20) 0,080 N(0, 1) 0,074
75 T (10) 0,055 T (15) 0,070 T (20) 0,067 N(0, 1) 0,091
100 T (10) 0,059 T (15) 0,061 T (20) 0,074 N(0, 1) 0,072
150 T (10) 0,043 T (15) 0,074 T (20) 0,071 N(0, 1) 0,071
200 T (10) 0,056 T (15) 0,067 T (20) 0,054 N(0, 1) 0,064
250 T (10) 0,057 T (15) 0,059 T (20) 0,050 N(0, 1) 0,058
500 T (10) 0,054 T (15) 0,061 T (20) 0,068 N(0, 1) 0,051
1000 T (10) 0,049 T (15) 0,051 T (20) 0,052 N(0, 1) 0,053

Таблица 1. Эмпирическое значение вероятности ошибки
первого рода α для сложной основной гипотезы H0 : Xi ∼
T (k), где N(0, 1) — стандартное нормальное распределе-
ние.

Анализ Таблицы 2 говорит о том, что уже при малых объемах выбор-
ки построенный критерий обладает хорошей мощностью, особенно хоро-
шо работает для альтернативных распределений N(0, 2) (из семейства
распределения Пирсона) и равновесной смеси распределений N(0, 1) и
N(0, 3) (близкое, но не принадлежащему к семейству распределений Пир-
сона). Равномерное распределение на интервале (−3; 3) в известном смыс-
ле также можно отнести к семейству распределений Пирсона (для него
оно является предельным).

n Ha Мощность Ha Мощность Ha Мощность
25 N(0, 2) 0,807 Mix 0,884 U(−3; 3) 0,390
50 N(0, 2) 0,939 Mix 0,980 U(−3; 3) 0,636
75 N(0, 2) 0,985 Mix 0,998 U(−3; 3) 0,762
100 N(0, 2) 0,999 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,867
150 N(0, 2) 0,999 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,950
200 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,986
250 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 0,995
500 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 1,000
1000 N(0, 2) 1,000 Mix 1,000 U(−3; 3) 1,000

Таблица 2. Оценка мощности для сложной основной ги-
потезы H0 : Xi ∼ T (k), где N(a, σ) — нормальное распре-
деление со средним значением a и стандартным отклоне-
нием σ, Mix — равновесная смесь распределений N(0, 1)
и N(0, 3), U(−3; 3) — равномерное распределение на ин-
тервале (−3; 3).
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4 Доказательство теоремы 1

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 следует, что

lim
n→∞

(
√
nA1,n −

(
1√
n

n∑
i=1

((Xi − a)3 − 3(Xi − a)σ2)

))
= 0 п.н., (1)

применяя лемму 3, получаем

lim
n→∞

√
n

(
σ̂4 − 2σ2

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + σ4

)
= 0 п.н., (2)

используя лемму 4, получаем

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

(
(2− σ̂2)(Xi −X)4−

(2− σ2)(Xi − a)4 + ((Xi − a)2 − σ2)E
(
(X − a)4

))
= 0 (п.н.)

(3)

Из формул (1)–(3) следует, что предельное распределение последова-
тельности случайных векторов

√
n(A1,n, A2,n) такое же как у последова-

тельности

(A′1,n, A
′
2,n) :=

(
1√
n

n∑
i=1

((Xi−a)3−3(Xi−a)σ2),
1√
n

n∑
i=1

(
(2−σ2)(Xi−a)4

−(6σ2 + E(X − a)4)(Xi − a)2 + σ2E(X − a)4 + 3σ4

)
.

Из условий 2), 3) следует, что

E((X − a)3 − 3(X − a)σ2) = 0,

E((2−σ2)(Xi−a)4− (6σ2 +E(X−a)4)(Xi−a)2 +σ2E(X−a)4 +3σ4) = 0.

Поэтому, в силу центральной предельной теоремы последовательность
(A′1,n, A

′
2,n) сходится к случайному вектору (W1,W2), координаты кото-

рого имеют совместное нормальное распределение.
Найдем параметры этого распределения. Из условий 1), 2) следует,

что
DW1 = E((X − a)3 − 3(X − a)σ2)2,

DW2 = E((2−σ2)(Xi−a)4−(6σ2+E(X−a)4)(Xi−a)2+σ2E(X−a)4+3σ4)2,

cov(W1,W2) = E

(
((X − a)3 − 3(X − a)σ2)

×((2−σ2)(Xi−a)4−(6σ2 +E(X−a)4)(Xi−a)2 +σ2E(X−a)4 +3σ4)

)
= 0.
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5 Вспомогательные результаты

Лемма 1. Пусть выполнены условия
1) EX2k <∞ для некоторого фиксированного k ∈ N;
2) E(X − a)2r−1 = 0 для всех 1 ≤ r ≤ k.

Тогда

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2k − (Xi − a)2k) = 0 п.н.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко видеть, что

1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2k − (Xi − a)2k)

=
1√
n

n∑
i=1


Xi − a−

1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k

− (Xi − a)2k



=
1√
n

n∑
i=1

2k−1∑
r=0

Cr2k(Xi − a)r

−1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r

=

 1

n1− 1
4k

n∑
j=1

(Xj − a)

2k

+

2k−1∑
r=1

Cr2k

(
1

√
nn

2k−r
3

n∑
i=1

(Xi − a)r

)−1

n
2
3

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r

.

Из условия 2) и закона повторного логарифма следует, что случайные
последовательности находящиеся в первой и третьей скобках, сходятся
при n→∞ к нулю п.н. По этой же причине сходится к нулю п.н. при n→
∞ и нечетных r ≤ 2k− 1 последовательность стоящая во второй скобке.
Для четных r ≤ 2k−2 выполнено неравенство

√
nn

2k−r
3 ≥ n

7
6 . Поэтому, в

силу усиленного закона больших чисел, случайная последовательность
расположенная во второй скобке также сходится при n→∞ к нулю п.н.
для четных r.

Лемма 2. Пусть выполнены условия
1) E|X|2k+1 <∞ для некоторого фиксированного k ∈ {0} ∪ N;
2) E(X − a)2r−1 = 0 для всех 1 ≤ r ≤ k.

Тогда

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

((Xi−X)2k+1−(Xi−a)2k+1+(2k+1)(Xi−a)E(X−a)2k) = 0 п.н.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что утверждение верно для k = 0.
Пусть далее k > 0. Легко видеть, что

1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2k+1 − (Xi − a)2k+1 + (2k + 1)(Xi − a)E(X − a)2k)

=
1√
n

n∑
i=1


Xi − a−

1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k+1

−(Xi − a)2k+1 + (2k + 1)(Xi − a)E(X − a)2k
)

= (2k + 1)
1√
n

n∑
i=1

(Xi − a)2k

−1

n

n∑
j=1

(Xj − a)


+

1√
n

n∑
i=1

2k−1∑
r=0

Cr2k+1(Xi − a)r

−1

n

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r+1

+
1√
n

n∑
i=1

(2k + 1)(Xi − a)E(X − a)2k

=

 −1

n1− 1
4k+2

n∑
j=1

(Xj − a)

2k+1

+
2k−1∑
r=1

Cr2k+1

(
1

√
nn

2k−r+1
3

n∑
i=1

(Xi − a)r

)−1

n
2
3

n∑
j=1

(Xj − a)

2k−r+1

−(2k + 1)

 1√
n

n∑
j=1

(Xj − a)

( 1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2k

)

+
1√
n

n∑
j=1

(2k + 1)(Xj − a)E(X − a)2k.

Первых два слагаемых сходятся при n → ∞ к нулю п.н. по причинам
полностью аналогичным тем, которые приведены в конце доказатель-
ства леммы 1. Запишем третье и четвертое слагаемое в следующем виде

(2k + 1)

 1√
n

n∑
j=1

(Xj − a)

( 1

n

n∑
i=1

(E(X − a)2k − (Xi − a)2k)

)

= (2k + 1)

 1

n
3
4

n∑
j=1

(Xj − a)

( 1

n
3
4

n∑
i=1

(E(X − a)2k − (Xi − a)2k)

)
.
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Из условия 2) и закона повторного логарифма следует, что все находя-
щиеся в скобках случайные последовательности сходятся при n → ∞ к
нулю п.н.

Лемма 3. Пусть EX2 <∞, тогда для любого k ∈ N

lim
n→∞

√
n

(
σ̂2k − σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k

)
= 0 п.н.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

Yn :=
√
nσ̂2k −

√
n

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k
.

Будем иметь

Yn =
√
n

(
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

)k
−
√
n

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k

=

(
1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)2 − (Xi − a)2)

)

×
k−1∑
r=0

(
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

)k−1−r(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)r
=: g1,n

k−1∑
r=0

fk,r,n.

Из леммы 1 и усиленного закона больших чисел следует, что случайные
последовательности g1,n и fk,r,n, 0 ≤ r ≤ k−1 сходятся п.н. к 0 и σ2(k−1),
соответственно. Поэтому

lim
n→∞

Yn = 0 п.н., (4)

и нам достаточно показать, что

lim
n→∞

√
n

( 1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k
− σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k

 = 0 п.н.

(5)
Легко видеть, что

√
n

( 1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)k
− σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k


=
√
n

( 1

n

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2) + σ2

)k
− σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 + (k − 1)σ2k


=
√
n
k−2∑
r=0

Crk

(
1

n

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2)

)k−r
· σ2r
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+
√
nk

(
1

n

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2)

)
σ2(k−1)

+
√
nσ2k −

√
n
σ2k−2k

n

n∑
i=1

(Xi − a)2 +
√
n(k − 1)σ2k

=

k−2∑
r=0

Crk

(
1

n
1− 1

2(k−r)

n∑
i=1

((Xi − a)2 − σ2)

)k−r
· σ2r.

В силу закона повторного логарифма случайные последовательности
расположенные в скобках сходятся при n → ∞ к нулю п.н. для всех
0 ≤ r ≤ k − 2. Следовательно, справедлива формула (5).

Лемма 4. Пусть EX4 <∞, тогда

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

(
(2− σ̂2)(Xi −X)4

−(2− σ2)(Xi − a)4 + ((Xi − a)2 − σ2)E(X − a)4
)

= 0 п.н.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко видеть, что

1√
n

n∑
i=1

(2−σ̂2)(Xi−X)4 =
1√
n

n∑
i=1

2− 1

n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − σ2)− σ2

 (Xi−X)4

1√
n

n∑
i=1

(2− σ̂2)(Xi −X)4

=
1√
n

n∑
i=1

2− 1

n

n∑
j=1

((Xj −X)2 ± (Xj − a)2 ± σ2)

 (Xi −X)4

=
1√
n

n∑
i=1

(2−σ2)(Xi−X)4− 1√
n

n∑
j=1

((Xj−X)2−(Xj−a)2)
1

n

n∑
i=1

(Xi−X)4

− 1√
n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4 =
1√
n

n∑
i=1

(2− σ2)(Xi −X)4

− 1√
n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − (Xj − a)2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4

− 1

n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)4 − (Xi − a)4)

− 1

n
3
4

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1

n
3
4

n∑
i=1

((Xi − a)4 −E(X − a)4)
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− 1√
n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)E(X − a)4. (6)

Из леммы 1 следует, что

lim
n→∞

2− σ2

√
n

n∑
i=1

(Xi −X)4 − (Xi − a)4) = 0 п.н., (7)

используя лемму 1 и усиленный закон больших чисел, получаем

lim
n→∞

1√
n

n∑
j=1

((Xj −X)2 − (Xj − a)2)
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)4 = 0 п.н., (8)

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1√
n

n∑
i=1

((Xi −X)4 − (Xi − a)4) = 0 п.н., (9)

применяя закона повторного логарифма, получаем

lim
n→∞

1

n
3
4

n∑
j=1

((Xj − a)2 − σ2)
1

n
3
4

n∑
i=1

((Xi − a)4 −E(X − a)4) = 0 п.н. (10)

Утверждение леммы 4 следует из (6)–(10).
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