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Abstract. The famous Nash-Williams' Theorem states that the edge
set of a multigraph G = (V,E) can be decomposed to k forests i� for
every subsetX ⊆ V the induced subgraph G[X] contains at most k(|X|−
1) edges. In 2017, Glebov conjectured that if a graph G satis�es the
conditions of Nash-Williams' Theorem and has minimum degree δ(G) ≥
k + 1, then its edge set can be decomposed to k forests such that none
of these forests has an isolated vertex. Here we prove this conjecture.
Moreover, we present a new proof of Nash-Williams' Theorem which
allows us to prove a more general result about edge decomposition of a
multigraph to k forests such that the size of connected components in
these forests is greater than a given constant.

Keywords: graph, multigraph, tree, forest, decomposition, arboricity,
Nash-Williams' Theorem, cover index.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷åðåç G = (V,E) îáîçíà÷àåòñÿ êîíå÷íûé íåîðèåíòèðî-
âàííûé ìóëüòèãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ð¼áåð E, ×åðåç
v(G) = |V | è e(G) = |E| îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî ð¼áåð ìóëüòèãðà-
ôà G, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî e ∈ E èíöèäåíòíî âåðøèíå
v ∈ V (èëè ÷òî e ïîêðûâàåò v), åñëè âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ êîíöîì ðåáðà e.
Ñòåïåíüþ d(v) âåðøèíû v ∈ V â G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî èíöèäåíòíûõ v ð¼áåð.
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×åðåç δ(G) è ∆(G) îáîçíà÷àåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøè-
íû ìóëüòèãðàôà G, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u, v ∈ V ÷åðåç
µ(uv) îáîçíà÷àåòñÿ êðàòíîñòü ìóëüòèðåáðà uv â G, òî åñòü êîëè÷åñòâî ð¼áåð â
E ñ êîíöàìè u è v. ×åðåç µ(G) îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ êðàòíîñòü ìóëüòè-
ðåáðà â ìóëüòèãðàôå G. ßñíî, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ãðàôîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà µ(G) ≤ 1.

Ëåñîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ãðàô áåç öèêëîâ. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà
âåðøèí X ⊆ V ìóëüòèãðàôà G ÷åðåç G[X] îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðàô â G, ïî-
ðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí X. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ð¼áåð F ⊆ E
÷åðåç G < F >= (V, F ) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäãðàô â G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è
ìíîæåñòâîì ð¼áåð F .

Ðàñêðàñêîé ð¼áåð ìóëüòèãðàôà G = (V,E) â k öâåòîâ (èëè k-ðàñêðàñêîé ð¼-
áåð G) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå c : E → K = {1, 2, . . . , k}, ãäå
K = {1, 2, . . . , k} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì öâåòîâ. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E
÷èñëî c(e) íàçûâàåòñÿ öâåòîì ðåáðà e. Äëÿ êàæäîãî öâåòà i ∈ K ÷åðåç Ei îáî-
çíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé åìó öâåòîâîé êëàññ, òî åñòü ìíîæåñòâî Ei = c−1(i)
âñåõ ð¼áåð öâåòà i â G. Ðàñêðàñêó ð¼áåð ìóëüòèãðàôà G íàçîâ¼ì äðåâåñíîé, åñ-
ëè äëÿ êàæäîãî öâåòîâîãî êëàññà Ei ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäãðàô G < Ei >
ÿâëÿåòñÿ ëåñîì.

Ðàñêðàñêó ð¼áåð G íàçîâ¼ì ïîêðûâàþùåé, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ìóëüòè-
ãðàôà G ïîêðûòà ð¼áðàìè âñåõ öâåòîâ, òî åñòü êàæäûé öâåòîâîé êëàññ Ei

ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíûì ïîêðûòèåì G. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå ïîíÿòèå
t-ïîêðûâàþùåé ðàñêðàñêè ð¼áåð. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàñêðàñêó ð¼-
áåð ìóëüòèãðàôà G íàçîâ¼ì t-ïîêðûâàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîãî öâåòà i ∈ K êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîîñòâåòñòâóþùåãî ïîäãðàôà G < Ei > ñîäåðæèò íå
ìåíåå t âåðøèí. Èç äàííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîêðûâàþùàÿ ðàñêðàñêà
ð¼áåð ìóëüòèãðàôà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì t-ïîêðûâàþùåé ðàñêðàñêè ïðè
t = 2.

Èíîãäà ïðè èçó÷åíèè ðàñêðàñîê ð¼áåð ãðàôîâ è ìóëüòèãðàôîâ áûâàåò ïî-
ëåçíî ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ äâà âàæíûõ
ñâîéñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ çàñëóæèâàåò áûòü ïðåäìåòîì ñàìîñòîÿòåëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ. Òàê â ðàáîòå [1] èçó÷àëèñü ðàñêðàñêè ð¼áåð ìóëüòèãðàôîâ, êî-
òîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ äðåâåñíûìè è ïîêðûâàþùèìè. Èíûìè ñëîâàìè,
â [1] èññëåäîâàëèñü òàêèå äðåâåñíûå ðàñêðàñêè ð¼áåð ìóëüòèãðàôîâ, ÷òî ìíî-
æåñòâî ð¼áåð êàæäîãî öâåòà ïîðîæäàåò ëåñ áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí (òàêèå
ëåñà äàëåå áóäåì íàçûâàòü íåòðèâèàëüíûìè).

Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ äðåâåñíîé ðàñêðàñêè
ð¼áåð ìóëüòèãðàôà â k öâåòîâ:

Òåîðåìà 1. (Íýø-Âèëüÿìñ) [4, 5] Äëÿ ìóëüòèãðàôà G = (V,E) ñóùåñòâóåò
äðåâåñíàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
âåðøèí X ⊆ V ÷èñëî ð¼áåð â ïîðîæä¼ííîì ïîäãðàôå G[X] íå ïðåâîñõîäèò
k(|X| − 1).

Íàèìåíüøåå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð
ìóëüòèãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî äðåâåñíîñòüþ è îáîçíà÷åòñÿ ÷åðåç γ(G). Èç
òåîðåìû Íýø-Âèëüÿìñà ñëåäóåò ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äðåâåñíîñòè
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ìóëüòèãðàôà: γ(G) = ⌈Arb(G)⌉, ãäå ÷èñëî

Arb(G) = max

{
e(G[X])

|X| − 1
|X ⊆ V, |X| > 1

}
íàçûâàåòñÿ äðîáíîé äðåâåñíîñòüþ ìóëüòèãðàôà G.

×òî êàñàåòñÿ ïîêðûâàþùåé ðàñêðàñêè ð¼áåð ìóëüòèãðàôà, Ãóïòîé [2, 3] áû-
ëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2. [2, 3] Ïóñòü G � ìóëüòèãðàô ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ δ(G) è
ìàêñèìàëüíîé êðàòíîñòüþ ìóëüòèðåáðà µ(G). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîêðûâàþ-
ùàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð G â δ(G)− µ(G) öâåòîâ. Ïðè ýòîì åñëè G � äâóäîëüíûé
ãðàô, òî ñóùåñòâóåò ïîêðûâàþùàÿ ðàñêðàñêà ð¼áåð G â δ(G) öâåòîâ.

Â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ îäíîâðåìåííîå âûïîë-
íåíåèå òðåáîâàíèé èç òåîðåì 1 è 2 âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé k-ðàñêðàñêè
ð¼áåð ìóëüòèãðàôà, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ äðåâåñíîé è ïîêðûâàþ-
ùåé.

Òåîðåìà 3. [1] Ïóñòü k ≥ 2 � öåëîå ÷èñëî, è G = (V,E) � ìóëüòèãðàô ñ
äðåâåñíîñòüþ γ(G) ≤ k, óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç óñëîâèé:

(1) G � äâóäîëüíûé è δ(G) ≥ k;
(2) k = 2 è δ(G) ≥ 3.
Òîãäà ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ïîêðûâàþùàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð G.

Òàêæå â [1] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ

Ãèïîòåçà 1. [1] Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ñ äðåâåñíîñòüþ γ(G) ≤ k è ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíüþ δ(G) ≥ k+1 ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ïîêðûâàþùàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð.

Â [1] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî îöåíêà íà ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü ãðàôà â ãèïîòåçå 1
ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé, ÷òî ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ k-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà G
ñ χ′(G) = k+1. Â íàñòîÿøåé ðàáîòå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû
1 è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé áîëåå îáùèé ôàêò:

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ìóëüòèãðàôà G ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ k-ðàñêðàñêà
åãî ð¼áåð (ò.å. γ(G) ≤ k) è ñóùåñòâóåò t-ïîêðûâàþùàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð G.
Òîãäà ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ t-ïîêðûâàþùàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð G.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåì 2 è 4 (ïðè t = 2) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû
1 à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà G ñ äðåâåñíîñòüþ γ(G) ≤
k è ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ δ(G) ≥ k ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ ïîêðûâàþùàÿ k-
ðàñêðàñêà ð¼áåð.

Ïðåäëîæåííîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 îñíîâàíî íà ïðåîáðàçîâàíèè
ïðîèçâîëüíîé k-ðàñêðàñêè ð¼áåð ìóëüòèãðàôà â åãî äðåâåñíóþ k-ðàñêðàñêó
ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîé ïåðåêðàñêè ð¼áåð. Íàçîâ¼ì ïåðåêðàñêó ðåáðà e = uv
èç öâåòà i â öâåò j öèêëîâîé ïåðåêðàñêîé, åñëè â ïîäãðàôå G < Ei > ðåáðî
e ïðèíàäëåæèò êàêîìó-ëèáî öèêëó. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå öèêëîâîé ïåðåêðàñ-
êè ðåáðà e âñå ìíîæåñòâà âåðøèí êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà G < Ei >
íå ìåíÿþòñÿ, à ìíîæåñòâà âåðøèí êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà G < Ej >
ëèáî íå ìåíÿþòñÿ (åñëè â ýòîì ïîäãðàôå âåðøèíû u è v ïðèíàäëåæàò îäíîé
êîìïîíåíòå), ëèáî äâà òàêèõ ïîäìíîæåñòâà (ñîäåðæàùèå âåðøèíû u è v ñî-
îòâåòñòâåííî) îáúåäèíÿþòñÿ â îäíî ïîäìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ìíîæåñòâà âåðøèí âñåõ êîìïîíåíò
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ñâÿçíîñòè âî âñåõ ïîäãðàôàõ G < Et > (t = 1, . . . , k) ìîãóò òîëüêî óâåëè÷è-
âàòüñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð ìóëüòèãðàôà G
ÿâëÿåòñÿ t-ïîêðûâàþùåé, òî è ïîëó÷åííàÿ â êîíöå k-ðàñêðàñêà ð¼áåð G òàêæå
ÿâëÿåòñÿ t-ïîêðûâàþùåé.

Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò î öèêëîâîé ïåðåêðàñêå ð¼áåð ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ ìóëüòèãðàôà G ñóùåñòâóåò äðåâåñíàÿ k-ðàñêðàñêà åãî
ð¼áåð (ò.å. γ(G) ≤ k). Òîãäà èç ëþáîé íà÷àëüíîé k-ðàñêðàñêè ð¼áåð G ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ìîæíî ïîëó÷èòü äðåâåñíóþ k-ðàñêðàñêó
ð¼áåð G.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò êàê òåîðåìà 1 (Íýø-Âèëüÿìñà), òàê è
òåîðåìà 4. Ïîñëåäíèé ôàêò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé k-
ðàñêðàñêè ð¼áåð G â òåîðåìå 5 âûáðàòü t-ïîêðûâàþùóþ ðàñêðàñêó, òî ñîãëàñíî
ñäåëàííîìó âûøå çàìå÷àíèþ, ýòà ðàñêðàñêà áóäåò ïðåîáðàçîâàíà â äðåâåñíóþ
t-ïîêðûâàþùóþ k-ðàñêðàñêó ð¼áåð G.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 è ãèïîòåçû 1 äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü òåîðåìó 5. Ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó ïîñâÿùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î öèêëîâîé ïåðåêðàñêå ð¼áåð

Ïóñòü ìóëüòèãðàô G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê òåîðåìå 5 ñ ìè-
íèìàëüíûì ÷èñëîì ð¼áåð |E| = m. Î÷åâèäíî, ÷òî m > 1. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíóþ íà÷àëüíóþ k-ðàñêðàñêó c0 : E → K = {1, 2, . . . , k} ð¼áåð G. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå ðåáðî e0 = ab ∈ E. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
c0(e0) = 1. Ðàññìîòðèì â G ïîäãðàô G′ = G−e0 ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíî-
æåñòâîì ð¼áåð E′ = E\{e0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c′0 îãðàíè÷åíèå k-ðàñêðàñêè c0 íà
ìíîæåñòâî ð¼áåð E′. Èç ìèíèìàëüíîñòè êîíòðïðèìåðà G ñëåäóåò, ÷òî ðàñêðàñ-
êà c′0 ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ïðåîáðàçîâàíà
â äðåâåñíóþ k-ðàñêðàñêó c′ ð¼áåð ïîäãðàôà G′. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå óêàçàííûå
ïåðåêðàñêè ÿâëÿþòñÿ òàêæå öèêëîâûìè ïåðåêðàñêàìè ð¼áåð ìóëüòèãðàôà G,
ãäå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ðàñêðàñêè âûáðàíà c0. Òàêèì îáðàçîì, ðàñêðàñêà c0 ñ
ïîìîøüþ óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ïðåîáðàçóåòñÿ
â òàêóþ k-ðàñêðàñêó c1 ð¼áåð G, ÷òî âñå ïîäãðàôû G < Ei > ïðè i = 2, . . . , k
ÿâëÿþòñÿ ëåñàìè, à ïîäãðàô G < E1 > ëèáî ÿâëÿåòñÿ ëåñîì, ëèáî ñîäåðæèò
åäèíñòâåííûé öèêë C0, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ðåáðî e0. Åñëè G < E1 > � ëåñ, òî
ðàñêðàñêà c1 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé äðåâåñíîé k-ðàñêðàñêîé ð¼áåð G.

Äîïóñòèì, ÷òî ïîäãðàô G < E1 > ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé öèêë C0 =
(V0, E0), ãäå e0 ∈ E0. Òîãäà ïðè ëþáîé öèêëîâîé ïåðåêðàñêå ïðîèçâîëüíîãî
ðåáðà e ∈ E0 â ëþáîé öâåò j ∈ {2, . . . , k} ïîäãðàô G < E1 > ñòàíîâèòñÿ ëåñîì,
à ïîäãðàô G < Ej > ëèáî îñòà¼òñÿ ëåñîì, ëèáî â í¼ì ïîÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûé
öèêë C, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ðåáðî e. Â ïåðâîì ñëó÷àå öèêëîâóþ ïåðåêðàñêó
ðåáðà e íàçîâ¼ì óñïåøíîé. ßñíî, ÷òî ïîñëå óñïåøíîé ïåðåêðàñêè îáðàçóåòñÿ
èñêîìàÿ äðåâåñíâÿ k-ðàñêðàñêà ð¼áåð G.

Äîïóñòèì, ÷òî ïåðåêðàñêà ðåáðà e â öâåò j íå ÿâëÿåòñÿ óñïåøíîé. Òîãäà
ïîäãðàô G < Ej > ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé öèêë C, à âñå äðóãèå ïîäãðàôû
G < Et > ïðè t ̸= j ÿâëÿþòñÿ ëåñàìè. Â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ìîæíî ïðîäîëæèòü, ïåðåêðàøèâàÿ ëþáîå ðåáîî e′ ∈ C â
ëþáîé öâåò t ̸= j. Åñëè ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåêðàñîê ìîæíî ïðîäîëæèòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò îíà îêàí÷èâàåòñÿ óñïåøíîé ïåðåêðàñêîé,
òî ïîëó÷àåì èñêîìóþ äðåâåñíóþ k-ðàñêðàñêó ð¼áåð G.
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Äîïóñòèì, ÷òî íèêàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ð¼áåð G,
íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ðàñêðàñêè c1, íå îêàí÷èâàåòñÿ óñïåøíîé ïåðåêðàñêîé. Òîãäà
äëÿ ëþáîé k-ðàñêðàñêè ð¼áåð G, ïîëó÷åííîé èç ðàñêðàñêè c1 ïóò¼ì ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ð¼áåð, â òî÷íîñòè îäèí ïîäãðàô G < Ei > ñîäåð-
æèò åäèíñòâåííûé öèêë C, à âñå äðóãèå ïîäãðàôûG < Et > ïðè t ̸= i ÿâëÿþòñÿ
ëåñàìè. Íàçîâ¼ì âåðøèíó v ∈ V C-äîñòèæèìîé, åñëè èç ðàñêðàñêè c1 ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ìîæíî ïîëó÷òü òàêóþ k-ðàñêðàñêó ð¼áåð
G, ÷òî âåðøèíà v ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîìó öèêëó C â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïîäãðàôå G < Ei >. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ C-äîñòèæèìûõ âåðøèí ìóëü-
òèãðàôà G ÷åðåç Z, à ïîðîæä¼ííûé èìè ïîäãðàô G[Z] � ÷åðåç H = (Z,EH).
Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k ïîëîæèì E′

j = Ej ∩ EH è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïîäãðàô Hj = H < E′

j >= (Z,E′
j) â H. Äëÿ ìíîæåñòâà ð¼áåð ìóëüòèãðàôà

H ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå EH = E′
1 ∪ E′

2 ∪ . . . ∪ E′
k.

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ äðåâåñíîé k-ðàñêðàñêè ð¼áåð G è èç òåîðåìû 1, ïðèìå-
í¼ííîé ê ìíîæåñòâó X = Z, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

k(|Z| − 1) ≥ |EH | = |E′
1|+ |E′

2|+ . . .+ |E′
k|. (1)

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ Z è E′
1 ñëåäóåò, ÷òî V0 ⊆ Z, E0 ⊆ E′

1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, öèêë C0 ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðàôå H1. Àíàëîãè÷íî, ïîñëå ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ðàñêðàñêè c1, âñå âåðøèíû
ïîëó÷åííîãî öèêëà C ïðèíàäëåæàò Z, à âñå åãî ð¼áðà � îäíîìó èç ïîäìíî-
æåñòâ E′

i, ãäå i ∈ {1, 2, . . . , k}. Ñëåäîâàòåëüíî, öèêë C ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðàôå
Hi.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, 2, . . . , k} ïîäãðàô Hj ÿâëÿåòñÿ íåñâÿç-
íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, 2, . . . , k ïîäãðàô Hj ñâÿçåí. Òîãäà
|E′

j | ≥ |Z| − 1 è |E′
1| ≥ |Z|, òàê êàê ïîäãðàô H1 ñîäåðæèò öèêë C0. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî |E′
1| + |E′

2| + . . . + |E′
k| > k(|Z| − 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1). Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò j ∈ {1, 2, . . . .k}, äëÿ êîòîðîãî ïîäãðàô Hj ÿâëÿåòñÿ
íåñâÿçíûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z1 ìíîæåñòâî âåðøèí êàêîé-ëèáî êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè â Hj . Ïîëîæèì Z2 = Z \ Z1. Òîãäà Z2 ̸= ∅ è â Hj (à çíà÷èò, è â Ej)
íåò ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû èç Z1 ñ âåðøèíàìè èç Z2.

Ñëó÷àé 1. Öèêë C0 ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó èç Z1 è õîòÿ áû îäíó
âåðøèíó èç Z2. Â ýòîì ñëó÷àå â C0 åñòü ðåáðî e = xy òàêîå, ÷òî x ∈ Z1, y ∈ Z2.
Ñëåäîâàòåëüíî, j ̸= 1. Äîêàæåì, ÷òî öèêëîâàÿ ïåðåêðàñêà ðåáðà e èç öâåòà 1 â
öâåò j ÿâëÿåòñÿ óñïåøíîé. Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëå óêàçàííîé ïåðåêðàñêè â ïîä-
ãðàôå G < Ej > îáðàçóåòñÿ öèêë C. Òîãäà e ∈ C. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
Z ñëåäóåò, ÷òî âñå âåðøèíû öèêëà C ïðèíàäëåæàò Z. Ïîýòîìó öèêë C ñîäåð-
æèòñÿ â ïîäãðàôå Hj . Òîãäà äî ïåðåêðàñêè ðåáðà e â öâåò j â ïîäãðàôå Hj

èìååòñÿ (x, y)-öåïü P = C − e, ãäå x ∈ Z1, y ∈ Z2. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëå-
íèþ ìíîæåñòâ Z1 è Z2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåêðàñêà ðåáðà e â öâåò j ÿâëÿåòñÿ
óñïåøíîé.

Ñëó÷àé 2. Âñå âåðøèíû öèêëà C0 ñîäåðæàòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ Z1 èëè Z2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V0 ⊆ Z1. Ñëó÷àé V0 ⊆ Z2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èç
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Z ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê ð¼áåð, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ðàñêðàñêè c1, ÷òî äëÿ ïîëó÷åí-
íîãî öèêëà C â ïîäãðàôå Hi êàêàÿ-òî åãî âåðøèíà z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
Z2. Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøóþ òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèêëîâûõ ïåðåêðàñîê.
Òîãäà ïðè ïîñëåäíåé èç ýòèõ ïåðåêðàñîê êàêîå-òî ðåáðî e′ = x′y′, ïðèíàäëåæà-
ùåå öèêëó C ′ â íåêîòîðîì ïîäãðàôå Ht, ïåðåêðàøèâàåòñÿ â öâåò i. Ïðè ýòîì
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âñå âåðøèíû öèêëà C ′ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Z1. Òàê êàê ïîñëå ïåðåêðàñêè
ðåáðà e′ = x′y′ â öâåò i ýòî ðåáðî ïðèíàäëåæèò öèêëó C â ïîäãðàôå Hi, òî öèêë
C ñîäåðæèò âåðøèíû x′, y′ ∈ Z1, à òàêæå âåðøèíó z ∈ Z2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
â öèêëå C èìååòñÿ òàêîå ðåáðî e = xy, ÷òî x ∈ Z1, y ∈ Z2. Ïîëó÷èëè ñèòó-
àöèþ, àíàëîãè÷íóþ ñëó÷àþ 1, ãäå âìåñòî öèêëà C0 ðàññìàòðèâàåòñÿ öèêë C.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî öèêëîâàÿ ïåðåêðàñêà ðåáðà e â öâåò
j ÿâëÿåòñÿ óñïåøíîé. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
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