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Abstract: We consider the equilibrium problem for a 2D elastic
body with two thin elastic inclusions with a junction at a point. It
is assumed that a crack exists between the inclusions and the body.
Inequality-type boundary conditions are imposed at the crack faces
to prevent mutual penetration. The problem depends on rigidity
parameter of one of the inclusions: we are talking about family
of problems. A weak convergence of solutions of the family of
problems in suitable functional spaces is proved. By this convergence,
we pass to the limit in the problems and establish the form of limit
problem. Strong convergence of solutions of family of problems is
also established. On its basis, the existence of a solution of the
optimal control problem is proved. The optimal control problem
is formulated in accordance with the Griffiths failure criterion, the
control parameter is the rigidity parameter of the inclusion.
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1 Введение

В современной индустрии широко распространено использование ком-
позиционных материалов, в том числе состоящих из связующей матрицы
и армирующих волокон. Востребованность композитов обусловлена, в
частности, их лучшими механическими характеристиками по сравнению
с традиционными материалами. Свойства материалов, из которых состо-
ит композит, могут существенно различаться. Это может стать причи-
ной возникновения трещины отслоения включения от упругой матрицы.
Современный подход к описанию трещин основывается на применении
нелинейных краевых условий, исключающих взаимное проникновение
их противоположных берегов. Задачи с условиями непроникания фор-
мулируются в области с заранее неизвестной границей (зоны контакта
и расхождения берегов трещины находятся в процессе решения задачи)
и в целом являются нелинейными. Последние десятилетия характери-
зуются активным изучением моделей, описывающих задачи равновесия
для упругих тел с тонкими включениями и трещинами с нелинейны-
ми краевыми условиями. В работах [1, 2, 3, 4, 5] рассмотрены задачи о
равновесии упругих тел с упругими включениями, поведение которых
описывается в рамках моделей балок Бернулли – Эйлера и Тимошенко;
исследованы разрешимость и свойства решений задач, получены форму-
лы для производных функционалов энергии по длине трещины. Статьи
[6, 7, 8] посвящены изучению задач равновесия упругих тел с жесткими
и слабоискревленными упругими включениями. Различные подходы к
описанию включений без отслоения можно найти в [9, 10, 11, 12, 13]. В
работах [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22] сформулированы задачи сопря-
жения тонких включений различной природы в упругих телах. В этих
работах предполагается, что включения могут контактировать в конце-
вых точках. Получены результаты, связанные с разрешимостью задач,
свойствами решений задач, численным анализом и другими вопросами.
В [23, 24, 25, 26] можно найти изучение задач о сопряжении стержней.

В данной работе рассматривается задача о равновесии двумерного
упругого тела с двумя тонкими упругими включениями при наличии
отслоения. Поведение тонких включений описывается в рамках моде-
лей балки Бернулли – Эйлера и балки Тимошенко. Предполагается, что
включения контактируют в точке. В работе [27] получен полный набор
краевых условий в точке сопряжения включений. Кроме того, установле-
но, что поставленная задача имеет решение, а также получены формули-
ровки задач, отвечающих предельным значениям параметра жесткости
включения Бернулли – Эйлера в изотропном случае. В настоящей работе
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получены результаты, связанные с предельным переходом в семействе
задач указанного выше типа, зависящих от параметра α, пропорцио-
нального модулю сдвига включения Тимошенко. В семействе задач с
помощью вариационного подхода осуществлен предельный переход при
стремлении α к бесконечности; получены вариационная и дифференци-
альная формулировки предельной задачи. Кроме того, доказана силь-
ная сходимость решений семейства задач равновесия, на основе которой
установлено существование решения задачи оптимального управления.
Указанная задача сформулирована в соответствии с критерием разру-
шения Гриффитса, и параметр α в ней является управляющим.

2 Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ R2 – ограниченная область с липшицевой границей Γ
(Рис. 1). Пусть γb = (−1, 0)× {0}, γt = (0, 1)× {0}; γ = γb ∪ γt ∪ {(0, 0)},
причем γ̄ ⊂ Ω, Ωγ = Ω\ γ̄. Через ν = (0, 1) обозначается нормаль единич-
ной длины к γ; τ = (1, 0) – касательный вектор. С помощью направления
ν определяется знак берега γ±: знаки ± соответствуют положительному
и отрицательному направлению нормали. Будет использовано обозначе-
ние [h] = h+−h− для скачка функции h на γ, где h± – следы функции h
на берегах γ±. Область Ωγ соответствует упругому телу, сегменты γb и γt
представляют собой упругие включения, поведение которых описывает-
ся уравнениями балок Бернулли – Эйлера и Тимошенко соответственно.
Предполагается, что включения отслаиваются на γ+, т.е. между вклю-
чениями и упругой матрицей имеется трещина.

x1

x
2

ν
+

-0 1-1  γ
b

 γ
t

 Ω
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Рис. 1. Геометрия задачи.

Пусть A = {aijkl} – тензор модулей упругости, обладающий свойства-
ми симметрии и положительной определенности:

aijkl = ajikl = aklij , i, j, k, l = 1, 2,

aijklξklξij ≥ C|ξ|2 для всех ξij , ξij = ξji; C = const > 0.
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Предполагается, что все величины с двумя нижними индексами симмет-
ричны по этим индексам, а также по повторяющимся индексам прово-
дится суммирование. Полагаем, что aijkl ∈ L∞(Ω).

Пусть u = (u1, u2) – смещения точек упругого тела, uν = uiνi, uτ = uiτi,
i = 1, 2. Через ε(u) = {εij(u)} будет обозначаться тензор деформаций,
εij(u) = 1

2(ui,j + uj,i), i, j = 1, 2. Нижний индекс после запятой означает
дифференцирование по соответствующей координате. Также вводится
обозначение σ = σ(u) = {σij(u)} для тензора напряжений. Кроме того,
σν = (σ1jνj , σ2jνj), σν = σijνjνi, στ = σijνjτi, i, j = 1, 2. Пусть w, v – пе-
ремещения включений γb и γt вдоль осей x1 и x2 соответственно. Через ϕ
обозначим угол поворота нормального сечения включения γt. Функции,
определенные на γb и γt, отождествляются с функциями одной перемен-
ной x1; w,1 = dw

dx1
, (x1, x2) ∈ Ω.

Задача равновесия для упругого тела с отслоившимися тонкими вклю-
чениями под действием заданных внешних сил f ∈ L2(Ω)2 в дифферен-
циальном виде формулируется следующим образом:
Найти такие функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, w, v и ϕ, что

− divσ = f, σ −Aε(u) = 0 в Ωγ , (1)

w,11 = σ−τ на γ, v,1111 = [σν ] на γb, (2)
− αv,11−αϕ,1 = [σν ], −ϕ,11 +αv,1 +αϕ = 0 на γt, (3)

u = 0 на Γ, u−τ = w, u−ν = v на γ, (4)
[uν ] ≥ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

ν [uν ] = 0 на γ, (5)
w,1 = v,111 = v,11 = 0 при x1 = −1, (6)
w,1 = v,1 +ϕ = ϕ,1 = 0 при x1 = 1, (7)

w(0−) = w(0+), v(0−) = v(0+), v,1 (0−) = −ϕ(0+), (8)
w,1 (0−) = w,1 (0+), −v,111 (0−) = (v,1 +ϕ)(0+), v,11 (0−) = −ϕ,1 (0+).

(9)
Соотношения в (1) – это уравнение равновесия и уравнение состояния
упругого тела. Уравнения в (2) и (3) описывают равновесие включений
Бернулли – Эйлера и Тимошенко. Последние два условия в (4) означа-
ют, что вертикальные (вдоль оси x2) и горизонтальные (вдоль оси x1)
перемещения упругого тела совпадают с соответствующими перемеще-
ниями включений γb и γt. Первое условие в (5) обеспечивает непроника-
ние противоположных берегов γ± трещины отслоения. Условия (6), (7)
означают равенство нулю продольных, поперечных сил и изгибающих
моментов в концах балок Бернулли – Эйлера (при x1 = −1) и Тимошен-
ко (при x1 = 1). Равенства (8), (9) – условия сопряжения включений в
точке (0, 0). Параметр α > 0 пропорционален модулю сдвига включения
Тимошенко.

В работе [27] рассмотрена близкая задача, описывающая сопряжение
упругих включений в упругом теле при наличии трещины вдоль включе-
ния Бернулли – Эйлера. В соответствии с результатами, полученными в
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[27], можно утверждать, что задача (1)-(9) эквивалентна на классе глад-
ких решений следующей вариационной задаче:

Найти такую (u,w, v, ϕ) ∈ K, что (10)∫
Ωγ

σ(u)ε(ū− u) +

∫
γ

w,1 (w̄,1−w,1 ) +

∫
γb

v,11 (v̄,11−v,11 )

+

∫
γt

ϕ,1 (ϕ̄,1−ϕ,1 ) + α

∫
γt

(v,1 +ϕ)(v̄,1 +ϕ̄− v,1−ϕ) ≥
∫

Ωγ

f(ū− u)

для всех (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ K, (11)

где множество допустимых перемещений имеет вид:

K = {(ū, w̄, v̄, ϕ̄)| ū ∈ H1
Γ(Ωγ)2, w̄ ∈ H1(γ), v̄ ∈ H1(γt), v̄ ∈ H2(γb),

ϕ̄ ∈ H1(γt); [ūν ] ≥ 0, ū−τ = w̄, ū−ν = v̄ на γ; v̄,1 (0−) = −ϕ̄(0+)},

H1
Γ(Ωγ) = {ũ ∈ H1(Ωγ)| ũ = 0 на Γ}.

Кроме того, существует решение задачи (10), (11) при α ∈ (0,∞). Нетруд-
но заметить, что решение единственно.

3 Предельный переход при α→∞
Рассмотрим семейство задач типа (10), (11), снабженных положитель-

ным параметром α:

найти такую (uα, wα, vα, ϕα) ∈ K, что (12)∫
Ωγ

σ(uα)ε(ū−uα)+

∫
γ

wα,1(w̄,1−wα,1)+

∫
γb

vα,11(v̄,11−vα,11)+

∫
γt

ϕα,1(ϕ̄,1−ϕα,1)

+ α

∫
γt

(vα,1 + ϕα)(v̄,1 + ϕ̄− vα,1 − ϕα) ≥
∫

Ωγ

f(ū− uα)

для всех (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ K. (13)

Нас интересует, возможно ли перейти к пределу в семействе задач при
α → ∞ и какой будет вид предельной задачи. С этой целью, покажем,
что справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Для подпоследовательности решений (uα, vα, wα, ϕα) семей-
ства задач (12), (13) имеют место сходимости при α→∞:

uα → u∞ слабо в H1
Γ(Ωγ)2, (14)

wα → w∞ слабо в H1(γb), v
α → v∞ слабо в H2(γb), (15)

wα → w∞ слабо в H1(γt), v
α → v∞ слабо в H1(γt), (16)

ϕα → ϕ∞ слабо в H1(γt). (17)



АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ 149

Доказательство. Выберем в качестве тестовой функции в неравенстве
(13) поочередно (ū, w̄, v̄, ϕ̄) = 2(uα, wα, vα, ϕα) и (ū, w̄, v̄, ϕ̄) = (0, 0, 0, 0).
Тогда из вариационного неравенства следует равенство∫

Ωγ

σ(uα)ε(uα) +

∫
γ

wα,1w
α
,1 +

∫
γb

vα,11v
α
,11 +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1 + α

∫
γt

(vα,1 + ϕα)2

=

∫
Ωγ

fuα. (18)

Обратимся к лемме [1, p. 4], в соответствии с которой

δ

∫
γt

(vα2 + wα2) +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1 +

∫
γt

wα,1w
α
,1 +

∫
γt

(vα,1 + ϕα)2

≥ c0‖(wα, vα, ϕα)‖2H1(γt)3 , (19)

где c0 = const, δ – положительный малый параметр, который выбирается
таким образом, чтобы была справедлива теорема о следе [28, гл. 3, § 5,
п. 1] и, как следствие, выполнялись неравенства:

1

4

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū)− δ
∫
γt

(vα2 + wα2) ≥ 0, (20)

1

4

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū)− δ
∫
γb

(vα2 + wα2) ≥ 0. (21)

Запишем равенство (18) в виде∫
Ωγ

σ(uα)ε(uα) +

∫
γ

wα,1w
α
,1 +

∫
γb

vα,11v
α
,11 +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1 + α

∫
γt

(vα,1 + ϕα)2

± δ
∫
γt

(vα2 + wα2)± δ
∫
γb

(vα2 + wα2) =

∫
Ωγ

fuα.

Тогда, применяя здесь неравенство Коши – Буняковского для правой ча-
сти равенства, первое неравенство Корна [29, гл. 1, § 1, п. 3], неравенства
(19)-(21), можно получить оценки, равномерные по α ≥ α0 > 0:

‖uα‖H1
Γ(Ωγ)2 ≤ c, ‖wα‖H1(γb) ≤ c, ‖v

α‖H2(γb) ≤ c, (22)

‖(wα, vα, ϕα)‖H1(γt)3 ≤ c, (23)

где c – постоянная, не зависящая от решения (uα, wα, vα, ϕα) и парамет-
ра α. Следствием полученных оценок является выполнение сходимостей
(14)-(17). �
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Стоит отметить, что помимо оценок (22) и (23) из (18) следует нера-
венство

α

∫
γt

(vα,1 + ϕα)2 ≤ c. (24)

В силу (24) для предельных функций в (16) и (17), справедливо ра-
венство ∫

γt

(v∞,1 + ϕ∞)2 = 0,

из которого следует, что

v∞,1 + ϕ∞ = 0 на γt, т.е. v∞(x1) = c∞ −
x1∫

0

ϕ∞, c∞ = const. (25)

Чтобы осуществить переход к пределу в (12), (13) при α → ∞, рас-
смотрим множество

K∞ = {(ū, w̄, v̄, ϕ̄)| ū ∈ H1
Γ(Ωγ)2, w̄ ∈ H1(γ), v̄ ∈ H2(γb), ϕ̄ ∈ H1(γt);

[ūν ] ≥ 0, ū−τ = w̄ на γ, ū−ν = v̄ на γb,

ū−ν (x1) = c̄∞ −
x1∫

0

ϕ̄ на γt, c̄∞ ∈ R; v̄,1(0−) = −ϕ̄(0+)}.

Пусть (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ K∞. Тогда (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ K при v̄(x1) = c̄∞ −
x1∫
0

ϕ̄ на

γt. Выбрав тестовую функцию в (13) такого вида, перейдем к нижнему
пределу в (12), (13) при α → ∞ на основе сходимостей в лемме 1. В
результате получим задачу:

найти такую (u∞, w∞, v∞, ϕ∞) ∈ K∞, что (26)∫
Ωγ

σ(u∞)ε(ū− u∞) +

∫
γ

w∞,1 (w̄,1 − w∞,1 )

+

∫
γb

v∞,11(v̄,11 − v∞,11) +

∫
γt

ϕ∞,1 (ϕ̄,1 − ϕ∞,1 ) ≥
∫

Ωγ

f(ū− u∞)

для всех (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ K∞. (27)

Несложно заметить, что решение задачи (26), (27) единственно. Это
означает, что сходимости (14)-(17) справедливы для всей последователь-
ности решений (uα, wα, vα, ϕα).

Получим дифференциальную постановку задачи (26), (27). Предполо-
жим, что решение задачи (26), (27) более гладкое. Рассмотрим сначала
функцию ξ ∈ C∞0 (Ωγ)2. Выбирая в (27) в качестве тестовой поочеред-
но функции (ū, w̄, v̄, ϕ̄) = (u∞, v∞, w∞, ϕ∞) + (ξ, 0, 0, 0) и (ū, w̄, v̄, ϕ̄) =
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(u∞, v∞, w∞, ϕ∞)− (ξ, 0, 0, 0), получим равенство, из которого в резуль-
тате интегрирования по частям следует, что уравнение равновесия

− divσ = f в Ωγ

выполнено в смысле распределений.
Соотношения для компонент вектора напряжений на трещине отсло-

ения
σ+
τ = 0, σ+

ν ≤ 0, σ+
ν [u∞ν ] = 0 на γ (28)

можно получить обычным для задач с условием непроникания способом,
см. [1], [2].

Пусть в (27) пробная функция поочередно имеет вид (ū, w̄, v̄, ϕ̄) =
(u∞, w∞, v∞, ϕ∞)+(ũ, w̃, ṽ, ϕ̃) и (ū, w̄, v̄, ϕ̄) = (u∞, w∞, v∞, ϕ∞)−(ũ, w̃, ṽ, ϕ̃),
причем [ũν ] = 0 на γ, (ũ, w̃, ṽ, ϕ̃) ∈ K∞. Тогда из (27) следует уравнение∫

Ωγ

σ(u∞)ε(ũ) +

∫
γ

w∞,1 w̃,1 +

∫
γb

v∞,11ṽ,11 +

∫
γt

ϕ∞,1 ϕ̃,1 =

∫
Ωγ

fũ.

Интегрируя здесь по частям, получим равенство

−
∫
γ

[σν · ũ] +

∫
γb

v∞,1111ṽ −
∫
γb

w∞,11w̃ −
∫
γt

w∞,11w̃ −
∫
γt

ϕ∞,11ϕ̃

+ v∞,11ṽ,1|0−1 − v∞,111ṽ|0−1 + w∞,1 w̃|0−1 + w∞,1 w̃|10 + ϕ∞,1 ϕ̃|10 = 0,

которое с учетом первого условия в (28) примет вид

−
∫
γb

[σν ]ũν +

∫
γb

σ−τ ũ
−
τ −

∫
γt

[σν ]ũν +

∫
γt

σ−τ ũ
−
τ

+

∫
γb

v∞,1111ṽ −
∫
γb

w∞,11w̃ −
∫
γt

w∞,11w̃ −
∫
γt

ϕ∞,11ϕ̃

+ v∞,11ṽ,1|0−1 − v∞,111ṽ|0−1 + w∞,1 w̃|0−1 + w∞,1 w̃|10 + ϕ∞,1 ϕ̃|10 = 0. (29)

В силу произвольности соответствующих тестовых функций получим
уравнения, описывающие равновесие включений γb и γt:

v∞,1111 = [σν ] на γb, w
∞
,11 = σ−τ на γ.

Кроме того, справедливы равенства

v∞,111 = v∞,11 = w∞,1 = 0 при x = −1,

w∞,1 = ϕ∞,1 = 0 при x = 1,

w∞,1 (0−) = w∞,1 (0+), v∞,11(0−) = −ϕ∞,1 (0+).

Таким образом, в (29) остается равенство

−
∫
γt

[σν ]

c̃∞ − x1∫
0

ϕ̃

− ∫
γt

ϕ∞,11ϕ̃− v∞,111(0−)ṽ(0−) = 0.
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Поскольку ṽ(0−) = c̃∞, из последнего равенства следует, что∫
γt

[σν ] + v∞,111(0−) = 0,

∫
γt

[σν ]

x1∫
0

ϕ̃−
∫
γt

ϕ∞,11ϕ̃ = 0 для всех ϕ̃ ∈ H1(γt).

Итак, дифференциальная постановка задачи (26), (27) заключается
в следующем. Требуется найти такие функции u∞ = (u∞1 , u

∞
2 ), σ =

{σij(u∞)}, i, j = 1, 2, w∞, v∞, ϕ∞ и c∞ ∈ R, что

− divσ = f, σ −Aε(u∞) = 0 в Ωγ , (30)

v∞,1111 = [σν ] на γb, w
∞
,11 = σ−τ на γ, (31)

u∞ = 0 на Γ, u∞−ν = v∞ на γb, u
∞−
τ = w∞ на γ, (32)

u∞−ν (x1) = c∞ −
x1∫

0

ϕ∞ на γt, (33)

[u∞ν ] ≥ 0, σ+
τ = 0, σ+

ν ≤ 0, σ+
ν [u∞ν ] = 0 на γ, (34)

w∞,1 = v∞,111 = v∞,11 = 0 при x = −1, (35)

ϕ∞,1 = w∞,1 = 0 при x = 1, (36)

w∞(0−) = w∞(0+), v∞(0−) = v∞(0+), v∞,1 (0−) = −ϕ∞(0+), (37)

w∞,1 (0−) = w∞,1 (0+), v∞,11(0−) = −ϕ∞,1 (0+), (38)∫
γt

[σν ]− v∞,111(0−) = 0, (39)

∫
γt

[σν ]

x1∫
0

ϕ̃+

∫
γt

ϕ∞,11ϕ̃ = 0 для всех ϕ̃ ∈ H1(γt). (40)

Покажем теперь, что из дифференциальной формулировки задачи
(30)-(40) следует вариационная постановка (26), (27). Таким образом
будет установлено, что формулировки (30)-(40) и (26), (27) являются
эквивалентными на классе достаточно гладких решений.

Пусть (ū, w̄, v̄, ϕ̄) – функция из множества K∞. На основе уравнений
(30), (31), (39) и (40) можно получить равенство∫

Ωγ

(−divσ−f)(ū−u∞)+

∫
γb

(
v∞,1111 − [σν ]

)
(v̄−v∞)−

∫
γ

(
w∞,11 − σ−τ

)
(w̄−w∞)

−

∫
γt

(
[σν ] + v∞,111(0−)

) (c̄∞−c∞)+

∫
γt

[σν ]

x1∫
0

(ϕ̄−ϕ∞)−
∫
γt

ϕ∞,11(ϕ̄−ϕ∞) = 0,
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которое после интегрирования по частям примет вид∫
Ωγ

σ(u∞)ε(ū− u∞) +

∫
γ

[σν(ū− u∞)] +

∫
γb

v∞,11(v̄ − v∞,11)

+ v∞,111(v̄ − v∞)|0−1 − v∞,11(v̄,1 − v∞,1 )|0−1 −
∫
γb

[σν ](v̄ − v∞)

+

∫
γ

w∞,1 (w̄,1 − w∞,1 )− w∞,1 (w̄ − w∞)|10 − w∞,1 (w̄ − w∞)|0−1

+

∫
γ

σ−τ (w̄ − w∞)−
∫
γt

[σν ]

c̃∞ − x1∫
0

ϕ̃− (c∞ −
x1∫

0

ϕ∞)


− v∞,111(0−)(c̄− c∞) +

∫
γt

ϕ∞,1 (ϕ̄,1 −ϕ∞,1 )−ϕ∞,1 (ϕ̄−ϕ∞)|10 =

∫
Ωγ

f(ū− u∞).

Далее, применяя к последнему равенству условия (32)-(38), получим∫
Ωγ

σ(u∞)ε(ū− u∞) +

∫
γb

v∞,11(v̄ − v∞,11) +

∫
γ

w∞,1 (w̄,1 − w∞,1 )

+

∫
γt

ϕ∞,1 (ϕ̄,1 − ϕ∞,1 ) +

∫
γ

σ+
ν [ūν ] =

∫
Ωγ

f(ū− u∞). (41)

В силу первого и третьего условий в (34), последнее слагаемое в левой
части (41) неположительное. Таким образом, вариационное неравенство∫

Ωγ

σ(u∞)ε(ū− u∞) +

∫
γb

v∞,11(v̄ − v∞,11)

+

∫
γ

w∞,1 (w̄,1 − w∞,1 ) +

∫
γt

ϕ∞,1 (ϕ̄,1 − ϕ∞,1 ) ≥
∫

Ωγ

f(ū− u∞)

следует из задачи (30)-(40). Кроме того, решение задачи (30)-(40) содер-
жится в множестве K∞. Формулировки задачи равновесия (30)-(40) и
(26), (27) эквивалентны на классе достаточно гладких решений.

Замечание. Можно привести другую дифференциальную формули-
ровку предельной задачи. Учитывая соотношения для предельных функ-
ций (25), которые также справедливы для функций множества K∞, и
основываясь на условиях (39), (40), можно записать равенство∫

γt

[σν ](c̄∞ − v̄)−
∫
γt

v∞,111v̄,1 − c̄∞
∫
γt

[σν ]− v∞,111(0−)

 = 0.
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Интегрируя здесь по частям, получим, что

v∞,1111 = [σν ] на γt, v
∞
,111(0−) = v∞,111(0+), v∞,111 = 0 при x = 1.

Тогда дифференциальная постановка задачи примет следующий вид.
Требуется найти такие функции u∞ = (u∞1 , u

∞
2 ), σ = {σij(u∞)}, i, j =

1, 2, w∞, v∞, что

− divσ = f, σ −Aε(u∞) = 0 в Ωγ ,

v∞,1111 = [σν ] на γ, w∞,11 = σ−τ на γ,

u∞ = 0 на Γ, u∞−ν = v∞ на γ, u∞−τ = w∞ на γ,

[u∞ν ] ≥ 0, σ+
τ = 0, σ+

ν ≤ 0, σ+
ν [u∞ν ] = 0 на γ,

w∞,1 = v∞,111 = v∞,11 = 0 при x = −1,

w∞,1 = v∞,111 = v∞,11 = 0 при x = 1,

w∞(0−) = w∞(0+), v∞(0−) = v∞(0+), v∞,1 (0−) = v∞,1 (0+),

w∞,1 (0−) = w∞,1 (0+), v∞,11(0−) = v∞,11(0+), v∞,111(0−) = v∞,111(0+).

Формулировка задачи в таком виде более наглядна: предельная зада-
ча является задачей сопряжения двух включений Бернулли – Эйлера в
упругом теле с трещиной.

4 Сильная сходимость решений при α→∞
В предыдущем пункте была получена слабая сходимость решений се-

мейства задач (12), (13) при α → ∞. Оказывается, можно установить
сильную сходимость последовательностей решений. Покажем, что спра-
ведлива следующая теорема.

Теорема 1. Для последовательности решений (uα, wα, vα, ϕα) семей-
ства задач (12), (13) имеют место сходимости при α→∞:

uα → u∞ сильно в H1
Γ(Ωγ)2, (42)

wα → w∞ сильно в H1(γb), v
α → v∞ сильно в H2(γb), (43)

wα → w∞ сильно в H1(γt), v
α → v∞ сильно в H1(γt), (44)

ϕα → ϕ∞ сильно в H1(γt). (45)

Доказательство. Рассмотрим сначала пространство

H = {(ū, w̄, v̄, ϕ̄)| ū ∈ H1
Γ(Ωγ)2, w̄ ∈ H1(γ), v̄ ∈ H1(γt), v̄ ∈ H2(γb),

ϕ̄ ∈ H1(γt); ū
−
τ = w̄, ū−ν = v̄ на γ}.

Покажем, что∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū) +

∫
γ

w̄,1w̄,1 +

∫
γb

v̄,11v̄,11 +

∫
γt

ϕ̄,1ϕ̄,1 +

∫
γt

(v̄,1 + ϕ̄)2 (46)
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является квадратом нормы функции (ū, w̄, v̄, ϕ̄) в пространстве H. Рас-
смотрим норму в пространстве H, определяемую следующим образом:

‖(ū, w̄, v̄, ϕ̄)‖2H
= ‖ū‖2H1

Γ
(Ωγ)2 + ‖w̄‖2H1(γ) + ‖v̄‖2H2(γb)

+ ‖v̄‖2H1(γt)
+ ‖ϕ̄‖2H1(γt)

.

По первому неравенству Корна и неравенствам (19), (20) имеем оценку
снизу:

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū) +

∫
γ

w̄,1w̄,1 +

∫
γb

v̄,11v̄,11 +

∫
γt

ϕ̄,1ϕ̄,1 +

∫
γt

(v̄,1 + ϕ̄)2

=

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū) +

∫
γb

w̄,1w̄,1 +

∫
γb

v̄,11v̄,11 +

∫
γt

w̄,1w̄,1 +

∫
γt

ϕ̄,1ϕ̄,1 +

∫
γt

(v̄,1 + ϕ̄)2

± δ
∫
γb

(w̄2 + v̄2)± δ
∫
γt

(w̄2 + v̄2)

≥ c̄
(
‖ū‖2H1

Γ
(Ωγ)2 + ‖w̄‖2H1(γ) + ‖v̄‖2H2(γb)

+ ‖v̄‖2H1(γt)
+ ‖ϕ̄‖2H1(γt)

)
, (47)

где δ – малый параметр, c̄ – постоянная. Нетрудно заметить, что нера-
венство выполняется в обратную сторону, а именно

∫
Ωγ

σ(ū)ε(ū) +

∫
γ

w̄,1w̄,1 +

∫
γb

v̄,11v̄,11 +

∫
γt

ϕ̄,1ϕ̄,1 +

∫
γt

(v̄,1 + ϕ̄)2

≤ C̄
(
‖ū‖2H1

Γ
(Ωγ)2 + ‖w̄‖2H1(γ) + ‖v̄‖2H2(γb)

+ ‖v̄‖2H1(γt)
+ ‖ϕ̄‖2H1(γt)

)
, (48)

где C̄ – постоянная. Тогда в силу (47) и (48) выражение (46) определяет
квадрат нормы в пространстве H.

Теперь перейдем к доказательству утверждения теоремы. Поскольку
выполняется равенство (18), можно утверждать, что верно неравенство∫

Ωγ

σ(uα)ε(uα) +

∫
γ

wα,1w
α
,1 +

∫
γb

vα,11v
α
,11 +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1 ≤

∫
Ωγ

fuα. (49)

Из вариационного неравенства (27) следует равенство∫
Ωγ

σ(u∞)ε(u∞) +

∫
γ

w∞,1 w
∞
,1 +

∫
γb

v∞,11v
∞
,11 +

∫
γt

ϕ∞,1 ϕ
∞
,1 =

∫
Ωγ

fu∞.
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Перейдем к верхнему пределу в неравенстве (49) и получим цепочку
соотношений:

lim sup
α→∞


∫

Ωγ

σ(uα)ε(uα) +

∫
γ

wα,1w
α
,1 +

∫
γb

vα,11v
α
,11 +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1


≤ lim sup

α→∞

∫
Ωγ

fuα =

∫
Ωγ

fu∞

=

∫
Ωγ

σ(u∞)ε(u∞) +

∫
γ

w∞,1 w
∞
,1 +

∫
γb

v∞,11v
∞
,11 +

∫
γt

ϕ∞,1 ϕ
∞
,1 . (50)

В то же время, слагаемые в левой части (49) являются слабо полунепре-
рывными снизу, поэтому

lim inf
α→∞


∫

Ωγ

σ(uα)ε(uα) +

∫
γ

wα,1w
α
,1 +

∫
γb

vα,11v
α
,11 +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1


≥
∫

Ωγ

σ(u∞)ε(u∞) +

∫
γ

w∞,1 w
∞
,1 +

∫
γb

v∞,11v
∞
,11 +

∫
γt

ϕ∞,1 ϕ
∞
,1 . (51)

Далее, из неравенства (24) можно получить, что

lim
α→∞

∫
γt

(vα,1 + ϕα)2 = 0 =

∫
γt

(v∞,1 + ϕ∞)2. (52)

Таким образом, в силу (50), (51) и (52) выполняется предельное соот-
ношение

lim
α→∞


∫

Ωγ

σ(uα)ε(uα) +

∫
γ

wα,1w
α
,1 +

∫
γb

vα,11v
α
,11 +

∫
γt

ϕα,1ϕ
α
,1 +

∫
γt

(vα,1 + ϕα)2


=

∫
Ωγ

σ(u∞)ε(u∞) +

∫
γ

w∞,1 w
∞
,1 +

∫
γb

v∞,11v
∞
,11 +

∫
γt

ϕ∞,1 ϕ
∞
,1 +

∫
γt

(v∞,1 + ϕ∞)2,

из которого следует сходимость норм. Из слабой сходимости (14)-(17) и
сходимости норм следуют сильные сходимости (42)-(45) при α→∞. �

5 Задача оптимального управления

Рассмотрим задачу оптимального управления, которая формулирует-
ся в соответствии с критерием разрушения Гриффитса. Согласно кри-
терию трещина в упругом начнет развиваться, когда производная функ-
ционала энергии по длине трещины достигнет критического значения κ
(заданный параметр, определяемый свойствами материала). Параметр
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α в задаче будет управляющим. В этом пункте предполагается, что
aijkl ∈ C1

loc(R), f ∈ C1(Ω)2.
При рассматриваемой геометрии задачи, то есть когда трещина в упру-

гом теле расположена вдоль γ, производную функционала энергии по
длине трещины получить не удается. Это связано с техническими труд-
ностями при выводе формулы производной. Предположим, что трещине
отслоения в упругом теле соответствует сегмент γc = (−1, 1 + a) × {0},
a > 0. Обозначим Ωγc = Ω \ γ̄c. В этом случае вариационная задача,
справедливая для каждого α ∈ (0,∞), примет вид:

найти такую (uαc , w
α
c , v

α
c , ϕ

α
c ) ∈ Kc, что (53)

∫
Ωγc

σ(uαc )ε(ū− uαc ) +

∫
γ

wαc,1(w̄,1−wαc,1) +

∫
γb

vαc,11(v̄,11 − vαc,11)

+

∫
γt

ϕαc,1(ϕ̄,1 − ϕαc,1) + α

∫
γt

(vαc,1 + ϕαc )(v̄,1 + ϕ̄− vαc,1 − ϕαc ) ≥
∫

Ωγc

f(ū− uαc )

для всех (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ Kc, (54)

где множество допустимых перемещений имеет вид:

Kc = {(ū, w̄, v̄, ϕ̄)| ū ∈ H1
Γ(Ωγc)

2, w̄ ∈ H1(γ), v̄ ∈ H1(γt), v̄ ∈ H2(γb),

ϕ̄ ∈ H1(γt); [ūν ] ≥ 0 на γc, ū−τ = w̄, ū−ν = v̄ на γ; v̄,1 (0−) = −ϕ̄(0+)}.

Задача (53), (54) имеет единственное решение. Аналогично тому, как
были получены сходимости (42)-(45), для последовательности решений
(uαc , w

α
c , v

α
c , ϕ

α
c ) семейства задач (53), (54) при α→∞ можно получить,

в частности, сходимость

uαc → u∞c сильно в H1
Γ(Ωγc)

2, (55)

причем (u∞c , w
∞
c , v

∞
c , ϕ

∞
c ) ∈ K∞c – решение вариационного неравенства

∫
Ωγc

σ(u∞c )ε(ū− u∞c ) +

∫
γ

w∞c,1(w̄,1 − w∞c,1) +

∫
γb

v∞c,11(v̄,11 − v∞c,11)

+

∫
γt

ϕ∞c,1(ϕ̄,1 − ϕ∞c,1) ≥
∫

Ωγc

f(ū− u∞c )

для всех (ū, w̄, v̄, ϕ̄) ∈ K∞c , (56)
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где множество K∞c определяется следующим образом:

K∞c = {(ū, w̄, v̄, ϕ̄)| ū ∈ H1
Γ(Ωγc)

2, w̄ ∈ H1(γ), v̄ ∈ H2(γb), ϕ̄ ∈ H1(γt);

[ūν ] ≥ 0 на γc, ū−τ = w̄ на γ, ū−ν = v̄ на γb,

ū−ν (x1) = c̄∞ −
x1∫

0

ϕ̄ на γt, c̄∞ ∈ R; v̄,1(0−) = −ϕ̄(0+)}.

Рассмотрим формулу производной функционала энергии по длине
трещины [29, гл. 3, § 1, п. 1]:

G(α) =
1

2

∫
Ωγc

{div(V aijkl)εkl(u
α
c )εij(u

α
c )− 2σij(u

α
c )Eij(V ;uαc )}

−
∫

Ωγc

div(V fi)u
α
ci.

Здесь Eij(U ;u) = (ui,kUk,i + uj,kUk,j)/2, V = (V1(x), 0). Функция V1 –
это гладкая срезающая функция с носителем вблизи вершины трещи-
ны (1 + a, 0), который не содержит точку (1, 0), причем V1 = 1 в ма-
лой окрестности точки (1+a, 0). Формула производной справедлива при
α ∈ [α0,∞], α0 > 0, поскольку имеет локальный характер и не зависит
явно от функций wαc , vαc , ϕαc .

Теорема 2. Задача оптимального управления

sup
α∈[α0,∞]

G(α)

имеет решение.

Доказательство. Пусть αn ∈ [α0,∞] – максимизирующая последова-
тельность. Существует сходящаяся подпоследовательность последова-
тельности αn, элементы которой обозначим так же через αn; αn → α∗,
α∗ ∈ [α0,∞]. При α∗ = ∞, основываясь на сходимости (55), можно по-
лучить следующие предельные соотношения:

sup
α∈[α0,∞]

G(α) = lim
αn→∞

G(αn) = G(∞) ≤ sup
α∈[α0,∞]

G(α).

Рассмотрим случай, когда α∗ = α′, α′ ∈ [α0,∞). Таким же способом,
как и при α→∞, можно установить сходимость для последовательно-
сти решений (uαc , w

α
c , v

α
c , ϕ

α
c ) семейства задач (53), (54) при α→ α′, в

частности,
uαc → uα

′
c сильно в H1

Γ(Ωγc)
2,

где (uα
′
c , w

α′
c , v

α′
c , ϕ

α′
c ) – решение задачи (53), (54) при α = α′. На основе

этой сходимости можно получить цепочку соотношений

sup
α∈[α0,∞]

G(α) = lim
αn→α′

G(αn) = G(α′) ≤ sup
α∈[α0,∞]

G(α).
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Таким образом, теорема доказана. �
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