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Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Ïÿòêèíûì

Abstract:We prove that the number of partitions of the hypercu-
be Zn

q into qm subcubes of dimension n − m each for �xed q, m

and growing n is asymptotically equal to n(qm−1)/(q−1).
For the proof, we introduce the operation of the bang of a star

matrix and demonstrate that any star matrix, except for a fractal,
is expandable under some bang, whereas a fractal remains to be a
fractal under any bang.

Keywords: combinatorics, enumeration, asymptotics, partition,
partition of hypercube, subcube, star pattern, star matrix, fractal
matrix, associative block design, SAT, k-SAT.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü q,m, n � öåëûå ÷èñëà, q ≥ 2, n ≥ m ≥ 0. Ïîäêóáîì ðàçìåðíî-
ñòè n−m â Zn

q íàçûâàåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî íàáîðîâ Zn
q , ó êîòîðîãî

Tarannikov, Yu.V., On the number of partitions of the hypercube Zn
q into

large subcubes.
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íåêîòîðûå m êîìïîíåíò ôèêñèðîâàíû, à êàæäàÿ èç îñòàëüíûõ n − m
êîìïîíåíò ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èç Zq.
Ïðè ðàçáèåíèè íà ïîäêóáû êàæäûé íàáîð èç Zn

q äîëæåí ïîïàñòü ðîâíî
â îäèí ïîäêóá. Ðàçáèåíèå íà ïîäêóáû íàçûâàåòñÿ Aãèåâè÷-ïðèìèòèâ-
íûì, èëè ïðîñòî À-ïðèìèòèâíûì1, åñëè êàæäàÿ êîìïîíåíòà çàôèêñè-
ðîâàíà õîòÿ áû â îäíîì èç ïîäêóáîâ ðàçáèåíèÿ.
Íàèáîëåå èçâåñòíà çàäà÷à î ðàçáèåíèè íà ïîäêóáû ìàëîé ðàçìåðíî-

ñòè. Òàê, åñëè âñå ïîäêóáû ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà èìåþò ðàçìåðíîñòü
1, òî ýòè ïîäêóáû ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè, à ðàçáèåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîâåð-
øåííûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè, è çàäà÷à îá èõ ÷èñëå õîðîøî èçâåñòíà. Â [1]
ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ðàçáèåíèÿ áóëåâà êóáà íà ïîäêóáû, ïðåèìóùå-
ñòâåííî ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé, êîòîðûå â òîì ÷èñëå ìîãóò áûòü ðàçíûìè
â ñîñòàâå îäíîãî ðàçáèåíèÿ.
Ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû (íå îáÿçàòåëüíî îäíîé ðàçìåðíîñòè) ñ äîïîëíè-

òåëüíûì óñëîâèåì íåïðèâîäèìîñòè èññëåäóþòñÿ â ñòàòüå [2] ìîòèâàöèåé
êîòîðîé ñòàëî òî, ÷òî ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû â äâîè÷íîì ñëó÷àå ñîîòâåò-
ñòâóþò íåâûïîëíèìûì áóëåâûì ÊÍÔ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Çàìåòèì, ÷òî
ðàññìàòðèâàþùèåñÿ â íàøåé ñòàòüå ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû êîðàçìåðíî-
ñòè íå áîëåå k, ãäå k � êîíñòàíòà, â óïîìÿíóòîì êîíòåêñòå ñîîòâåòñòâóþò
íåâûïîëíèìûì ÊÍÔ ñïåöèàëüíîãî âèäà èç çàäà÷è k-SAT.
Ðàçáèåíèÿì íà îäíîìåðíûå ïîäêóáû â íå îáÿçàòåëüíî äâîè÷íîì ñëó-

÷àå ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Ðàçáèåíèå íà ïîäêóáû îäèíàêîâîé ðàçìåðíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì A(n, q, w, t)-äèçàéíîâ, âûðàæåíèå ÷èñëà
êîòîðûõ ÷åðåç ìíîãîìåðíûå ïåðìàíåíòû ðàññìàòðèâàëîñü â [4].
Ãëàâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â [5] áûëè ðàçáèåíèÿ íà àôôèííûå ïîä-

ïðîñòðàíñòâà, à äëÿ ðàçáèåíèé íà ïîäêóáû, ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì ðàçáèåíèé íà àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, äîêàçàíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ, îðèåíòèðîâàííûå íà ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû îäèíàêîâîé
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà 1. [5] Ïóñòü q ≥ 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå N , òàêîå ÷òî ïðè n > N íå ñóùåñòâóåò À-
ïðèìèòèâíûõ ðàçáèåíèé Zn

q íà qm ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè n−m.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• N coord
q (m) � íàèìåíüøåå N èç òåîðåìû 1;

• ccoordq (n,m) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé Zn
q

íà qm ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè n−m;

1Àãèåâè÷ â [6] ââåë äëÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ (â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ íà àôôèí-
íûå ïîäïðîñòðàíñòâà) òåðìèí ¾ïðèìèòèâíûé¿, îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ýòîãî òåðìèíà
íåáåññïîðíî, ïîñêîëüêó îí õàðàêòåðèçóåò ñêîðåå íåêîòîðóþ íåâûðîæäåííîñòü ðàç-
áèåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîäîáíîãî ðîäà íåâûðîæäåííîñòü ðàçáèåíèÿ ìîæíî îïðåäåëÿòü
ðàçíûìè ñïîñîáàìè, à ñëîâî ¾ïðèìèòèâíûé¿ â ìàòåìàòèêå âîîáùå ïåðåãðóæåíî. Â
òî æå âðåìÿ äàâàòü äðóãîé òåðìèí òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíûì, ïîýòîìó â
[5] áûëî ïðåäëîæåíî íàçûâàòü òàêîå ðàçáèåíèå ïðèìèòèâíûì ïî Àãèåâè÷ó èëè À-

ïðèìèòèâíûì. Çàìåòèì, ÷òî â [2] àâòîðû èñïîëüçîâàëè äëÿ ýòîãî æå ïîíÿòèÿ òåðìèí
¾tight¿, êîòîðûé òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì ¾òî÷íûì¿.
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• ccoord∗q (n,m) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ À-ïðèìèòèâ-
íûõ ðàçáèåíèé Zn

q íà qm ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè n−m.

Òåîðåìà 2. [5] Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ccoordq (n,m) =

Ncoord
q (m)∑
h=m

(
n

h

)
ccoord∗q (h,m). (1)

Òåîðåìà 3. [5] Ïóñòü q è m ôèêñèðîâàíû, n → ∞. Òîãäà èìååò ìåñòî
àñèìïòîòèêà

ccoordq (n,m) ∼ C ′nNcoord
q (m),

ãäå C ′ =
ccoord∗q (Ncoord

q (m),m)

Ncoord
q (m)!

.

Òàêæå â [5] ïîëó÷åíû îöåíêè qm−1
q−1 ≤ N coord

q (m) ≤ m · qm−1 è óñòàíîâ-

ëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ N coord
q (2) = q + 1.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
6, ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî 2 êîòîðîé áóäåò ïîëó÷åíî â êîíöå ðàáîòû ïî-
ñëå ââåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïîíÿòèé è äîêàçàòåëüñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü q,m � ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, q > 1.
Òîãäà ïðè n → ∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

ccoordq (n,m) ∼ n
qm−1
q−1 . (2)

2 Çâåçäíûå ìàòðèöû ðàçáèåíèé è èõ ñâîéñòâà

Çâåçäíûì ïàòòåðíîì ïîäêóáà ãèïåðêóáà Zn
q íàçûâàåòñÿ íàáîð äëè-

íû n íàä Zq ∪ {∗}, ãäå ýëåìåíòû Zq ñîîòâåòñòâóþò çàôèêñèðîâàííûì
êîìïîíåíòàì, â òî âðåìÿ êàê ∗ ñîîòâåòñòâóåò ¾ñâîáîäíîé¿ êîìïîíåíòå.
Íàïðèìåð, íàáîð (0, ∗, 1, 0, ∗) ÿâëÿåòñÿ çâåçäíûì ïàòòåðíîì ñëåäóþ-

ùåãî ïîäêóáà â Z5
2:

{ (0, 0, 1, 0, 0),
(0, 0, 1, 0, 1),
(0, 1, 1, 0, 0),
(0, 1, 1, 0, 1) }.

2Çàìåòèì, ÷òî â 2024 ã. íàìè áûëè íàïðàâëåíû íà êîíôåðåíöèþ ¾Ïðîáëåìû òåî-
ðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ ñëåäóþùèå òåîðåìû 4 è 5 áåç äîêàçàòåëüñòâ.

Òåîðåìà 4. Èìåþò ìåñòî òî÷íûå çíà÷åíèÿ Ncoord
2 (4) = 15, Ncoord

2 (5) = 31,
Ncoord

q (3) = q2 + q + 1, ccoord∗2 (15, 4) = 15!, ccoord∗2 (31, 5) = 31!, ccoord∗q (q2 + q + 1, 3) =

(q2 + q + 1)!.

Òåîðåìà 5. Ïðè n → ∞ ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòèêè ccoord2 (n, 4) ∼ n15, ccoord2 (n, 5) ∼
n31, ccoordq (n, 3) ∼ nq2+q+1.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4 è 5, ïîëó÷åííûå ïåðâîíà÷àëüíî ñóùåñòâåííî äðóãèì ìå-
òîäîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ïðèâîäÿòñÿ, ïîñêîëüêó èõ óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûìè ñëó÷àÿìè òåîðåì 7 è 6, ñîîòâåòñòâåííî.



1506 Þ.Â. ÒÀÐÀÍÍÈÊÎÂ

Ìàòðèöà, ïî ñòðîêàì êîòîðîé âûïèñàíû çâåçäíûå ïàòòåðíû âñåõ ïîäêó-
áîâ ðàçáèåíèÿ, íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé ìàòðèöåé ðàçáèåíèÿ.
Íàïðèìåð, çâåçäíàÿ ìàòðèöà

0, 0, ∗
0, 1, ∗
1, ∗, 0
1, ∗, 1


çàäàåò ðàçáèåíèå Z3

2 íà 22 ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè 3− 2 = 1 êàæäûé.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçáèåíèå Zn

q íà q
m ïîäêóáîâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíî-

ñòè n−m çàäàåòñÿ çâåçäíîé ìàòðèöåé, èìåþùåé â òî÷íîñòè qm ñòðîê è
n ñòîëáöîâ, è ÿâëÿåòñÿ À-ïðèìèòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî
çâåçäíàÿ ìàòðèöà íå ñîäåðæèò ñòîëáöà èç îäíèõ ∗. Çâåçäíóþ ìàòðèöó
À-ïðèìèòèâíîãî ðàçáèåíèÿ áóäåì òàêæå íàçûâàòü À-ïðèìèòèâíîé.
Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû ÿâëÿþòñÿ àñ-

ñîöèàòèâíûå áëîê-äèçàéíû (ÀÁÄ), êîòîðûå áûëè ââåäåíû Ðèâåñòîì [7]
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìàõ õåøèðîâàíèÿ è èçó÷àëèñü â ðÿäå ðà-
áîò (ñì., íàïðèìåð, [8, 9, 10, 11]). ÀÁÄ� ýòî ðàçáèåíèå Zn

2 íà ïîäêó-
áû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ñ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì: â ìàòðèöå
ðàçáèåíèÿ êàæäûé ñòîëáåö ñîäåðæèò îäíî è òî æå ÷èñëî çâåçäî÷åê. Èç
îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ÀÁÄ ÿâëÿåòñÿ À-ïðèìèòèâíûì ðàçáèåíèåì.
Â ðàáîòàõ ïî ÀÁÄ áûëè ðàçâèòû ýëåìåíòû òåõíèêè èçó÷åíèÿ çâåçäíûõ
ìàòðèö, êîòîðûå ïîëåçíû è â áîëåå îáùåì, ÷åì ÀÁÄ, ñëó÷àå.
Ðàçìåðîì ñòîëáöà çâåçäíîé ìàòðèöû áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ÷è-

ñåë â íåì.Ïåðåêðûòèåì äâóõ ñòîëáöîâ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ñòðîê,
â êîòîðûõ ýòè ñòîëáöû îäíîâðåìåííî ñîäåðæàò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, à êî-
ëè÷åñòâî òàêèõ ñòðîê � ðàçìåðîì ïåðåêðûòèÿ. Åñëè ðàçìåð ïåðåêðûòèÿ
äâóõ ñòîëáöîâ ðàâåí íóëþ, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ýòè ñòîëáöû íå ïåðå-
êðûâàþòñÿ, à åñëè ðàçìåð ïåðåêðûòèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì îäíîãî èç
ñòîëáöîâ, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòîëáåö ìåíüøåãî ðàçìåðà âëîæåí
â ñòîëáåö áîëüøåãî ðàçìåðà. Ïîäìàòðèöó øèðèíû 1, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ
÷èñåë, âõîäÿùèõ â ñòîëáåö, è òîëüêî èç íèõ, áóäåì íàçûâàòü ñòåðæíåì
ñòîëáöà.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6 ÿâèòñÿ ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 7, â êîòîðîé áó-

äóò óñòàíîâëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíN coord
q (m) è ccoord∗q

(
N coord

q (m) ,
m). Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé, âûïèñàííûõ â ôîðìó-
ëèðîâêå òåîðåìû 7, áóäåò ïðîèçâåäåí àíàëèç À-ïðèìèòèâíûõ çâåçäíûõ
ìàòðèö ðàçìåðà qm×N coord

q (m). Äàäèì ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà
íåñêîëüêèõ íóæíûõ íàì ëåìì î ñòðîåíèè çâåçäíûõ ìàòðèö.

Ëåììà 1. Â çâåçäíîé ìàòðèöå ðàçáèåíèÿ ãèïåðêóáà Zn
q äëÿ ëþáûõ äâóõ

ðàçëè÷íûõ ñòðîê íàéäåòñÿ ñòîëáåö, èìåþùèé â ýòèõ ñòðîêàõ ðàçíûå
çíà÷åíèÿ èç Zq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â çâåçäíîé ìàòðèöå
ðàçáèåíèÿ íàéäóòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ñòðîêè, äëÿ êîòîðûõ íåò ñòîëáöà,
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èìåþùåãî â ýòèõ ñòðîêàõ ðàçíûå çíà÷åíèÿ èç Zq. Òîãäà ìîæíî çàìåíèòü
çâåçäî÷êè â ýòèõ ñòðîêàõ íà ÷èñëà òàê, ÷òî îáå ñòðîêè ñòàíóò îäèíàêî-
âûìè. Ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð ïðèíàäëåæèò îáîèì ïîäêóáàì, çàäàâàåìûì
çâåçäíûìè ïàòòåðíàìè ñòðîê, ïîýòîìó ýòè ïîäêóáû ïåðåñåêàþòñÿ, ÷åãî
â ðàçáèåíèè áûòü íå ìîæåò. □

Ëåììà 2. Â çâåçäíîé ìàòðèöå M ðàçáèåíèÿ ãèïåðêóáà Zn
q íà ïîäêóáû

îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè â ëþáîì ñòîëáöå âñå çíà÷åíèÿ èç Zq âñòðå÷à-
þòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì i-é ñòîëáåö ìàòðèöû M . Åñëè íåêîòîðàÿ
ñòðîêà çâåçäíîé ìàòðèöû M èìååò ∗ â i-ì ñòîëáöå, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
ïîäêóá äëÿ êàæäîãî a ∈ Zq ñîäåðæèò â òî÷íîñòè qn−m−1 íàáîðîâ ñî çíà-
÷åíèåì a â i-ì ñòîëáöå. Åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà çâåçäíîé ìàòðèöû èìååò
a â i-ì ñòîëáöå, a ∈ Zq, òî âñå qn−m íàáîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäêó-
áà èìåþò a â i-ì ñòîëáöå. Ëþáîé íàáîð èç Zn

q ïðèíàäëåæèò â òî÷íîñòè
îäíîìó ïîäêóáó ðàçáèåíèÿ. Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû 2. □

Ëåììà 3. Ïóñòü M � çâåçäíàÿ ìàòðèöà ðàçáèåíèÿ ãèïåðêóáà Zn
q íà

ïîäêóáû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, i è j � íîìåðà äâóõ åå ðàçëè÷íûõ
ñòîëáöîâ è π � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Sq. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî R âñåõ òàêèõ ñòðîê èç M , êîòîðûå îäíîâðåìåííî èìåþò â ñòîëá-
öàõ i è j ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ èç Zq. Òîãäà ñóììà (mr,i+π(mr,j)) (mod q),
âçÿòàÿ ïî âñåì ñòðîêàì r èç R, ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå èç Zq îäè-
íàêîâîå ÷èñëî ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ âñåõ íàáîðîâ a = (a1, . . . , an) èç Z
n
q ðàññìîò-

ðåòü ñóììó (ai+π(aj)) (mod q), òî ýòà ñóììà, î÷åâèäíî, áóäåò ïðèíèìàòü
êàæäîå èç q çíà÷åíèé èç Zq îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç. Åñëè ðàññìîòðåòü
òàêóþ ñóììó äëÿ âñåõ íàáîðîâ ïîäêóáà, çâåçäíûé ïàòòåðí êîòîðîãî ñî-
äåðæèò çâåçäî÷êó õîòÿ áû â îäíîì èç äâóõ ðàçðÿäîâ i è j, òî ýòà ñóììà
òîæå, î÷åâèäíî, áóäåò ïðèíèìàòü êàæäîå èç q çíà÷åíèé èç Zq îäèíàêîâîå
÷èñëî ðàç, ïîòîìó ÷òî íàáîðû èç ïîäêóáà îáúåäèíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå
â ïîäìíîæåñòâà ïî q íàáîðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî â ðàçðÿäå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì çâåçäî÷êå, è ñóììà (ai+π(aj)) (mod q) íà íàáîðàõ ïîäìíîæå-
ñòâà ïðèíèìàåò êàæäîå èç q çíà÷åíèé ïî îäíîìó ðàçó (ïîòîìó ÷òî ñóììà
ïî ìîäóëþ q � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñîâîêóïíîñòè
ïîäêóáîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàì èç R, ñóììà (ai+π(aj)) (mod q) ïî
âñåì íàáîðàì èç ýòèõ ïîäêóáîâ äîëæíà ïðèíèìàòü êàæäîå èç q çíà÷åíèé
èç Zq îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç. Îäíàêî äëÿ íàáîðîâ èç ïîäêóáà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñòðîêå r èç R ñóììà (ai + π(aj)) (mod q) ïðèíèìàåò îäíî è
òî æå çíà÷åíèå, ðàâíîå (mr,i + π(mr,j)) (mod q), à ïîäêóáû ïî óñëîâèþ
ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî íàáîðîâ. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû 3. □

Ëåììû, áëèçêèå ê ïðèâåäåííûì âûøå, â ÷åì-òî áîëåå îáùèå, â ÷åì-òî
áîëåå ÷àñòíûå, ñîäåðæàòñÿ â [7, 8, 9, 10, 11, 12].
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Åñòåñòâåííî, ìû ìîãëè ñôîðìóëèðîâàòü íàøè ëåììû è â áîëåå îáùåì
âèäå (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîâîêóïíîñòåé èç áîëåå ÷åì äâóõ ñòîëáöîâ), îäíà-
êî íå ïðåñëåäîâàëè ýòó öåëü, îãðàíè÷èâøèñü ôîðìóëèðîâêîé è äîêàçà-
òåëüñòâîì ëåìì â ìèíèìàëüíîì âèäå, íóæíîì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ
íàøèõ ïîñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ.

3 Î÷åâèäíàÿ íèæíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ÷èñëà
ðàçáèåíèé

Íèæíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

ccoordq (n,m) ≥ n
qm−1
q−1 (1 + o(1)) (3)

ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé. Çàìåòèì, ÷òî åå íåîáÿçàòåëüíî äîêàçûâàòü îòäåëü-
íî, ïîòîìó ÷òî àñèìïòîòèêà âåëè÷èíû ccoordq (n,m), ïðåäñòàâëåííàÿ â
ôîðìóëå (2) òåîðåìû 6, ïîëó÷èòñÿ àâòîìàòè÷åñêè èç òåîðåìû 3 ïîñëå òî-
ãî, êàê ìû â òåîðåìå 7 óñòàíîâèì òî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí N coord

q (m) =
qm−1
q−1 è ccoord∗q ( q

m−1
q−1 ,m) =

(
qm−1
q−1

)
!. Òåì íå ìåíåå, ñåé÷àñ ìû ïðèâåäåì

ðàññóæäåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3), ïîñêîëüêó ýòè
ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿò ïðî÷óâñòâîâàòü ñìûñë è âàæíîñòü ôðàêòàëüíîé
ìàòðèöû, îïðåäåëåíèå êîòîðîé ìû äàäèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Èòàê, ðàçðåæåì ãèïåðêóá Zn

q ïî îäíîé èç êîîðäèíàò íà q ïîäêóáîâ3

ðàçìåðíîñòè n− 1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü n ñïîñîáàìè. Êàæäûé èç q ïîëó-
÷èâøèõñÿ ïîäêóáîâ ðàçðåæåì îäíèì èç n − 1 ñïîñîáîâ ïî îäíîé èç åãî
îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò íà ïîäêóáû ðàçìåðíîñòè n− 2 è ò. ä., ïîêà íå ïî-
ëó÷èì ðàçáèåíèå íà qm ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè n−m êàæäûé. Îïèñàííûé
âûøå ïðîöåññ ìîæíî îñóùåñòâèòü

m−1∏
i=0

qi∏
j=1

(n− i) ∼ n
qm−1
q−1

ñïîñîáàìè.
Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ñïîñîáîâ ïðèâåäóò ê ðàçðåçàì ðàçíûõ

ïîäêóáîâ ïî îäíîé êîîðäèíàòå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äîëÿ ðàçáèåíèé
ñ òàêèìè ïîâòîðàìè áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ìàëà. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòó-
ïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàïðåòèì îñóùåñòâëÿòü ðàçáèåíèå äâóõ ðàç-
íûõ ïîäêóáîâ ïî îäíîé êîîðäèíàòå. Âñå ðàâíî ó íàñ ÷èñëî ìíîæèòåëåé
êîíå÷íî (ïîòîìó ÷òî q è m êîíå÷íû), à n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

3Åñëè êîãî-òî ñìóùàåò, ÷òî îäíèì ðàçðåçîì ãèïåðêóá ðàçäåëÿåòñÿ íà q ïîäêóáîâ,
òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ïîñëå îäíîãî ñðåçàíèÿ êîðåøêà êíèãè îíà ðàñïàäàåòñÿ íà
íåñêîëüêî áëîêîâ.
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Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè ðàçáèåíèÿ, î÷åâèäíî, áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàç-
íûìè, à èõ ÷èñëî ðàâíî

qm−1
q−1∏
i=1

(n− i+ 1) ∼ n
qm−1
q−1 ,

ò. å. àñèìïòîòè÷åñêè, íåñìîòðÿ íà îãðàíè÷åíèÿ, îêàæåòñÿ òåì æå ñàìûì.
Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (3) óñòàíîâëåíà.
Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûìè âûøå ïðîöåäóðàìè ìîæíî ïîëó÷èòü íå âñå

ðàçáèåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â ðàçáèåíèè, çàäàâàåìîì çâåçäíîé ìàòðèöåé,
ïðèâåäåííîé â ñòàòüå Ðèâåñòà [7], ðàçðåç èñõîäíîãî ãèïåðêóáà ïî ëþáîé
èç êîîðäèíàò ïðèâåäåò ê ðàçðåçàíèþ íåêîòîðûõ ïîäêóáîâ ðàçáèåíèÿ, ïî-
òîìó ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå åñòü çâåçäî÷êè (ñì. ðèñ. 1). Ïîýòîìó âîïðîñ
î âåðõíåé îöåíêå âåëè÷èíû ccoordq (n,m) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëå-
äîâàíèÿ, êîòîðîå ìû ïðîâåäåì â äàííîé ðàáîòå.

0 0 ∗ 0
1 0 0 ∗
∗ 1 0 0
1 ∗ 1 0
1 1 ∗ 1
0 1 1 ∗
∗ 0 1 1
0 ∗ 0 1


Ðèñ. 1. Çâåçäíàÿ ìàòðèöà ñî çâåçäî÷êàìè âî âñåõ ñòîëáöàõ.

4 Ôðàêòàëüíûå çâåçäíûå ìàòðèöû è èõ ñâîéñòâà

Ââåäåì ìàòðèöûMq,m ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. ÌàòðèöàMq,0

èìååò îäíó ñòðîêó è íóëü ñòîëáöîâ4, ìàòðèöà Mq,m, m = 1, . . . , îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó Mq,m−1, êàê ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2, ãäå∗q,m−1 �
ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è Mq,m−1, íî ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ çâåçäî-
÷åê.
Ìàòðèöû Mq,m ìû áóäåì íàçûâàòü ôðàêòàëüíûìè çâåçäíûìè ìàòðè-

öàìè, èëè ïðîñòî ôðàêòàëàìè5.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôðàêòàëüíûõ çâåçäíûõ ìàòðèö (ñì. ðèñ.3):
Ìàòðèöû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ôðàêòàëüíûõ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è

ñòîëáöîâ, ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ôðàêòàëüíûìè.

4Åñëè ìàòðèöà ñ îäíîé ñòðîêîé è íóëåì ñòîëáöîâ êîìó-òî êàæåòñÿ êàçóèñòè÷åñêîé,
òî ìîæíî íà÷èíàòü ñ ìàòðèöû Mq,1, èìåþùåé q ñòðîê è îäèí ñòîëáåö è ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ñîáîé âåðòèêàëüíûé ñòîëáåö èç âûïèñàííûõ ïîäðÿä â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå
âñåõ ÷èñåë èç Zq.

5Òàêîå íàçâàíèå âûáðàíî ïîòîìó, ÷òî ìàòðèöû Mq,m îáëàäàþò íåêîòîðûì
ñàìîïîäîáèåì.
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Mq,m =

0
Mq,m−1 ∗q,m−1 · · · ∗q,m−1

...
0
1 ∗q,m−1 Mq,m−1 · · · ∗q,m−1
...
1

...
...

...
. . .

...

q−1 ∗q,m−1 ∗q,m−1 · · · Mq,m−1...
q−1

Ðèñ. 2. Ðåêóðñèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ôðàêòàëüíîé ìàòðèöû.

M2,2 =


0 0 ∗
0 1 ∗
1 ∗ 0
1 ∗ 1

 , M2,3 =



0 0 0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ 0 ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ 1 ∗ ∗ ∗
1 ∗ ∗ ∗ 0 0 ∗
1 ∗ ∗ ∗ 0 1 ∗
1 ∗ ∗ ∗ 1 ∗ 0
1 ∗ ∗ ∗ 1 ∗ 1


, M3,2 =



0 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 2 ∗ ∗
1 ∗ 0 ∗
1 ∗ 1 ∗
1 ∗ 2 ∗
2 ∗ ∗ 0
2 ∗ ∗ 1
2 ∗ ∗ 2


.

Ðèñ. 3. Ïðèìåðû ôðàêòàëüíûõ ìàòðèö.

Çàìå÷àíèå 1. ßñíî, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê çâåçäíîé ìàòðèöû çàäà-
åò äðóãîå óïîðÿäî÷åííîå, íî òî æå ñàìîå íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå íà
ïîäêóáû.

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü, êàê ôðàêòàëüíóþ, çâåçä-
íóþ ìàòðèöó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ôðàêòàëüíîé çàìåíîé â íåêîòîðîì åå
ñòîëáöå âñåõ ÷èñëîâûõ ñèìâîëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé ïåðåñòà-
íîâêîé π èç Sq, íî äåëàòü ýòî íåîáÿçàòåëüíî, ïîòîìó ÷òî òàêàÿ ìàò-
ðèöà àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ôðàêòàëüíîé â ñèëó óæå äàííûõ îïðåäåëå-
íèé, ïîñêîëüêó åå ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ
èñõîäíîé çâåçäíîé ìàòðèöû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåñòàíîâêó π ÷èñ-
ëîâûõ ñèìâîëîâ ïðèìåíèòü ê ñàìîìó ëåâîìó ñòîëáöó ìàòðèöûMq,m íà
ðèñ. 2, òî òàêîãî æå ðåçóëüòàòà ìîæíî äîáèòüñÿ è ïåðåñòàíîâêàìè
π−1 ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ (âåðòèêàëüíûå ïîëîñû îò-
ñ÷èòûâàþòñÿ áåç ó÷åòà ñàìîãî ëåâîãî ñòîëáöà).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ çâåçäíàÿ ìàòðèöà îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè, êîòîðûå áóäóò ïåðå÷èñëåíû äàëüøå ïî õîäó ýòîãî ðàçäåëà.
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Ñâîéñòâî 1. ×èñëî ñòðîê âî ôðàêòàëüíîé çâåçäíîé ìàòðèöå Mq,m ðàâ-
íî qm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò ïî èíäóêöèè èç ðåêóðñèâíîãî îïðåäåëåíèÿ
ôðàêòàëà. □

Ñâîéñòâî 2. ×èñëî ñòîëáöîâ âî ôðàêòàëüíîé çâåçäíîé ìàòðèöå Mq,m

ðàâíî qm−1
q−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî m. Ïðè m = 0 ÷èñëî ñòîëáöîâ ðàâíî
q0−1
q−1 = 0. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè m − 1. Òîãäà äëÿ ïàðàìåòðà

m ÷èñëî ñòîëáöîâ ïî îïðåäåëåíèþ ôðàêòàëüíîé ìàòðèöû ðàâíî 1 + q ·
qm−1−1

q−1 = qm−1
q−1 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □

Ñâîéñòâî 3. Ôðàêòàëüíàÿ çâåçäíàÿ ìàòðèöà Mq,m çàäàåò ðàçáèåíèå

ãèïåðêóáà Z
(qm−1)/(q−1)
q íà qm ïîäêóáîâ ðàçìåðíîñòè qm−1

q−1 −m êàæäûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ïî èíäóêöèè èç çàäàíèÿ ðå-
êóðñèâíîé êîíñòðóêöèè ìàòðèöû Mq,m. □

Íàáëþäåíèå 1. Ôðàêòàëüíàÿ çâåçäíàÿ ìàòðèöà ïîñëå âñòàâêè â íåå
ñòîëáöîâ èç îäíèõ çâåçäî÷åê äî îáùåãî êîëè÷åñòâà ñòîëáöîâ, ðàâíîãî
n, ïðåâðàùàåòñÿ â çâåçäíóþ ìàòðèöó ðàçáèåíèÿ, ïîëó÷àþùóþñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ðàçðåçîâ, ïðåäñòàâëåííîé âî âòîðîé ÷àñòè ðàçäåëà 3
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé íèæíåé îöåíêè (3).

Ñâîéñòâî 4. ×èñëî ðàçëè÷íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé, çàäàâàåìûõ
ôðàêòàëüíûìè ìàòðèöàìè ñ ïàðàìåòðàìè q è m, ðàâíî â òî÷íîñòè(
qm−1
q−1

)
!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå îòìåòèëè â çàìå÷àíèè 1, ÷òî ïåðåñòàíîâêà
ñòðîê íå äàåò íîâîãî íåóïîðÿäî÷åííîãî ðàçáèåíèÿ. Â ñâîéñòâå 2 ìû óñòà-
íîâèëè, ÷òî âî ôðàêòàëüíîé ìàòðèöå ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè â òî÷-
íîñòè qm−1

q−1 ñòîëáöîâ. Òî, ÷òî âñå ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ äàþò ðàçíûå

ðàçáèåíèÿ ãèïåðêóáà, ìîæíî ïîíÿòü èç îáäóìûâàíèÿ ïðîöåññà ðàçðåçîâ
ãèïåðêóáà, îïèñàííîãî âî âòîðîé ÷àñòè ðàçäåëà 3, à ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ èíäóêòèâíîé ïðîöåäóðîé ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ m− 1, òîãäà äëÿ m èìååì, ÷òî ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ðàçáèåíèé ðàâíî

qm − 1

q − 1
·
( qm−1

q−1 − 1

qm−1−1
q−1 , . . . , q

m−1−1
q−1

)((
qm−1 − 1

q − 1

)
!

)q

=

(
qm − 1

q − 1

)
!,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäìàòðèöà6 T çâåçäíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ
òðàíñôðàêòàëîì, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì7 è âñå ïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ñ ïîäìàòðèöåé T ñòîëáöû çà ïðåäåëàìè ïîäìàòðèöû T ñîñòîÿò èç
îäíèõ çâåçäî÷åê.
Íà ðèñóíêå 4 ÷åðíîé ðàìêîé âûäåëåí òðàíñôðàêòàë.

0 0 0 * * *

0 0 1 * * *

0 1 0 * * *

0 1 1 * * *

1 * * 0 0 *

1 * * 0 1 *

1 * * 1 * 0

1 * * 1 * 1




Ðèñ. 4. Ïðèìåð òðàíñôðàêòàëà âûäåëåí ÷åðíîé ðàìêîé.

×èñëî ñòðîê â òðàíñôðàêòàëå áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðîì òðàíñôðàê-
òàëà. Âõîäÿùèé â ñîñòàâ òðàíñôðàêòàëà ñòîëáåö, ðàçìåð êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàåò ñ ðàçìåðîì òðàíñôðàêòàëà, áóäåì íàçûâàòü âåäóùèì ñòîëáöîì
òðàíñôðàêòàëà. Èç îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó ëþáîãî
òðàíñôðàêòàëà â òî÷íîñòè îäèí âåäóùèé ñòîëáåö. Ñòåðæåíü âåäóùåãî
ñòîëáöà òðàíñôðàêòàëà áóäåì íàçûâàòü òàêæå ñòåðæíåì òðàíñôðàê-
òàëà. Íà ðèñ. 4 êðàñíûì âûäåëåí ñòåðæåíü òðàíñôðàêòàëà. Ðàçìåðîì
ñòåðæíÿ òðàíñôðàêòàëà áóäåì íàçûâàòü ðàçìåð òðàíñôðàêòàëà.

Íàáëþäåíèå 2. Âñå ÷èñëîâûå ýëåìåíòû òðàíñôðàêòàëà ïîêðûâàþòñÿ
íåïåðåñåêàþùèìñÿ îáðàçîì ñòåðæíåì âåäóùåãî ñòîëáöà è q òðàíñôðàê-
òàëàìè ìåíüøåãî ðàçìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ôðàêòàëà. □

Íàáëþäåíèå 3. Êàæäûé ñòîëáåö ôðàêòàëà ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ñòîëá-
öîì íåêîòîðîãî òðàíñôðàêòàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ôðàêòàëà. □

Ëåììà 4. Ïóñòü â çâåçäíîé ìàòðèöå M ðàçáèåíèÿ ãèïåðêóáà Zn
q íà

ïîäêóáû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè åñòü ïîäìàòðèöà T , ÿâëÿþùàÿñÿ
òðàíñôðàêòàëîì. Òîãäà âñå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ ïîäìàòðèöåé T ñòðîêè
çà ïðåäåëàìè ïîäìàòðèöû T ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò êàê ñòðîêè.

6Ñòðîêè è ñòîëáöû ïîäìàòðèöû â èñõîäíîé ìàòðèöå íå îáÿçàíû èäòè ïîäðÿä, íà
íåêîòîðûõ ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ñòðîêè è ñòîëáöû ïîäìàòðèöû èçîáðàæåíû â èñ-
õîäíîé ìàòðèöå èäóùèìè ïîäðÿä èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ óäîáñòâà âîñïðèÿòèÿ.

7Åñòåñòâåííî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ó òðàíñôðàêòàëà ïàðàìåòð q òàêîé æå, êàê è ó
ñîäåðæàùåé åãî çâåçäíîé ìàòðèöû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðàçìåðó òðàíñôðàêòà-
ëà. Ïî ñâîéñòâó 1 ôðàêòàëà ðàçìåð òðàíñôðàêòàëà åñòü ñòåïåíü ÷èñëà
q.
Ïóñòü ðàçìåð òðàíñôðàêòàëà T ðàâåí q. Òîãäà ïî ëåììå 2 âåäóùèé

ñòîëáåö t⃗ òðàíñôðàêòàëà T ñîäåðæèò êàæäîå ÷èñëî èç Zq ðîâíî îäèí
ðàç. Ðàññìîòðèì ñòîëáåö s⃗, ëåæàùèé çà ïðåäåëàìè òðàíñôðàêòàëà T .
Ïî ëåììå 3 ðàçìåð ïåðåêðûòèÿ ñòîëáöîâ s⃗ è t⃗ äîëæåí äåëèòüñÿ íà q.
Çíà÷èò, îí èëè 0, èëè q. Åñëè ðàçìåð ïåðåêðûòèÿ ðàâåí 0, òî â ñòðî-
êàõ ïîäìàòðèöû T â ñòîëáöå s⃗ ñòîÿò îäíè çâåçäî÷êè, è, çíà÷èò, âñå òà-
êèå ñòðîêè â ñòîëáöå s⃗ ñîâïàäàþò. Ïóñòü ðàçìåð ïåðåêðûòèÿ ñòîëáöîâ
s⃗ è t⃗ ðàâåí q, ò. å. â ñòðîêàõ ïîäìàòðèöû T â ñòîëáöå s⃗ ñòîÿò òîëü-
êî ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, â ýòîì ïåðåêðûòèè â ñòîëáöå s⃗ íàéäóòñÿ äâà
ðàçíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿ: mr1,s ̸= mr2,s. Ìû óæå êîíñòàòèðîâàëè, ÷òî
mr1,t ̸= mr2,t, ïîýòîìó ìîæíî ïîäîáðàòü ïåðåñòàíîâêó π ∈ Sq òàê, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü (mr1,t + π(mr1,s)) (mod q) = (mr2,t + π(mr2,s)) (mod q),
íàïðèìåð, ïîëîæèâ π(mr1,s) = mr2,t, π(mr2,s) = mr1,t. Îäíàêî ýòî ñðàçó
æå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåðæäåíèåì ëåììû 3. Ñëåäîâàòåëüíî,
îêàçàëîñü íåâåðíûì ïðåäïîëîæåíèå î äâóõ ðàçíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ
â ñòîëáöå s⃗ â åãî ïåðåêðûòèè ñî ñòîëáöîì t⃗. Ïîýòîìó âñå ñòðîêè òðàíñ-
ôðàêòàëà T â ñòîëáöå s⃗ ñîâïàäàþò. Â êà÷åñòâå ñòîëáöà s⃗ ìîæíî áûëî
âçÿòü ëþáîé ñòîëáåö çà ïðåäåëàìè òðàíñôðàêòàëà T , ïîýòîìó óòâåð-
æäåíèå ëåììû äîêàçàíî äëÿ òðàíñôðàêòàëà T ñ ÷èñëîì ñòðîê q, ÷òî
ñîñòàâëÿåò îñíîâàíèå èíäóêöèè.
Äîêàæåì òåïåðü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû

âåðíî äëÿ òðàíñôðàêòàëîâ ðàçìåðà ql−1. Ðàññìîòðèì òðàíñôðàêòàë ñ ql

ñòðîêàìè. Ïî ñòðîåíèþ ôðàêòàëà (ñâîéñòâî 1) è ëåììå 2 âåäóùèé ñòîë-
áåö t⃗ òðàíñôðàêòàëà ñîäåðæèò êàæäîå çíà÷åíèå èç Zq ðîâíî ql−1 ðàç.
Òåì ñàìûì òðàíñôðàêòàë T ðàçáèâàåòñÿ íà q ïîëîñ ñ îäèíàêîâûì çíà-
÷åíèåì â ñòîëáöå t⃗ âíóòðè êàæäîé ïîëîñû. Ïî ñòðîåíèþ òðàíñôðàêòàëà
â êàæäîé èç ïîëîñ åñòü âåäóùèé ñòîëáåö ðàçìåðà ql−1 ìåíüøåãî òðàíñ-
ôðàêòàëà. Îòñþäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ êàæäîé èç q
ïîëîñ âñå ñòðîêè ýòîé ïîëîñû ñîâïàäàþò çà ïðåäåëàìè òðàíñôðàêòàëà
T . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö s⃗, ëåæàùèé çà ïðåäåëîì òðàíñ-
ôðàêòàëà T . Èç ñêàçàííîãî âûøå, âíóòðè êàæäîé èç q ïîëîñ â ñòîëáöå s⃗
íàõîäèòñÿ îäèí è òîò æå ýëåìåíò (÷èñëî èëè çâåçäî÷êà). Îòñþäà êàæäàÿ
ïàðà ýëåìåíòîâ (mr,t,mr,s) â ql ñòðîêàõ òðàíñôðàêòàëà T äóáëèðóåòñÿ

ïî ql−1 ðàç. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3. Ñãðóïïèðóåì ql−1 ñîâïàäàþùèõ
çíà÷åíèé â ñòîëáöàõ t⃗ è s⃗ â êàæäîé ïîëîñå â îäíî çíà÷åíèå. Ýòî íå íà-
ðóøèò ðåçóëüòàò àíàëèçà óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3 ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëó
ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé ñóìì ïî ìîäóëþ q. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåøëè
ê äâóì ñòîëáöàì âûñîòû q êàæäûé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîâòîðèòü ðàñ-
ñóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíèÿ èíäóêöèè äîêàçûâàåìîé íàìè
ëåììû. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå ñòðîêè òðàíñôðàêòàëà T â
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ñòîëáöå s⃗ ñîâïàäàþò. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ñòîëáöà s⃗ çà ïðå-
äåëàìè òðàíñôðàêòàëà T ìû äîêàçàëè èíäóêòèâíûé ïåðåõîä, à ñ íèì è
âñþ ëåììó. □

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü t⃗ � ñòîëáåö, âõîäÿùèé â ñîñòàâ òðàíñôðàêòàëà
T , à s⃗ � ñòîëáåö, âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê T . Òîãäà ñòîëáöû t⃗ è s⃗ ëèáî
íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ëèáî ñòîëáåö t⃗ ïîêðûâàåòñÿ ñòîëáöîì s⃗, ïðè÷åì
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êàæäîå ÷èñëî ñòîëáöà t⃗ ëåæèò â îäíîé ñòðîêå ñ
îäíèì è òåì æå ÷èñëîì a â ñòîëáöå s⃗.

5 Îïåðàöèÿ âçðûâà çâåçäíîé ìàòðèöû

Ââåäåì îïåðàöèþ âçðûâà çâåçäíîé ìàòðèöû. Îïåðàöèþ îïðåäåëÿåì
òîëüêî äëÿ çâåçäíûõ ìàòðèö À-ïðèìèòèâíûõ ðàçáèåíèé íà ïîäêóáû îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè.
Ïóñòü M � çâåçäíàÿ ìàòðèöà À-ïðèìèòèâíîãî ðàçáèåíèÿ íà ïîäêó-

áû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Âûáèðàåì ñòîëáåö i⃗ è çíà÷åíèå a èç Zq.
Îñóùåñòâëÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.

• 1. Óäàëÿåì ñòîëáåö i⃗.
• 2. Óäàëÿåì âñå ñòðîêè, â êîòîðûõ â ñòîëáöå i⃗ íàõîäèëîñü ÷èñëîâîå
çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò a.

• 3. Êàæäóþ èç ñòðîê, â êîòîðûõ â ñòîëáöå i⃗ íàõîäèëîñü ÷èñëîâîå
çíà÷åíèå a, äóáëèðóåì äî q îäèíàêîâûõ ñòðîê.

• 4. Äëÿ êàæäîé èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïîëîñ èç q îäèíàêîâûõ ñòðîê
ïðèïèñûâàåì ê ìàòðèöå ñòîëáåö, â êîòîðîì çà ïðåäåëàìè ïîëîñû
îäíè çâåçäî÷êè, à â ïðåäåëàõ ïîëîñû � êàæäîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå
ïî îäíîìó ðàçó.

• 5. Åñëè â ìàòðèöå åñòü ñòîëáöû èç îäíèõ çâåçäî÷åê, òî óäàëÿåì
èõ.

Îïèñàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ âçðû-
âà8 çâåçäíîé ìàòðèöû M . Èíîãäà ìû äëÿ óäîáñòâà âìåñòî âçðûâà ìàò-
ðèöû áóäåì ãîâîðèòü î âçðûâå ñòîëáöà i⃗, ïîäðàçóìåâàÿ òå æå ñàìûå
äåéñòâèÿ.
Åñëè i-é ñòîëáåö ñîäåðæàë kq ÷èñåë, òî ïðè åãî âçðûâå èç ìàòðèöû

óäàëèëîñü k(q − 1) ñòðîê, íî ñòîëüêî æå è äîáàâèëîñü çà ñ÷åò äóáëèðî-
âàíèÿ, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ñòðîê îñòàëîñü òåì æå. Â ñòðîêàõ ñî çâåç-
äî÷êàìè â i-ì ñòîëáöå ÷èñåë íå óäàëÿëîñü è íå ïîÿâëÿëîñü, à â ñòðîêàõ,
ïîëó÷èâøèõñÿ èç ñòðîêè ñ ÷èñëîì a â i-ì ñòîëáöå, ýòî ÷èñëî a èñ÷åç-
ëî, íî äîáàâèëîñü ÷èñëî âî âíîâü ïðèïèñàííîì ñòîëáöå. Òàêèì îáðàçîì,
îáùåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë âî âñåõ ñòðîêàõ îñòàëîñü îäèíàêîâûì è òàêèì
æå, êàê â ìàòðèöå M . Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëþáûå äâå ñòðîêè ïîëó÷èâ-
øåéñÿ ìàòðèöû áóäóò ñîäåðæàòü ðàçíûå ÷èñëà õîòÿ áû â îäíîì ñòîëáöå

8Òåðìèí ¾âçðûâ¿ äëÿ îïèñàííîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì òî÷íûì. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè âçðûâå óíè÷òîæàþòñÿ íåêîòîðûå ñòîëáöû è ñòðîêè, åùå ÷àñòü ñòðîê
ðàñùåïëÿåòñÿ, à êóñêè èõ ñîäåðæèìîãî óëåòàþò â ñòîðîíó.
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� ïðîáëåìû ïî õîäó âîçíèêàëè òîëüêî ñ äóáëèðóþùèìèñÿ ñòðîêàìè,
íî îíè ïîëó÷èëè ðàçëè÷íûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âî âíîâü ïðèïèñàííîì
ñòîëáöå. Íàêîíåö, â ñèëó ïîñëåäíåé îïåðàöèè â ìàòðèöå íå áóäåò ñòîëá-
öîâ èç îäíèõ çâåçäî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå âçðûâà ïîëó÷èòñÿ
À-ïðèìèòèâíàÿ çâåçäíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìàòðèöåé ðàçáèåíèÿ íà
òàêîå æå ÷èñëî ïîäêóáîâ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, ÷òî è èñõîäíàÿ ìàò-
ðèöà M . Îäíàêî ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå ìîæåò èçìåíèòüñÿ.
Îïèøåì íåôîðìàëüíî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè âçðûâå ñ ðàçáèåíèåì. Ñíà-

÷àëà ôàêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò óäàëåíèå èç ïðîñòðàíñòâà i-é êîîðäèíàòû.
Îñòàþòñÿ òîëüêî òå íàáîðû, êîòîðûå èìåëè ÷èñëîâîå çíà÷åíèå a â i-é
êîìïîíåíòå. Ïðè ýòîì åñëè çâåçäíûé ïàòòåðí ïîäêóáà ñîäåðæàë çâåçäî÷-
êó â i-é êîìïîíåíòå, òî ðàçìåðíîñòü ïîäêóáà óìåíüøàåòñÿ íà 1; ïîäêóáû
ñ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì â i-é êîìïîíåíòå, îòëè÷íûì îò a, ïîëíîñòüþ ïðî-
ïàäàþò; ïîäêóáû ñ ÷èñëîâûì çíà÷åíèåì â i-é êîìïîíåíòå, ðàâíûì a,
ïîëíîñòüþ îñòàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ðàçáèåíèè îêàçûâàþòñÿ ïîäêóáû
ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà 1. Îäíàêî ïðèïè-
ñûâàíèå íîâûõ ñòîëáöîâ âíîâü óðàâíèâàåò ðàçìåðíîñòè � ê çâåçäíûì
ïàòòåðíàì ìåíüøèõ ïîäêóáîâ ïðèïèñûâàþòñÿ îäíè çâåçäî÷êè, è êàæ-
äàÿ òàêàÿ çâåçäî÷êà óâåëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòü íà 1, à ê çâåçäíûì ïàò-
òåðíàì áîëüøèõ ïîäêóáîâ îäèí ðàç ïðèïèøåòñÿ ÷èñëî � è çà ñ÷åò ýòîãî
ðàçìåðíîñòè óðàâíÿþòñÿ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð âçðûâà çâåçäíîé ìàòðèöû. Ïðîöåññ âçðûâà ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñ. 5.

0 0 ∗ 0
1 0 0 ∗
∗ 1 0 0
1 ∗ 1 0
1 1 ∗ 1
0 1 1 ∗
∗ 0 1 1
0 ∗ 0 1

=⇒

0 0 ∗ 0
1 0 0 ∗
∗ 1 0 0
1 ∗ 1 0
1 1 ∗ 1
0 1 1 ∗
∗ 0 1 1
0 ∗ 0 1

=⇒

0 ∗ 0 0 ∗ ∗
0 ∗ 0 1 ∗ ∗
1 0 0 ∗ ∗ ∗
1 1 ∗ ∗ 0 ∗
1 1 ∗ ∗ 1 ∗
0 1 1 ∗ ∗ ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ 0
∗ 0 1 ∗ ∗ 1

Ðèñ. 5. Ïðèìåð âçðûâà çâåçäíîé ìàòðèöû.

Äëÿ ïðèìåðà ìû âçÿëè ìàòðèöó èç ñòàòüè Ðèâåñòà [7]. Çäåñü q = 2.
Âçðûâàåì ëåâûé ñòîëáåö ñî çíà÷åíèåì 0. Âçîðâàííûé ñòîëáåö óäàëÿåòñÿ
èç ìàòðèöû; óäàëÿþòñÿ òàêæå 2-ÿ, 4-ÿ è 5-ÿ ñòðîêè, êàê èìåþùèå âî âçî-
ðâàííîì ñòîëáöå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò 0; â òî æå âðåìÿ 1-ÿ,
6-ÿ è 8-ÿ ñòðîêè, êàê èìåþùèå âî âçîðâàííîì ñòîëáöå 0, ðàñùåïëÿþòñÿ
íà äâå êàæäàÿ, ïîñëå ÷åãî äëÿ êàæäîé ïàðû êëîíèðîâàííûõ ñòðîê ñïðà-
âà ïðèïèñûâàåì ñâîé ñòîëáåö, â êîòîðîì â ñòðîêàõ èç ýòîé ïàðû ñòîÿò
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ïî ðàçó çíà÷åíèÿ èç Z2 (ò. å. 0 è 1), à â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ çâåçäî÷êè.
Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïðèïèñàíî òðè íîâûõ ñòîëáöà. Ñòîëáöîâ èç îäíèõ
çâåçäî÷åê â ðåçóëüòàòå âçðûâà íå ïîëó÷èëîñü, ïîýòîìó íè÷åãî áîëüøå
óäàëÿòü íå íàäî.
Ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå âçðûâà çâåçäíóþ ìàòðèöó âçîðâåì ñíîâà.

Ïðîöåññ ïîâòîðíîãî âçðûâà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 6.

0 ∗ 0 0 ∗ ∗
0 ∗ 0 1 ∗ ∗
1 0 0 ∗ ∗ ∗
1 1 ∗ ∗ 0 ∗
1 1 ∗ ∗ 1 ∗
0 1 1 ∗ ∗ ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ 0
∗ 0 1 ∗ ∗ 1

=⇒

0 ∗ 0 0 ∗ ∗
0 ∗ 0 1 ∗ ∗
1 0 0 ∗ ∗ ∗
1 1 ∗ ∗ 0 ∗
1 1 ∗ ∗ 1 ∗
0 1 1 ∗ ∗ ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ 0
∗ 0 1 ∗ ∗ 1

=⇒

∗ 0 0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 0 ∗ ∗ 1 ∗ ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ ∗ 0 ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ ∗ 1 ∗
1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0
1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1
0 1 ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ ∗ 1 ∗ ∗ ∗

=⇒

∗ 0 0 ∗ 0 ∗ ∗
∗ 0 0 ∗ 1 ∗ ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ 0 ∗
∗ 0 1 ∗ ∗ 1 ∗
1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0
1 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 1
0 1 ∗ 0 ∗ ∗ ∗
0 1 ∗ 1 ∗ ∗ ∗

Ðèñ. 6. Ïîâòîðíûé âçðûâ.

Âíîâü âçðûâàåì ëåâûé ñòîëáåö ñî çíà÷åíèåì 0. Âçîðâàííûé ñòîëáåö
óäàëÿåòñÿ èç ìàòðèöû; óäàëÿþòñÿ òàêæå 3-ÿ, 4-ÿ è 5-ÿ ñòðîêè, êàê èìå-
þùèå âî âçîðâàííîì ñòîëáöå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò 0; â òî æå
âðåìÿ 1-ÿ, 2-ÿ è 6-ÿ ñòðîêè, êàê èìåþùèå âî âçîðâàííîì ñòîëáöå 0, ðàñ-
ùåïëÿþòñÿ íà äâå, ïîñëå ÷åãî äëÿ êàæäîé ïàðû êëîíèðîâàííûõ ñòðîê
ñïðàâà ïðèïèñûâàåì ñâîé ñòîëáåö, â êîòîðîì â ñòðîêàõ èç ýòîé ïàðû
ñòîÿò ïî ðàçó çíà÷åíèÿ èç Z2 (ò. å. 0 è 1), à â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ çâåç-
äî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, âñåãî ïðèïèñàíî òðè íîâûõ ñòîëáöà. Ïðè ýòîì
îáðàçîâàëñÿ ñòîëáåö èç îäíèõ çâåçäî÷åê � óäàëÿåì åãî èç ìàòðèöû.
Åñëè ïðèãëÿäåòüñÿ, òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ 8× 7 ìàò-

ðèöà ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíîé. Êàê ìû ïîéìåì â äàëüíåéøåì, ýòî íå ñëó-
÷àéíî.

6 Íåðàñøèðÿåìûå çâåçäíûå ìàòðèöû

Çâåçäíóþ ìàòðèöó À-ïðèìèòèâíîãî ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè íàçîâåì ðàñøèðÿåìîé, åñëè ïðè íåêîòîðîì âçðûâå êîëè÷å-
ñòâî ñòîëáöîâ â íåé óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, çâåçäíóþ ìàòðèöó
À-ïðèìèòèâíîãî ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè íàçî-
âåì íåðàñøèðÿåìîé, åñëè êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â íåé íå óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðè ëþáîì âçðûâå.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî íåðàñøèðÿåìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî

ôðàêòàëüíûå ìàòðèöû.

Ëåììà 5. Ïóñòü À-ïðèìèòèâíàÿ çâåçäíàÿ ìàòðèöà M ðàçáèåíèÿ ãè-
ïåðêóáà Zn

q íà ïîäêóáû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿ-
åìîé. Òîãäà âñÿêèé åå ñòîëáåö èìååò ðàçìåð, ðàâíûé ñòåïåíè ÷èñëà
q, è ñòåðæåíü ýòîãî ñòîëáöà ÿâëÿåòñÿ ñòåðæíåì âåäóùåãî ñòîëáöà
íåêîòîðîãî òðàíñôðàêòàëà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîì ñòîëáöå ìàòðèöû M ïî ëåììå 2 êàæäîå ÷èñ-
ëî âñòðå÷àåòñÿ îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ðàç, ïîýòîìó ðàçìåð ëþáîãî
ñòîëáöà èìååò âèä kq. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k. Ïðè
k = 1 ñòåðæåíü ñòîëáöà ñàì ÿâëÿåòñÿ òðàíñôðàêòàëîì, ÷òî äàåò áàçó
èíäóêöèè. Äîêàæåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ñòîëáåö s⃗ ðàç-
ìåðà kq. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ âñåõ ñòîëáöîâ ìåíüøåãî
ðàçìåðà óòâåðæäåíèå ëåììû 5 âûïîëíåíî, äîêàæåì åãî äëÿ ñòîëáöà s⃗.
Îñóùåñòâèì âçðûâ ñòîëáöà s⃗ ïðè çíà÷åíèè 0. Ïî îïðåäåëåíèþ âçðûâà

èç ìàòðèöû óäàëèòñÿ ñòîëáåö s⃗ è äîáàâÿòñÿ k íîâûõ ñòîëáöîâ çà ñ÷åò
ðàñùåïëåíèÿ ñòðîê ïîëîñû R0, ñîñòîÿùåé èç âñåõ ñòðîê ìàòðèöû M ,
èìåâøèõ çíà÷åíèå 0 â ñòîëáöå s⃗. Òàêæå, âîçìîæíî, óäàëèòñÿ íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ, êîòîðûå ñòàíóò ñîñòîÿòü èç îäíèõ çâåçäî÷åê. Îöå-
íèì êîëè÷åñòâî òàêèõ ñòîëáöîâ (ñì. ðèñ. 7).
Ïóñòü â ñòîëáöå t⃗ ìàòðèöû M âñå ÷èñëà ïðîïàäàþò ïðè âçðûâå. Èç

îïðåäåëåíèÿ âçðûâà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòîëáåö t⃗ äîëæåí ïîêðûâàòüñÿ
ñòîëáöîì s⃗, ïðè÷åì ñòðîêè c ÷èñëàìè ñòîëáöà t⃗ íå ìîãóò èìåòü ðàçíûõ
÷èñåë â ñòîëáöå s⃗ ïî ëåììå 4, ïîñêîëüêó ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæå-
íèþ ñòîëáåö t⃗ ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì ñòîëáöîì íåêîòîðîãî òðàíñôðàêòàëà,
à ñòîëáåö s⃗ ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó òðàíñôðàêòàëó ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì.
Ïîýòîìó ñòåðæåíü ñòîëáöà t⃗ äîëæåí íàõîäèòüñÿ â îäíîé èç q − 1 ïîëîñ
Ri ðàçìåðà k, ãäå i-ÿ ïîëîñà ñîñòîèò èç âñåõ k ñòðîê ìàòðèöû M , èìå-
þùèõ çíà÷åíèå i â ñòîëáöå s⃗, i = 1, . . . , k − 1. Ðàññìîòðèì ïîëîñó Ri

è ñðåäè âñåõ ëåæàùèõ â íåé ñòåðæíåé ñòîëáöîâ âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî Ti òàêèõ ñòåðæíåé ñòîëáöîâ, êîòîðûå íå ïî-
êðûâàþòñÿ äðóãèìè òàêèìè ñòåðæíÿìè. Ïî óñëîâèþ âûáîðà, ñòåðæíè
èç Ti ÿâëÿþòñÿ ñòåðæíÿìè âåäóùèõ ñòîëáöîâ ïîïàðíî íå ñîäåðæàùèõñÿ
äðóã â äðóãå òðàíñôðàêòàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 1 ñòåðæíè
èç Ti ïîïàðíî íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Ïóñòü èõ ðàçìåðû åñòü li,1, . . . , li,pi . Èç
ïîïàðíîãî íåïåðåêðûâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

pi∑
j=1

li,j ≤ k. (4)

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ âñå ñòåðæíè èç Ti èìåþò ðàçìåð, ðàâ-
íûé ñòåïåíè ÷èñëà q, è ÿâëÿþòñÿ ñòåðæíÿìè âåäóùèõ ñòîëáöîâ íåêîòî-
ðûõ òðàíñôðàêòàëîâ, âñå ñòîëáöû êîòîðûõ òàêæå ïðîïàäóò ïðè âçðûâå.
×èñëî ñòîëáöîâ â òðàíñôðàêòàëå ìû çíàåì èç îïðåäåëåíèé òðàíñôðàê-
òàëà, ôðàêòàëà è ñâîéñòâà 2. Ïîýòîìó ÷èñëî N ñòîëáöîâ, êîòîðûå ïðè
âçðûâå áóäóò óäàëåíû èç ìàòðèöû, ìîæíî îöåíèòü, ó÷èòûâàÿ (4), êàê

N = 1 +

q−1∑
i=1

pi∑
j=1

qlogq li,j − 1

q − 1
= 1 +

q−1∑
i=1

(
pi∑
j=1

li,j

)
− pi

q − 1
≤ 1 +

q−1∑
i=1

k − 1

q − 1
= k,

(5)
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R0 k

R1 k

Rq−1 k

s⃗
∗
∗
∗

∗
∗
∗

∗
∗
∗

∗
∗
∗

∗
∗
∗

0
...
0

∗
...
∗

∗
...
∗

∗
...
∗

∗
...
∗

1
...
1

∗
...
∗

∗
...
∗

...
...

...
...

...

q − 1
...

q − 1

∗
...
∗

∗
...
∗

l1,1

. . .

l1,p1

∗
∗

∗
∗

. . .

lq−1,1
∗
∗

lq−1,pq−1

∗
∗

. . .

âçðûâ 0

Ðèñ. 7. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 5.

ïðè÷åì èç íåðàâåíñòâà â (5) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâî N = k ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ, òîëüêî åñëè âñå pi = 1 è âñå li,1 = k, i = 1, . . . , q− 1, ò. å. êî-
ãäà âñå ìíîæåñòâà Ti ñîñòîÿò èç îäíîãî ñòåðæíÿ, ðàçìåð êîòîðîãî ðàâåí
÷èñëó ñòðîê â ïîëîñå Ri. Îñóùåñòâëÿÿ âçðûâ ñòîëáöà s⃗ ñî çíà÷åíèåì 1,
ïîëó÷àåì òàêîå æå òðåáîâàíèå äëÿ ïîëîñû R0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå M íå óâåëè÷èòñÿ ïðè

íåêîòîðîì âçðûâå ñòîëáöà s⃗, òîëüêî åñëè ñòîëáåö s⃗ ÿâëÿåòñÿ âåäóùèì
ñòîëáöîì òðàíñôðàêòàëà è åãî ðàçìåð kq åñòü ñòåïåíü ÷èñëà q. Òåì ñà-
ìûì çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî èíäóêòèâíîãî ïåðåõîäà. □

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ìàòðèöàM ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿåìîé. Òîãäà ìàò-
ðèöà M ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíîé ìàòðèöåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 5 êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû M ÿâëÿåòñÿ âå-
äóùèì ñòîëáöîì íåêîòîðîãî òðàíñôðàêòàëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìàò-
ðèöå M åñòü äâà ñòîëáöà t⃗1 è t⃗2, íå ïîêðûâàþùèåñÿ äðóã äðóãîì è íèêà-
êèìè äðóãèìè ñòîëáöàìè. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 ñòîëáöû t⃗1 è t⃗2 íå ïåðå-
êðûâàþòñÿ. Âîçüìåì ñòðîêó r⃗1 ñ ÷èñëîì â ñòîëáöå t⃗1 è âîçüìåì ñòðîêó
r⃗2 ñ ÷èñëîì â ñòîëáöå t⃗2. Èç îïðåäåëåíèÿ òðàíñôðàêòàëà è ñëåäñòâèÿ 1
âûòåêàåò, ÷òî ñòðîêè r⃗1 è r⃗2 íå èìåþò ñòîëáöà, â êîòîðîì â ýòèõ ñòðîêàõ
ñòîÿò ðàçíûå ÷èñëà (äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêîé ñòîëáåö s⃗ íàéäåòñÿ, òî
îí íå âëîæåí íè â t⃗1, íè â t⃗2, à ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ âíåøíèì ïî îòíîøåíèþ
ê òðàíñôðàêòàëàì, â êîòîðûõ t⃗1 è t⃗2 ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè ñòîëáöàìè, íî
òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 è ñòîëáåö t⃗1, è ñòîëáåö t⃗2 âëîæåíû â s⃗, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå ñ ëåììîé 1 è ñäåëàííûì ïðåäïîëîæåíèåì î íàëè÷èè ñòîëáöîâ
t⃗1 è t⃗2.
Çíà÷èò, â ìàòðèöå M åñòü ñòîëáåö t⃗1, ïîêðûâàþùèé âñå îñòàëüíûå

ñòîëáöû. Òîãäà ñòîëáåö t⃗1 äîëæåí ñîäåðæàòü ÷èñëà âî âñåõ ñòðîêàõ, ïî-
òîìó ÷òî åñëè îí ñîäåðæèò çâåçäî÷êó â íåêîòîðîé ñòðîêå r, òî, ââèäó
îòñóòñòâèÿ â M ñòðîêè èç îäíèõ çâåçäî÷åê, íàéäåòñÿ ñòîëáåö t⃗2 ñ ÷èñ-
ëîì â ñòðîêå r, íî òîãäà ñòîëáåö t⃗2 íå ïîêðûâàåòñÿ ñòîëáöîì t⃗1, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó âûøå óòâåðæäåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáåö
t⃗1 ñîäåðæèò ÷èñëà âî âñåõ ñòðîêàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáåö t⃗1 ÿâëÿåòñÿ
âåäóùèì ñòîëáöîì âñåé ìàòðèöû M , êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ
ôðàêòàëüíîé ìàòðèöåé. □

Íàáëþäåíèå 4. Ôðàêòàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòîò ôàêò ìîæíî ïðîñëåäèòü ïî äîêàçàòåëüñòâó ëåì-
ìû 5. Âïðî÷åì, äåëàòü ýòî íå îáÿçàòåëüíî, ïîñêîëüêó ëþáàÿ äðóãàÿ
ìàòðèöà, êðîìå ôðàêòàëüíîé, ïî ñëåäñòâèþ 2 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðÿåìîé, à
íåðàñøèðÿåìûå ìàòðèöû ñóùåñòâîâàòü äîëæíû ââèäó îãðàíè÷åííîñòè
ïî òåîðåìå 1 ÷èñëà ñòîëáöîâ â À-ïðèìèòèâíûõ ìàòðèöàõ ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ q è m. □

7 Ãëàâíûå òåîðåìû

Òåîðåìà 7. Èìåþò ìåñòî òî÷íûå çíà÷åíèÿ

N coord
q (m) =

qm − 1

q − 1
, ccoord∗q

(
qm − 1

q − 1
,m

)
=

(
qm − 1

q − 1

)
!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2, íàáëþäåíèÿ 4 è ñâîéñòâà
4. □

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (2), âûïèñàííàÿ â òåîðåìå 6, âûòåêàåò èç
òåîðåì 3 è 7.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü q,m � ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, q > 1.
Òîãäà ïðè n → ∞ ÷èñëî ðàçáèåíèé ãèïåðêóáà Zn

q íà ïîäêóáû ðàçìåðíîñòè

íå ìåíåå n−m àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî n
qm−1
q−1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé íà ïîäêóáû ðàçìåðíîñòè íå ìå-
íåå n − m, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå (1),
ò. å. âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ â À-
ïðèìèòèâíûõ ìàòðèöàõ, ñîäåðæàùèõ â êàæäîé ñòðîêå íå áîëåå m ÷èñ-
ëîâûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî åñëè êàêàÿ-òî ñòðîêà ñîäåðæèò ìåíåå m ÷èñëî-
âûõ çíà÷åíèé, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäêóá ìîæíî ðàñùåïèòü ïî íîâîé
êîîðäèíàòå íà ïîäêóáû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äå-
ëàëîñü ïî õîäó îïåðàöèè âçðûâà, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü äîñòèãíó-
òî òîëüêî íà ìàòðèöå, ñîäåðæàùåé ðîâíî m ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå, ò. å.
íà ìàòðèöå À-ïðèìèòèâíîãî ðàçáèåíèÿ íà ïîäêóáû ðàçìåðíîñòè n −m
êàæäûé. □

8 Çàêëþ÷åíèå

Ëþáàÿ çâåçäíàÿ ìàòðèöà, çà èñêëþ÷åíèåì ôðàêòàëà, ïðè íåêîòîðîì
âçðûâå ðàñøèðÿåòñÿ, à ôðàêòàë îñòàåòñÿ ôðàêòàëîì ïðè ëþáîì âçðûâå.
Any star matrix, excepting a fractal, expands under some bang, whereas

a fractal remains to be a fractal under any bang.
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