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Ïðåäñòàâëåíî Í.Ñ. Àðêàøîâûì

Abstract: The paper considers universal locally constant kernel
estimators in nonparametric regression. Previously, these estima-
tors were studied only in the case of a continuous regression func-
tion. It is shown that with the additional condition of smoothness
of the regression function, the accuracy of the uniform approxima-
tion can be improved.

Keywords: nonparametric regression, universal local constant kernel
estimator, uniform consistency, �xed design, random design.

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü: äàíû íà-
áëþäåíèÿ X1, . . . , Xn (òàê íàçûâàåìûå îòêëèêè), êîòîðûå ïðåäñòàâèìû
â âèäå

Xi = f(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (1)
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ãäå f(t), t ∈ [0, 1], � íåèçâåñòíàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ; íåíàáëþäàåìûå ïîãðåøíîñòè {εi; i = 1, . . . , n} � öåíòðèðîâàííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûå èëè îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå; âåëè÷èíû {zi; i = 1, . . . , n} íàì èçâåñòíû è ìîãóò áûòü êàê
ñëó÷àéíûìè, òàê è äåòåðìèíèðîâàííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàáëþäàåì
ëèøü çàøóìëåííûå çíà÷åíèÿ {Xi; i = 1, . . . , n} ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè
f â íåêîòîðîì èçâåñòíîì íàáîðå åå àðãóìåíòîâ {zi; i = 1, . . . , n}, êîòî-
ðûé ìû áóäåì íàçûâàòü íàáîðîì ðåãðåññîðîâ èëè ïðîñòî ðåãðåññîðàìè.
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ïàðàì íàáëþäåíèé {(zi, Xi); i = 1, . . . , n}
îöåíèòü ôóíêöèþ f .
Áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî ðåøåíèþ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ôóíê-

öèè f ìåòîäàìè ÿäåðíîãî ñãëàæèâàíèÿ â òåõ èëè èíûõ óñëîâèÿõ íà ïà-
ðàìåòðû ìîäåëè (1) (íàïðèìåð, â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé â
êà÷åñòâå îðèåíòèðà óêàæåì íåäàâíèå ðàáîòû [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8],
[9], [10], [11]). ×òîáû îöåíèòü ðåãðåññèîííóþ ôóíêöèþ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ
íóæíî íàêëàäûâàòü òå èëè èíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåãðåññîðû. Ìîäåëè ñ
äåòåðìèíèðîâàííûìè è ñëó÷àéíûì ðåãðåññîðàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê
ïðàâèëî, îòäåëüíî (âíå çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íà äðóãèå ïàðàìåò-
ðû ìîäåëè), ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî çàïîëíåíèÿ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè èëè òå èëè èíûå ôîðìû
ñëàáîé çàâèñèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, âûøåóêàçàííûå ðàáîòû). Óíèâåð-
ñàëüíûå è áîëåå îáùèå óñëîâèÿ íà ðåãðåññîðû ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ
[12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ (â óñëîâèè ëèøü
íåïðåðûâíîñòè ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè) ñëåäóþùàÿ èäåÿ: äëÿ òîãî, ÷òî-
áû âîññòàíîâèòü ðåãðåññèîííóþ ôóíêöèþ, îòíîñèòåëüíî ðåãðåññîðîâ äî-
ñòàòî÷íî òðåáîâàòü ëèøü óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêè ïëîòíîãî çàïîëíåíèÿ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè. Óñëîâèÿ òàêîãî òèïà ïî
ñóòè ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè. Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ðàíåå ðåçóëüòà-
òîâ, íîâûå óñëîâèÿ íà ðåãðåññîðû â òåðìèíàõ ïëîòíûõ äàííûõ óíèâåð-
ñàëüíû è íå÷óâñòâèòåëüíû ê ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäå ðåãðåññîðîâ, ÷òî
ïîçâîëÿåò â åäèíîì ïîäõîäå ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðîâàí-
íûìè è ñëó÷àéíûìè ðåãðåññîðàìè, ïðè ýòîì áåç òðåáîâàíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè èëè ñëàáîé çàâèñèìîñòè.
Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé òî÷-

íîñòü àïïðîêñèìàöèè óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíî-ïîñòîÿííûõ ÿäåðíûõ îöå-
íîê èç [12] ìîæåò áûòü óëó÷øåíà. Óñòàíîâëåíèå îòìå÷åííîãî ôàêòà è ÿâ-
ëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé çàìåòêè. Ïðè ýòîì îò ðåãðåññîðîâ, êàê è â [12],
ìû áóäåì òðåáîâàòü ëèøü ñâîéñòâî ïëîòíîãî çàïîëíåíèÿ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêèõ
ÿäåðíûõ îöåíîê è óñëîâèé íà ðåãðåññîðû ýôôåêò óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè
îöåíèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè õîðîøî
èçâåñòåí (íàïðèìåð, ñì. [19]).
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2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä óñëîâèé.
(A1) Äàíû äâóìåðíûå íàáëþäåíèÿ {(zi, Xi); i = 1, . . . , n}, ïðåäñòàâè-

ìûå â âèäå

Xi = f(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (2)

ãäå f(t) � íåèçâåñòíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [0, 1]; íàáîð ðåãðåññîðîâ {zi; i = 1, . . . , n} ñî-
ñòîèò èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåèçâåñòíûìè ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè ñî çíà÷åíèÿìè íà [0, 1], íå îáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûõ èëè îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû {zi; i = 1, . . . , n}
ìîãóò çàâèñåòü îò n.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (A1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ñèòóàöèþ
ôèêñèðîâàííûõ ðåãðåññîðîâ. Îòðåçîê [0, 1] â êà÷åñòâå îáëàñòè èçìåíå-
íèÿ ðåãðåññîðîâ ìû ðàññìàòðèâàåì èñêëþ÷èòåëüíî ñ öåëüþ ïðîñòîòû
èçëîæåíèÿ.

(A2) Ïðè âñåõ n ≥ 1 ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè {εi; i = 1, . . . , n} ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1 ïðè âñåõ i, j ≤ n, i ̸= j, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

EFnεi = 0, sup
i≤n

EFnε
2
i ≤ σ2, EFnεiεj = 0, (3)

ãäå êîíñòàíòà σ2 > 0 íåèçâåñòíà è íå çàâèñèò îò n, à ñèìâîë EFn îáîçíà-
÷àåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè ôèêñàöèè σ-àëãåáðû Fn,
ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè {zi; i = 1, . . . , n}.

(A3) ßäåðíàÿ ôóíêöèÿ K(t), t ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ñèììåòðè÷-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîñèòåëåì [−1, 1], ò.å. K(t) ≥ 0, K(t) = K(−t) ïðè
âñåõ t ∈ [−1, 1] è

∫
[−1,1]K(t)dt = 1. Êðîìå òîãî, ÿäåðíàÿ ôóíêöèÿ K(t)

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (0, 1), K(±1) = 0
è supt∈[0,1](K(t) + |K ′(t)|) ≤ L < ∞ ïðè L ≥ 1.
Ââåäåì åùå ðÿä îáîçíà÷åíèé è ñîãëàøåíèé. Ïîëîæèì

Kh(t) = h−1K(h−1t),

ãäå h > 0 � ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ â ÿäåðíûõ ìåòîäàõ (ðàçìåð îêíà).
Ïîíÿòíî, ÷òî Kh(t) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà [−h, h]. C ó÷åòîì
óñëîâèÿ (A1) îáîçíà÷èì ÷åðåç Cf > 0 êîíñòàíòó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñî-
îòíîøåíèþ

sup
t∈[0,1]

(|f ′(t)|+ |f ′′(t)|) ≤ Cf < ∞. (4)

Çàïèñü ζn = Op(ηn) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíû ηn > 0 (âîç-
ìîæíî, ñëó÷àéíîé) è âñåõ ÷èñåë M > 0 âûïîëíåíî

lim sup
n→∞

P(|ζn|/ηn > M) ≤ β(M),

ãäå ôóíêöèÿ β(M) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è

limM→∞ β(M) = 0. Ñèìâîë Õp(ηn) èñïîëüçóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ
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β(M) ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (çà èñêëþ÷åíèåì îáúåìà
íàáëþäåíèé n). Óñëîâèìñÿ, ÷òî äàëåå âñå ïðåäåëû áåðóòñÿ ïðè n → ∞.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n ýëåìåíòû âàðèàöèîííîãî ðÿäà, ïî-

ñòðîåííîãî ïî íàáîðó ðåãðåññîðîâ {zi; i = 1, . . . , n}. Ïîëîæèì

zn:0 = 0, zn:n+1 = 1, ∆zni = zn:i − zn:i−1, i = 1, . . . , n+ 1.

Îòêëèêè èç (2), àññîöèèðîâàííûé ñ ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé zn:i, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Xni. Óíèâåðñàëüíàÿ ëîêàëüíî-ïîñòîÿííàÿ îöåíêà f∗

n,h(t) äëÿ

ôóíêöèè f(t), ââåäåííàÿ â [12], îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f∗
n,h(t) =

∑n

i=1
XniKh(t− zn:i)∆zni∑n

i=1
Kh(t− zn:i)∆zni

. (5)

Çàìåòèì, ÷òî

f∗
n,h(t) = argmin

a

n∑
i=1

(Xni − a)2Kh(t− zn:i)∆zni,

ò.å. ÿäåðíûå îöåíêè f∗
n,h(t), êàê è êëàññè÷åñêèå îöåíêè Íàäàðàÿ-Âàòñîíà,

ÿâëÿþòñÿ îöåíêîé âçâåøåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ïðèíàä-
ëåæàò êëàññó ëîêàëüíî�ïîñòîÿííûõ îöåíîê. Íî â ìåòîäå íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå âåñà, îïðåäåëÿåìûå ïîðÿäêîâûìè ñòà-
òèñòèêàìè {zn:i}, à âìåñòî èñõîäíûõ íàáëþäåíèé Xi ó÷àñòâóþò êîíêîìè-
òàíòû Xni, àññîöèèðîâàííûå ñ óêàçàííûìè ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè.
Ââåäåì, íàêîíåö, ñëåäóþùåå öåíòðàëüíîå óñëîâèå.

(A4) Èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå δn = max
1≤i≤n+1

∆zni
p→ 0.

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå (A4) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì íà
ðåãðåññîðû, ãàðàíòèðóþùåì ðàâíîìåðíóþ ñîñòîÿòåëüíîñòü óíèâåðñàëü-
íûõ ëîêàëüíî�ïîñòîÿííûõ ÿäåðíûõ îöåíîê f∗

n,h(t). Òàêèì îáðàçîì, îòíî-
ñèòåëüíî ðåãðåññîðîâ òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû îíè c óâåëè÷åíèåì îáúåìà
âûáîðêè n ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ îáðàçîâûâàëè èçìåëü÷àþùååñÿ ðàç-
áèåíèå îáëàñòè çàäàíèÿ ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè f . Ïîäðîáíåå óñëîâèÿ
òàêîãî òèïà îáñóæäàþòñÿ â [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [20], [21].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1)�(A3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî h ∈ (0, 1/2) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
t∈[h,1−h]

|f∗
n,h(t)− f(t)| ≤ 2−1Cfh

2 +
LCfδn(2 + δn/h)

1− 2Lδn/h
+ ζn(h), (6)

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζn(h) òàêîâà, ÷òî

P (ζn(h) > y) ≤ Cσ2L2y−2h−2Eδn + P(δn > h/(8L))

è C � àáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
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Çàìå÷àíèå 3. Ôîðìàëüíî â òåîðåìå 1 íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ (A4), íî ïðèâåäåííûå îöåíêè ñòàíîâÿòñÿ ñîäåðæàòåëüíûìè ëèøü â
ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðèâîäèìîé äà-
ëåå òåîðåìû 2.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè âûïîëíåíî (A4), òî ζn(h) = Op

(
(σ+1)Lh−1(Eδn)1/2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñõîäèìîñòè ζn(h)
p→ 0 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàçìåð îêíà

h = hn → 0 óäîâëåòâîðÿë ñîîòíîøåíèþ Eδn/h2 → 0. Ïîñëåäíåå â ñèëó

íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà î÷åâèäíûì îáðàçîì âëå÷åò ñõîäèìîñòü δn/h
2 p→ 0

(òåì ñàìûì, è δn/h
p→ 0), òàê ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé

÷àñòè (6) èìåþò âèä Õp(h
2). Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ðàçìåðà îêíà

h = hn ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

h−1(Eδn)1/2 = h2, (7)

ïðè ýòîì ñ íåîáõîäèìîñòüþ hn → 0, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå A4. Òàê
îïðåäåëåííûé ðàçìåð îêíà ôàêòè÷åñêè óðàâíèâàåò ïî h ïîðÿäêè ìàëî-
ñòè ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè äëÿ ñóïðåìàëüíîé íîðìû, ïðèâå-
äåííîé â òåîðåìå 1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè Eδn = O(1/n), òî hn = O

(
n−1/6

)
.

Èç òåîðåìû 1 è çàìå÷àíèÿ 4 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è óñëîâèå (A4), òî

S[h,1−h] = sup
t∈[h,1−h]

|f∗
n,h(t)− f(t)| = Õp

(
h2
)
,

ãäå ïàðàìåòð h = hn → 0 îïðåäåëåí â (7).

Çàìå÷àíèå 5. Êàê ìû ïîêàæåì äàëåå (ñì. ëåììó 3 è äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1), â ãðàíè÷íûõ îáëàñòÿõ [0, h] è [1− h, 1] îòðåçêà [0, 1] â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî îöåíêà

sup
t∈[0,h]∪[1−h,1]

|f∗
n,h(t)− f(t)| ≤ 5

4
Cfh+ ζn(h). (8)

Òàêèì îáðàçîì, â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåãðåññèîííîé
ôóíêöèè ïîðÿäîê ñáëèæåíèÿ f∗

n,h(t) è f(t) íåñêîëüêî õóæå, ÷åì âíóòðè
îáëàñòè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò ãðàíè÷íûõ òî÷åê,
â êîòîðûõ óõóäøàåòñÿ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ÿäåðíûõ îöåíîê, õîðî-
øî èçâåñòåí (ñì., íàïðèìåð, [19]). Îäíàêî åñëè âûïîëíåíî (A4), òî äëÿ
ëþáîãî t ∈ (0, 1) ñëåäñòâèå 1 âëå÷åò çà ñîáîé ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

f∗
n,h(t) = f(t) + Õp(h

2),

ãäå ðàçìåð îêíà h = hn → 0 îïðåäåëåí â (7).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äëÿ ñðàâíåíèÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëü-
òàòû î òî÷íîñòè óíèâåðñàëüíûõ ëîêàëüíî-ïîñòîÿííûõ ÿäåðíûõ îöåíîê
f∗
n,h(t) â ñëó÷àå íåãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ ðåãðåññèîííûõ ôóíêöèé. ×àñò-

íûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1 èç [12] äëÿ íåïðåðûâíûõ ðåãðåññèîííûõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1)�(A3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî h ∈ (0, 1/2) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

sup
t∈[0,1]

|f∗
n,h(t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h), (9)

ãäå ωf (h) = supt,s∈[0,1]:|t−s|≤h |f(t) − f(s)|, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζn(h)
îïðåäåëåíà â òåîðåìå 1.

Çàìå÷àíèå 6. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â óñëîâèè (A1) äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ëèøü íåïðåðûâíîñòü ðå-
ãðåññèîííîé ôóíêöèè f(t). Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðè âûïîëíåíèè (A4) ñïðà-

âåäëèâî ñîîòíîøåíèå ζn(h) = Op

(
(σ + 1)Lh−1(Eδn)1/2

)
, òî â êà÷åñòâå

ðàçìåðà îêíà h = hn → 0 ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

h−1(Eδn)1/2 = ωf (h). (10)

Ôàêòè÷åñêè òàêèì îáðàçîì âûáðàííûé ðàçìåð îêíà óðàâíèâàåò ïî h
ïîðÿäêè ìàëîñòè îáîèõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (9).

Èç òåîðåìû 2, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çàìå÷àíèå 6, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è óñëîâèå (A4), òî

S[0,1] = sup
t∈[0,1]

|f∗
n,h(t)− f(t)| = Õp

(
ωf (h)

)
,

ãäå ïàðàìåòð h = hn → 0 îïðåäåëåí â (10).

Çàìå÷àíèå 7. Ïóñòü Eδn = O(1/n), ôóíêöèÿ f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1], à ðàçìåð îêíà h îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì (10). Òîãäà

h = O
(
n
− 1

2(1+α)
)
, ωf (h) = O

(
n
− α

2(1+α)
)
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà (α = 1),

òî S[0,1] = Õp(n
−1/4). Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå â ñëó÷àå äîñòà-

òî÷íî ãëàäêîé ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè f (ñì. óñëîâèå (A1)) èç ðåçóëüòà-

òîâ [12] ïîëó÷àåì ëèøü ñîîòíîøåíèå S[h,1−h] = Õp(n
−1/4), à â êà÷åñòâå

ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 (ñì. ñëåäñòâèå 1 è çàìå÷àíèå 4) � ñîîòíîøåíèå

S[h,1−h] = Õp(n
−1/3). Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûå îöåíêè â îáëàñòè ãðà-

íè÷íûõ òî÷åê [0, h] ∪ [1 − h, 1] (ñì. çàìå÷àíèå 5) íå äàþò óëó÷øåíèÿ
òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè â ñëó÷àå ãëàäêèõ ôóíêöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðå-
çóëüòàòàìè èç [12] äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (A1)�(A3). Ïî-
ãðåøíîñòè èç ðåãðåññèîííîãî óðàâíåíèÿ (2), àññîöèèðîâàííûå ñ ïîðÿä-
êîâîé ñòàòèñòèêîé zn:i, îáîçíà÷èì ÷åðåç εni. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû {εni; i = 1, . . . , n} òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (A2),
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à ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xni = f(zn:i) + εni, i = 1, . . . , n.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

f∗
n,h(t)− f(t) = rn,h(t) + νn,h(t), (11)

ãäå

rn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

(
f(zn:i)− f(t)

)
Kh (t− zn:i)∆zni,

Jn,h(t) =

n∑
i=1

Kh(t− zn:i)∆zni,

νn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑
i=1

Kh (t− zn:i)∆zniεni.

(12)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Jh(t) =

1∫
0

Kh(t− z)dz.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî h < 1/2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Jh(t) = 1 ïðè âñåõ t ∈ [h, 1− h],

inf
t∈[0,1]

Jh(t) = 1/2, sup
t∈[0,1]

|Jn,h(t)− Jh(t)| ≤ 2Lδn/h.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåììû 1 ïðèâåäåíî â [12].

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî h < 1/2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

inf
t∈[h,1−h]

Jn,h(t) ≥ 1− 2Lδn/h.

Ýòî óòâåðæäåíèå íåòðóäíî èçâëå÷ü èç ëåììû 1.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî h < 1/2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

sup
t∈[h,1−h]

|rn,h(t)| ≤ 2−1Cfh
2 +

LCfδn(2 + δn/h)

1− 2Lδn/h
,

sup
t∈[0,h]∪[1−h,1]

|rn,h(t)| ≤
5

4
Cfh.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà 1-ãî ïîðÿäêà
ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà, èìååì

f(zn:i) = f(t) + f ′(t)(zn:i − t) + 2−1f ′′(qi)(zn:i − t)2,

ãäå qi � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó zn:i è t. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ âåëè÷èíû rn,h(t), îïðåäåëåííîé â (12), ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
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t ∈ [0, 1] ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

rn,h(t) = J−1
n,h(t)f

′(t)

n∑
i=1

(zn:i − t)Kh(zn:i − t)∆zni+

+2−1J−1
n,h(t)

n∑
i=1

f ′′(qi)(zn:i − t)2Kh(zn:i − t)∆zni.

(13)

Îòìåòèì, ÷òî ââèäó ñâîéñòâ ÿäðà K îáëàñòü ñóììèðîâàíèÿ â (13) ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì {i : |zn:i−t| ≤ h}, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì äëÿ
äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (13) îöåíè-
âàåòñÿ òåïåðü î÷åâèäíûì îáðàçîì:

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣J−1
n,h(t)

n∑
i=1

f ′′(qi)(zn:i − t)2Kh(zn:i − t)∆zni

∣∣∣∣∣ ≤ Cfh
2. (14)

Ïðè âûâîäå (14) ìû ó÷ëè òàêæå (4) è îïðåäåëåíèå (12) âåëè÷èíû Jn,h(t).
Îöåíèì òåïåðü ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (13). Ïîëîæèì

un,i,t,h =
zn:i − t

h
, ∆un,i,h = un,i,t,h − un,i−1,t,h, i = 1, . . . , n+ 1. (15)

Çàìåòèì, ÷òî {i : |zn:i − t| ≤ h} ≡ {i : |un,i,t,h| ≤ 1} è ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ

∆un,i,h ≡ ∆zni
h

,
∑

i:|un,i,t,h|≤1

∆un,i,h ≤ 2h+ δn
h

. (16)

Ïîñêîëüêó â ñèëó (A3) âûïîëíåíî
∫
|u|≤1 uK(u) = 0, òî c ó÷åòîì (15), (16)

è èçâåñòíîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûìè ñóììà-
ìè Ðèìàíà ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà îò ãëàäêîé ôóíêöèè íà îòðåçêå,
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [h, 1− h] èìååì∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(zn:i − t)Kh(zn:i − t)∆zni

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣h
∑

i:|un,i,t,h|≤1

un,i,t,hK(un,i,t,h)∆un,i,h

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣∣h
∑

i:|un,i,t,h|≤1

un,i,t,hK(un,i,t,h)∆un,i,h − h

∫
|u|≤1

uK(u)du

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ hmax

|u|≤1

∣∣(uK(u))′
∣∣ ∑
i:|un,i,t,h|≤1

(∆un,i,h)
2 ≤ Lδn

(
2 +

δn
h

)
. (17)

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ (17), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå çàâèñèò îò t,
ìû ó÷ëè òàêæå îöåíêó èç (A3) è îáîçíà÷åíèå èç (A4). Òåïåðü èç (17), (4)
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è ëåììû 2 íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ ïåðâîãî ñëàãà-
åìîãî ïðàâîé ÷àñòè (13):

sup
t∈[h,1−h]

∣∣∣∣∣J−1
n,h(t)f

′(t)

n∑
i=1

(zn:i − t)Kh(zn:i − t)∆zni

∣∣∣∣∣ ≤ LCfδn
(
2 + δn/h

)
1− 2Lδn/h

.

Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íî îöåíêå (14), èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣J−1
n,h(t)f

′(t)
n∑

i=1

(zn:i − t)Kh(zn:i − t)∆zni

∣∣∣∣∣ ≤ Cfh.

Ýòè îöåíêè âìåñòå ñ ïðåäñòàâëåíèåì (13) è ñîîòíîøåíèåì (14) çàâåðøà-
þò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. □
Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, äî-

êàçàííîå â [12].

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáûõ y > 0 è h ∈ (0, 1/2) íà ïîäìíîæåñòâå ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì δn < h/(8L), èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

PFn

(
(σ L)−1δ−1/2

n h sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > x

)
≤ 1028(

1− 4Lδn/h
)2x−2,

ãäå ñèìâîë PFn îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ïðè ôèêñàöèè σ-àë-
ãåáðû Fn, ââåäåííîé â óñëîâèè (A2).

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïîëîæèì

ζn(h) = sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)|.

Ñ ó÷åòîì ëåììû 4 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

P
(
ζn(h) > y, δn ≤ h/(8L)

)
= EI

(
δn ≤ h/(8L)

)
PFn

(
ζn(h) > y

)
≤

≤ 4112σ2L2y−2h−2Eδn.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P
(
ζn(h) > y) ≤ 4112σ2L2y−2h−2Eδn + P

(
δn > h/(8L)

)
.

Íàì îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì (11) è ïåðâûì óòâåðæäåíè-
åì ëåììû 3. Èñïîëüçóÿ æå âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû 3, íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì îöåíêó (8), ïðèâåäåííóþ â çàìå÷àíèè 5.
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