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1 Введение

В работе рассматривается следующая регрессионная модель: даны на-
блюдения X1, . . . , Xn (так называемые отклики), которые представимы
в виде

Xi = f(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (1)
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local constant kernel estimators for smooth regression functions.
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где f(t), t ∈ [0, 1], — неизвестная достаточно гладкая (?) скалярная функ-
ция; ненаблюдаемые погрешности {εi, i = 1, . . . , n} — центрированные
случайные величины, не обязательно независимые или одинаково рас-
пределенные; величины {zi, i = 1, . . . , n} нам известны и могут быть как
случайными, так и детерминированными. Таким образом, мы наблюдаем
лишь зашумленные значения {Xi, i = 1, . . . , n} регрессионной функции
f в некотором известном наборе ее аргументов {zi, i = 1, . . . , n}, кото-
рый мы будем называть набором регрессоров или просто регрессорами.
Задача состоит в том, чтобы по парам наблюдений {(zi, Xi); i = 1, . . . , n}
восстановить (оценить) функцию f .

Большое число работ посвящено решению задачи оценивания функ-
ции f методами ядерного сглаживания в тех или иных условиях на па-
раметры модели (1) (например, в случае достаточно гладких функций в
качестве ориентира укажем недавние работы [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8],
[9], [10], [11]). Чтобы оценить регрессионную функцию, с необходимостью
нужно накладывать те или иные ограничения на регрессоры. Модели с
детерминированными и случайным регрессорами рассматриваются, как
правило, отдельно (вне зависимости от ограничений на другие парамет-
ры модели), при этом используются условия регулярного заполнения
области определения регрессионной функции или те или иные формы
слабой зависимости (см., например, вышеуказанные работы). Универ-
сальные и более общие условия на регрессоры предложены в работах
[12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], в которых реализуется (в условии лишь
непрерывности регрессионной функции) следующая идея: для того, что-
бы восстановить регрессионную функцию, относительно регрессоров до-
статочно требовать лишь условие асимптотически плотного заполнения
области определения регрессионной функции. Условия такого типа по
сути являются необходимыми. В отличие от известных ранее результа-
тов, новые условия на регрессоры в терминах плотных данных универ-
сальны и нечувствительны к стохастической природе регрессоров, что
позволяет в едином подходе рассматривать ситуацию детерминирован-
ных и случайных регрессоров, при этом без требования соответствую-
щих условий регулярности или слабой зависимости.

Оказывается, для достаточно гладких регрессионных функций точ-
ность равномерной аппроксимации универсальных локально-постоянных
ядерных оценок из [12] может быть улучшена. Установление отмеченно-
го факта и является целью настоящей заметки. При этом от регрессо-
ров, как и в [12], мы будем требовать лишь свойство плотного заполне-
ния области определения регрессионной функции. Стоит отметить, что
подобный эффект для классических ядерных оценок и условий на ре-
грессоры хорошо известен (см. например, [19] в случае оценок Надарая–
Ватсона при условии независимости и одинаковой распределенности ре-
грессоров).
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2 Основные результаты

Нам потребуется ряд условий.
(A1) Даны двумерные наблюдения {(zi, Xi); i = 1, . . . , n}, представи-

мые в виде
Xi = f(zi) + εi, i = 1, . . . , n, (2)

где f(t) — неизвестная дважды непрерывно дифференцируема скаляр-
ная функция на [0, 1], случайные погрешности {εi; i = 1, . . . , n} нена-
блюдаемы, набор регрессоров {zi; i = 1, . . . , n} состоит из случайных
величин, вообще говоря, с неизвестными распределениями со значения-
ми на [0, 1], не обязательно независимых или одинаково распределенных.
Предполагается, что случайные величины {zi; i = 1, . . . , n} могут зави-
сеть от n.

Замечание 1. Отметим, что условие (A1) включает в себя и ситуацию
фиксированных регрессоров. Отрезок [0, 1] в качестве области измене-
ния регрессоров мы рассматриваем исключительно с целью простоты
изложения.

(A2) При всех n ≥ 1 случайные погрешности {εi; i = 1, . . . , n} с веро-
ятностью 1 при всех i, j ≤ n, i 6= j, удовлетворяют следующим условиям:

EFnεi = 0, sup
i≤n

EFnε2
i ≤ σ2, EFnεiεj = 0, (3)

где константа σ2 > 0 неизвестна и не зависит от n, а символ EFn обозна-
чает условное математическое ожидание при фиксации σ-алгебры Fn,
порожденной случайными величинами {zi; i = 1, . . . , n}.

(A3) Ядерная функция K(t), t ∈ R является плотностью симметрич-
ного распределения с носителем [−1, 1], т.е. K(t) ≥ 0, K(t) = K(−t)
при всех t ∈ [−1, 1] и

∫
[−1,1] K(t)dt = 1. Кроме того, ядерная функ-

ция K(t) непрерывно дифференцируема на открытом интервале (0, 1)
и supt∈[0,1](K(t) + |K ′(t)|) ≤ L < ∞ при L ≥ 1.

Введем еще ряд обозначений и соглашений. Положим

Kh(t) = h−1K(h−1t).

Понятно, что Kh(t) — плотность распределения на [−h, h]. C учетом
условия (A1) обозначим через Cf > 0 константу, удовлетворяющую со-
отношению

sup
t∈[0,1]

(|f ′(t)|+ |f ′′(t)|) ≤ Cf < ∞.

Запись ζn = Op(ηn) означает, что для некоторой величины ηn > 0 (воз-
можно, случайной) и всех чисел M > 0 выполнено

lim supP(|ζn|/ηn > M) ≤ β(M),

где функция β(M) не зависит от параметров рассматриваемой модели
и limM→∞ β(M) = 0. Символ Õp(ηn) будет использоваться в случае, ес-
ли функция β(M) может зависеть параметров модели (за исключением
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объема наблюдений n). Условимся, что всюду в дальнейшем все преде-
лы, если не оговорено иное, берутся при n →∞.

Обозначим через zn:1 ≤ . . . ≤ zn:n элементы вариационного ряда, по-
строенного по выборке регрессоров {zi; i = 1, . . . , n}. Положим zn:0 = 0,
zn:n+1 = 1 и ∆zni = zn:i − zn:i−1, i = 1, . . . , n + 1. Отклики из (2),
ассоциированный с порядковой статистикой zn:i, обозначим через Xni.
Универсальную локально-постоянную оценку f∗n,h(t) для функции f(t)
определим равенством

f∗n,h(t) =

∑n

i=1
XniKh(t− zn:i)∆zni

∑n

i=1
Kh(t− zn:i)∆zni

. (4)

Заметим, что

f∗n,h(t) = arg min
a

n∑

i=1

(Xni − a)2Kh(t− zn:i)∆zni,

т.е. ядерная оценка f∗n,h(t), как и классические оценки Надарая-Ватсона,
является оценкой взвешенного метода наименьших квадратов и принад-
лежит классу локально–постоянных оценок. Но в методе наименьших
квадратов используются другие веса, определяемые порядковыми ста-
тистиками {zn:i}, а вместо исходных наблюдений Xi участвуют конкоми-
танты Xni, ассоциированные с указанными порядковыми статистиками.

Введем, наконец, следующее центральное условие.
(A4) Имеет место предельное соотношение δn = max1≤i≤n+1 ∆zni

p→ 0.

Замечание 2. Условие (A4) является единственным ограничением на
регрессоры, гарантирующем равномерную состоятельность универсаль-
ных локально–постоянных ядерных оценок f∗n,h(t). Таким образом, отно-
сительно регрессоров требуется лишь, чтобы они c увеличением объема
выборки n с высокой вероятностью образовывали измельчающееся раз-
биение области задания регрессионной функции f . Подробнее условия
такого типа обсуждаются в [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [20], [21].

Основным результатом работы является следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (A1)–(A3). Тогда для любого
фиксированного h ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1 справедливо соотношение

sup
t∈[0,1]

|f∗n,h(t)− f(t)| ≤ 6LCf

(
(1 + δn/h)h2 + δn

)

1− 4Lδn/h
+ ζn(h), (5)

где случайная величина ζn(h) такова, что

P (ζn(h) > y) ≤ Cσ2L2y−2h−2Eδn + P(δn > h/(8L))

и C есть абсолютная положительная константа.

Замечание 3. Формально в теореме 1 не требуется выполнение условия
(A4), но приведенные оценки становятся содержательными лишь в этом
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случае. Аналогичное замечание справедливо и для приводимой далее
теоремы 2.

Замечание 4. Отметим, что для малости первого слагаемого в пра-
вой части (5) с необходимостью нужно требовать следующее условие
на размер окна h: h = hn → 0 c ростом объема выборки. Далее, если
выполнено (A4), то ζn(h) = Op

(
(σ + 1)Lh−1(Eδn)1/2

)
. Таким образом,

для сходимости ζn(h)
p→ 0 требуется, чтобы размер окна h = hn → 0

удовлетворял соотношению Eδn/h2
n → 0. Последнее соотношение в силу

неравенства Маркова очевидным образом влечет сходимость δn/h2
n

p→ 0,
так что первое слагаемое в правой части в (5) есть Õp(h2

n). Таким обра-
зом, в качестве размера окна h = hn можно выбрать, например, решение
уравнения h−1(Eδn)1/2 = h2. Фактически таким образом определенный
размер окна уравнивает по h порядок малости обоих слагаемых в пра-
вой части оценки для супремальной нормы, приведенной в теореме 1. В
частности, если Eδn = O(1/n), то hn = O

(
n−1/6

)
.

Из теоремы 1 и замечания 4 получаем

Следствие 1. Если выполнены условия теоремы 2 и условие (A4), то
существует последовательность h = hn → 0, для которой имеет
место предельное соотношение

γn = |f∗n,hn
(t)− f(t)| p→ 0.

В частности, если в качестве размера окна hn взять решение уравне-
ния h−1

n (Eδn)1/2 = h2
n, то γn = Õp

(
h2

n

)
.

Рассмотрим теперь для сравнения некоторые известные ранее резуль-
таты о равномерной состоятельности универсальной локально-постоян-
ной ядерной оценки f∗n,h(t) для негладких непрерывных регрессионных
функций.

Частным случаем теоремы 1 из [12] для непрерывных регрессионных
функций является следующий результат.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (A1)–(A3). Тогда для любого
фиксированного h ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

sup
t∈[0,1]

|f∗n,h(t)− f(t)| ≤ ωf (h) + ζn(h), (6)

где ωf (h) = supt,s∈[0,1]:|t−s|≤h |f(t) − f(s)|, а случайная величина ζn(h)
определена в теореме 1.

Замечание 5. C учетом того, что при выполнении (A4) справедливо
соотношение ζn(h) = Op

(
(σ + 1)Lh−1(Eδn)1/2

)
, в качестве размера окна

h = hn → 0 можно взять, например, решение уравнения h−1(Eδn)1/2 =
ωf (h). Фактически таким образом выбранный размер окна уравнивает
по h порядок малости обоих слагаемых в правой части оценки для супре-
мальной нормы, приведенной в теореме 2. Еще раз стоит отметить, что
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в условии (A1) для справедливости утверждения теоремы 1 достаточно
требовать лишь непрерывность регрессионной функции f(t).

Из теоремы 2 и замечания 5 получаем

Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 2 и условие (A4), то
существует последовательность h = hn → 0, для которой имеет
место предельное соотношение

γn = |f∗n,hn
(t)− f(t)| p→ 0.

В частности, если в качестве hn выбрать решение уравнения

h−1
n (Eδn)1/2 = ωf (hn),

то γn = Õp

(
ωf (hn)

)
.

Замечание 6. Пусть Eδn = O(1/n) и функция f(t) удовлетворяет усло-
вию Гельдера с показателем α ∈ (0, 1]. Тогда hn = O

(
n
− 1

2(1+α)
)
и ωf (hn) =

O
(
n
− α

2(1+α)
)
. В частности, если функция f удовлетворяют условию Лип-

шица (α = 1), то γn = Õp(n−1/4). Таким образом, при выполнении (A4)
из результатов [12] получаем лишь соотношение γn = Õp(n−1/4), а в каче-
стве следствия теоремы 1 (см. следствие 1 и замечание 4) — соотношение
γn = Õp(n−1/3).

3 Доказательство основного результата

Всюду в этом разделе считаем выполненными условия (A1)–(A3). По-
грешности из регрессионного уравнения (2), ассоциированные с поряд-
ковой статистикой zn:i, обозначим через εni. Нетрудно видеть, что слу-
чайные величины {εni; i = 1, . . . , n} также удовлетворяют условию (A2),
а регрессионное уравнение (2) можно переписать следующим образом:

Xni = f(zn:i) + εni, i = 1, . . . , n.

Принимая во внимание это соотношение, получаем тождество

f∗n,h(t)− f(t) = rn,h(t) + νn,h(t), (7)

где

rn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑

i=1

(
f(zn:i)− f(t)

)
Kh (t− zn:i)∆zni,

Jn,h(t) =
n∑

i=1

Kh(t− zn:i)∆zni,

νn,h(t) = J−1
n,h(t)

n∑

i=1

Kh (t− zn:i)∆zniεni.

(8)

Введем обозначение Jh(t) =
∫ 1
0 Kh(t− z)dz.
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Лемма 1. Для любого h < 1/2 имеют место соотношения

Jh(t) = 1 при всех t ∈ [h, 1− h],
inf

t∈[0,1]
Jh(t) = 1/2, sup

t∈[0,1]
|Jn,h(t)− Jh(t)| ≤ 2Lδn/h.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1 приведено в [12].

Лемма 2. Для любого h < 1/2 имеют место соотношения

inf
t∈[0,1]

Jn,h(t) ≥ 1/2− 2Lδn/h.

Это утверждение нетрудно извлечь из леммы 1.

Лемма 3. Для любого h < 1/2 имеют место соотношения

sup
t∈[0,1]

|rn,h(t)| ≤ 6LCf

(
(1 + δn/h)h2 + δn

)

1− 4Lδn/h
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

µn,h(t) =
n∑

i=1

(
f(zn:i − f(t)

)
Kh(zn:i − t)∆zni,

un,i,t,h =
zn:i − t

h
, ∆un,i,h = un,i,t,h − un,i−1,t,h ≡ ∆zni

h
, i = 1, . . . , n + 1

(9)

и заметим, что ввиду свойств ядра K область суммирования в последней
вышеуказанной сумме есть множество

{i : |zn:i − t| ≤ h} ≡ {i : |un,i,t,h| ≤ 1}.
Этот факт является принципиальным для дальнейших рассуждений.
Для любого фиксированного t ∈ [0, 1] имеем

µn,h(t) = f ′(t)h
∑

i:|un,i,t,h|≤1

un,i,t,hK(un,i,t,h)∆un,i,h +

+2−1h2
∑

i:|un,i,t,h|≤1

f ′′(qn,i,t)u2
n,i,t,hK(un,i,t,h)∆un,i,h ≡ I1 + I2,

где точка qn,i,t лежит между t и zn:i, тем самым |qn,i,t| ≤ h. Заметим,
что в силу (A3) выполнено

∫ 1
−1 uK(u) = 0, а потому c учетом известной

оценки погрешности аппроксимации интегральными суммами Римана
соответствующего интеграла от гладкой функции на отрезке, имеем

|I1| ≤ h|f ′(t)|
∣∣∣

∑

i:|un,i,t,h|≤1

un,i,t,hK(un,i,t,h)∆un,i,h −
∫

|u|≤1

uK(u)du
∣∣∣ ≤

≤ 3Cfh max
|u|≤1

(K(u) + |u||K ′(u)|)max
i

∆un,i,h ≤ 3CfLδn. (10)

Далее, c учетом условия (A3) выполнено
∑

i:|un,i,t,h|≤1

∆un,i,h ≤ 2h + δn

h
.
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Таким образом, для любого фиксированного t справедлива оценка

|I2| ≤ h2LCf (1 + δn/h),

при этом правая часть этого соотношения, как и правая часть соотно-
шения (10), не зависит от t. Следовательно,

sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)| ≤ sup
t∈[0,1]

|I1|+ sup
t∈[0,1]

|I2| ≤ 3CfLδn + h2CfL(1 + δn/h). (11)

Учтем теперь, что в силу определений (8) и (9) выполнено

sup
t∈[0,1]

|rn,h(t)| ≤ sup
t∈[0,1]

|µn,h(t)|
(

inf
t∈[0,1]

Jn,h(t)
)−1

.

Эта оценка вместе с соотношением (11) и утверждением леммы 2 завер-
шает доказательство. ¤

Нам также потребуется следующее вспомогательное утверждение из [12].

Лемма 4. Для любых y > 0 и h ∈ (0, 1/2) на подмножестве элементар-
ных исходов, определяемых соотношением δn < h/(8L), имеет место
следующая оценка:

PFn

(
(σ L)−1δ−1/2

n h sup
t∈[0,1]

|νn,h(t)| > x

)
≤ 1028(

1− 4Lδn/h
)2 x−2.

Завершим теперь доказательство теоремы 1. Положим

ζn(h) = supt∈[0,1] |νn,h(t)|.
С учетом леммы 4 имеет место следующее соотношение

P
(
ζn(h) > y, δn ≤ h/(8L)

)
= EI

(
δn ≤ h/(8L)

)
PFn

(
ζn(h) > y

) ≤
≤ 4112σ2L2y−2h−2Eδn.

Следовательно,

P
(
ζn(h) > y) ≤ 4112σ2L2y−2h−2Eδn + P

(
δn > h/(8L)

)
.

Нам остается воспользоваться тождеством (7) и утверждением леммы 3.
Теорема 1 доказана.
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