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Abstract: The paper studies algorithms for solving applied problems
of estimating the areas of solutions of differential equations. Such
problems arise when assessing the practical stability of movements
on a finite time interval, when determining the areas of attainability
of controlled systems, when assessing the areas of survivability of
controlled systems, when calculating guaranteed (not probabilistic)
boundaries of zones of dangerous states of technical systems, when
computing bounded values of parameters of technical systems that
correspond to the boundaries of dangerous zones, when calculating
the maximum deviations of movements in order to control whether
the system’s trajectory enters a dangerous zone. In the problems
listed above, for some of the parameters, only estimates of the
ranges of their values are known, which leads to the emergence of
sets of solutions. The difficulty in solving these problems lies in
the fact that most methods for estimating solution sets of ODE
systems (or calculating upper and lower boundaries of solutions)
lead to a strong increase in the boundaries of these solution sets. In
this case, the problem of finding a solution to the same ODE system
with numerical values of the parameters can be correctly posed and
a convergent method can exist for it. To overcome such growth of
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boundaries of solution sets, it is useful to regularize the estimates of
boundaries of solution sets by moving to a linear approximation of
the original system. This regularization is specified by the values of
compression/extension in given directions, displacement along the
time axis, and rotation by a certain angle of the selected directions
of the solution set.

Keywords: perturbations, solution set, interior solution, boundary
solution, regularization, compression, stretching, displacement, rotation
by an angle

1 Введение

Проблема оценки границ множеств решений систем обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ) важна в следующих прикладных
задачах [1]-[7]: при оценке практической устойчивости движений на ко-
нечном интервале времени, при определении областей достижимости
управляемых систем, при оценке областей выживаемости управляемых
систем, при вычисления гарантированных (не вероятностных) границ
зон опасных состояний технических систем, при вычислении пороговых
значений параметров технических систем, которые соответствуют гра-
ницам опасных зон, при вычислении предельных отклонений движений
для контроля попадания траектории системы в опасную зону.

В указанных выше постановках задачи определяются множества ре-
шений системы ОДУ с возмущающими воздействиями

dy

dt
= f(t, y, u), u ∈ U, y0 ∈ Y0, (1)

где y− это n− мерный фазовый вектор системы в евклидовом простран-
стве Rn, u− вектор возмущающих (управляющих) воздействий, U− ком-
пактное множество в евклидовом пространстве Rp, и Y0− множество
начальных данных. Необходимо также строить сечения множеств всех
решений этой системы при фиксированном времени.

Определение. Множество решений задачи (1), зависящих от возмуща-
ющего параметра

Y (t) = Y (t, Y0, U) =
⋃

y0∈Y0,u∈U
y(t, y0, u) = (2)

= {y(t0, y0, t, u) : t ≥ 0,
dy

dt
= f(t, y, u) , y(t0) ∈ Y0, u(t) ∈ U}

называется трубкой решений (интегральных кривых), и в общем случае
образует достаточно сложную область.

Включение в задачу (1) возмущений двух типов – возмущения, обо-
значаемого векторной функцией u(t) ∈ U и возмущения, обозначаемого
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множеством всех возможных значений начальных данных y0 ∈ Y0, рас-
ширяет класс решаемых задач, дает возможность учитывать как возму-
щающих так и управляющих воздействий. При этом возникает ряд до-
статочно сложных вопросов, требующих индивидуального анализа каж-
дого и внимательного подхода.

Во многих задачах налагается требование на возмущения (управляю-
щие воздействия): u(t) ∈ U. В границах u(t) ∈ U могут быть выбраны
разные возмущающие (управляющие) воздействия, приводящие к раз-
личным видам решений. Например, для системы

dy1(t)

dt
= y2(t) + u1(t), (3)

dy2(t)

dt
= −y1(t) + u2(t)

использование в качестве u1(t), u2(t) функций cos(t), sin(t),
t

t2 + 1
и дру-

гих зависимостей, удовлетворяющих включению u(t) ∈ U, влечет линей-
ный или полиномиальный рост решений с различными градиентами ро-
ста, то есть приводит к заметным различиям. На самом деле решения
системы (3) без возмущения – это колебания, поведение этого решения
имеет еще большое отличие от различных растущих решений. Как пра-
вило в прикладных задачах находится и используется только оценка
максимального значения растущего решения. В итоге вычисленные гра-
ницы оценок множеств решений могут не соответствовать действитель-
ному поведению решений системы (3) под влиянием различного вида
возмущающих (управляющих) воздействий.

Далее в статье будем опираться на то, что решения дифференциаль-
ного уравнения определяют интегральные кривые (траектории решений,
в случае рассмотрения динамических систем). Исследование множества
решений (3), а значит и в общем случае исследование интегральных кри-
вых множества решений (2) достаточно сложно, так как множество инте-
гральных кривых системы ОДУ может содержать окружности, эллипсы,
параболы, гиперболы, логарифмические спирали и образовывать раз-
личные фазовые портреты на фазовой плоскости. Эти факты в совокуп-
ности являются причиной трудно предсказуемого вида оценок множеств
траекторий решений. Сложно или даже иногда невозможно описать, как
ведет граница множества траекторий, и записать формулу границы, про-
гнозировать поведение границы в каждой точке. Поэтому определяются
приближения этого множества решений, включающие множество реше-
ний.

Чтобы приблизить оценки множеств решений к поведению множеств
решений, будем использовать то, что управляющие воздействия могут
выбираться независимо от свойств решений. На основе этого оценки мно-
жеств решений (2) эффективнее получать отдельно при различных клас-
сах управляющих воздействий. Но это будет темой другой статьи.
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Далее в этой статье будем полагать,что условие u(t) ∈ U заменено на
условие u(t) = 0. Это условие не приводит к существенным изменениям
алгоритма оценки множсевт решений, но сокращает объем изложения.

Для большей эффективности описания включений множеств решений
предлагается использовать символьные формулы — комбинации знаков
операций, констант и переменных величин, имеющие самостоятельный
смысл. Эти формулы представляют собой сообщения, указывающие на
алгоритм вычисления значения выражения, либо запись выражения для
определения области значений величины через свои параметры. В боль-
шинстве случаев символьные формулы являются приближениями фор-
мул точных решений. Так как большая часть систем ОДУ не интегри-
руется в квадратурах, символьные формулы не могут быть заданы как
формулы точных решений исходных систем.

2 Описание метода оценки множеств решений

Полагаем, что для системы (1) выполнены следующие условия.
1. Вектор функция f(t, y) непрерывна по совокупности переменных

t, y в области [t0, T ] × Rn, а также для любой ограниченной замкнутой
области D ⊂ [t0, T ] × Rn существует такая положительная константа
L < ∞, что

∥ f(t, y1, u)− f(t, y2, u) ∥≤ L ∥ y1 − y2 ∥ (4)

для всех (t, y) ∈ [t0, T ]×Rn. Условие 1 можно заменить на условие
1.a. Правая часть системы (1) является нелинейной функцией, непре-

рывно дифференцируемой по y, в области (t, y, u) ∈ [t0, T ]×Rn

2. Существует такая положительная константа k < ∞,, что

∥ f(t, y, u) ∥≤ k(1+ ∥ y ∥)

для всех (t, y) ∈ [t0, T ]×Rn.
В известных работах оценки множеств решений выполняются одним

из следующих способов:
1) поточечное описание оценок множеств решений;
2) представление оценок множеств решений неравенствами;
3) представление множеств решений опорной функцией, определяю-

щейся формулой для ограниченного, выпуклого множества Y, r(s) =
maxy∈Y (y, s);

4) параметрическое описание границы оценок множества решений;
5) аппроксимация множеств решений классом более простых областей

некоторой фиксированной формы (например, эллипсоидами, параллеле-
пипедами,шарами, выпуклыми многогранниками) и выполнение специ-
альных операций над этими множествами.

Достаточно большой объем задач оценки множеств достижимости вы-
полняют методы, основанные на приближении множеств объединением
точек ("пикселов") [5], точки определяются при численном решении си-
стем ОДУ.
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Эти методы могут требовать выполнения большого объема вычисле-
ний и использования большого объема памяти. Для них имеет место
явление "расширяющейся сетки"(чем больше множество, тем больше то-
чек необходимо для его аппроксимации). Поэтому построение все более
точных оценок множеств решений является актуальной задачей.

Для краткого описания алгоритмической схемы оценки множеств ре-
шений системы ОДУ обозначим Y0− область начальных данных, T−
интервал времени, N− число шагов по времени, δ = T

N .
Основу символьного алгоритма составляет построение векторных сим-

вольных формул Sym(ti, Y0, y1, ..., yn) = (Symk(ti, Y0, y1, ..., yn), k = 1, ..., n)
на каждом интервале времени [0, δ] так, чтобы оценка⋃

y0∈Y0

Sym(ti, y0, ..., yn) ⊇ Y (ti) = Y (ti, Y0),

Y (ti) = Y (ti, Y0) определялась из формулы (2). Для этого символьные
формулы должны достаточно точно приближать точное решение. При
этом самыми трудоемкими операциями будут операции по организации и
хранению символьных формул, участвующих в вычислениях оценок об-
ластей значений, а общее число этих операций будет существенно мень-
шим по сравнению с числом операций, выполняемых при вычислении
области значений решений.

На следующем шаге численного алгоритма на основе построенных
символьных формул решений, вычисляются оценки множеств решений
как оценки областей значений построенного символьного выражения [8]-
[12]. Например, вычисляются величины

max
y0,k∈Y0

Symk(ti, y0, ..., yn), k = 1, ..., n.

Эффективность алгоритма оценивания областей значений по символь-
ной формуле определяется малыми затратами времени и числа опера-
ций. Это показано в работах [8]- [12].

Для построения символьных формул можно использовать методы, ос-
нованные на инъективности (взаимной однозначности) решения/оператора
сдвига вдоль траектории системы нелинейных ОДУ для определенных
классов систем ОДУ [10], [12]. Характерный признак таких систем –
ограниченность решений на всем интервале интегрирования. При вы-
полнении этого свойства оператора сдвига граница множества решений
переходит в границу этого множества в разные моменты времени. Это
дает возможность выделить опорную точку внутри множества решений,
а также реперные (обозначающие рубеж) точки на границе начальных
данных. Применяя численный метод к задачам с реперными точками
на границе множества начальных данных и к опорной точке вычисляем
набор характерных точек множества решений в различные значения вре-
мени. Для линейных систем ОДУ свойство взаимной однозначности есть
следствие формулы Коши общего решения. Кроме этого имеет место
свойство аффинности отображений, задаваемых решениями линейными
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системами ОДУ. Для нелинейных систем ОДУ, имеющих единственные
решения для каждого из значений из некоторой области начальных дан-
ных, решения будут переводить границы областей начальных данных
в границы областей решений в каждый конкретный момент времени.
Класс таких нелинейных систем ОДУ состоит из систем, удовлетворяю-
щих ограничениям равномерной ограниченности решений (устойчивых
по Лагранжу).

Для системы (1) с нелинейной правой частью можно построить «воз-
мущенную» систему, связанную с системой (1) с измененными началь-
ными данными,

dy

dt
= f(t, y), u(t0) = y0 (5)

dz

dt
= f(t, z) + g(t, z), z(t0) = y0 (6)

соответственно, и предположим, что производная ∂f
∂y существует и непре-

рывна. Тогда решения этих систем связаны соотношением [16], [17]

z(t) = y(t) +

∫ 1

0

∂y

∂y0
(t0, t, y0 + s(z0 − y0))(z0 − y0)ds+ (7)

+

∫ t

t0

∂y

∂y0
(s, t, z(s))g(s, z(s))ds.

Это соотношение помогают оценивать отклонения решений систем
ОДУ под влиянием возмущений, то есть оценивать множества решений
системы с возмущениями.

При этом следует учесть, что множества решений ОДУ имеют слож-
ные границы (граничные поверхности в пространстве размерностей),
которые невозможно описать формулами. В результате используются
возможности – либо описать значения граничных поверхностей в набо-
ре дискретных точек (на сетке), либо вычислить оценки максимальных
значений в направлениях осей координат, либо вычислить оценки мак-
симальных значений в любом выбранном направлении.

Применим символический метод для оценки множеств решений урав-
нения колебаний (??) с начальными данными −0.1 ≤ y1(t0) ≤ 0.1, 0.9 ≤
y2(t0) ≤ 1.1 учитывая геометрические свойства множеств решений.

dy1
dt

= y2, (8)

dy2
dt

= −y1.

Получаем хорошее совпадение оценок с точными границами множеств
решений, изображенное на рисунке 1 на достаточно большом интервале
времени. При этом вычислительные затраты на построение оценок этой
задачи формируются за счет нескольких вычислений по построенной
символьной формуле и невелики [8]-[12].
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Рис. 1. Вычисленные границы множества решений зада-
чи (3) на интервале времени [0, 50].

Множество решений Y (t, t0, y0) =
⋃

y0∈Y0
y (t, t0, y0) состоит из траек-

торий

y(t, t0, y0) = (y1(t, t0, y0), y2(t, t0, y0), ...., yn(t, t0, y0)) .

Среди траекторий, входящих в это множество решений, выделим ба-
зовую траекторию (всегда входящую в набор траекторий) y (t, t0, y0) ∈
Y (t, t0, y0) для любого t ∈ T , а также граничную траекторию ybound(t, t0, y0).
Граничная траектория множества решений определяется так – для лю-
бого ε > 0 в ε− окрестности этой траектории есть точка, не принадлежа-
щая ни одной траектории из Y (t, t0, y0) =

⋃
y0∈Y0

y (t, t0, y0) : для любого
ε > 0 существует zouter такой, что d (ybound, zouter) < ε, zouter ̸= y (t, t0, y0)
для любого y0 ∈ Y0.

Необходимо определить, при каких условиях существует граничная
траектория множества решений, а также может ли существовать внут-
ренняя точка, лежащая на граничной траектории.

До сих пор достаточно проблематично полностью исследовать свой-
ство инъективности (взаимной однозначности) решений ОДУ. Для ли-
нейных систем ОДУ свойство взаимной однозначности является след-
ствием формулы Коши общего решения. Кроме того, существует свой-
ство аффинности для отображений, определяемых решениями линейных
систем ОДУ.

Для исследования инъективности решений нелинейных систем ОДУ
должно существовать единственное решение в некоторой области исход-
ных данных и быть ограниченным. Тогда границы областей начальных
данных траектории системы ОДУ переводят в границы областей реше-
ний.

Оценки множеств решений системы (9) служит иллюстрацией пове-
дения внутренних и внешних точек множества решений.
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Рис. 2. Вычисленные границы множеств решений задачи
(9), проекция в пространство y1, y2, y3 на интервале вре-
мени [0, 15]

dy1
dt

= −y2 − y3,

dy2
dt

= y1 + 0.25y2 + y4, (9)

dy3
dt

= y1y3 + 3

dy4
dt

= −0.5y3 + 0.05y4

yi(t0) ∈ [−1, 1] , i = 1, ..., 4.

3 Регуляризация алгоритма оценки множеств решений

Сложности, возникающие в задачах оценки множеств решений систем
ОДУ, привели к необходимости провести анализ этой ситуации и создать
необходимые корректировки алгоритмов. Сильный рост границ оценок
наблюдается в большинстве методов оценки множеств решений. Одной
их причин является, например, то, что при оценивании множеств реше-
ний используются системы ОДУ с размерностью вдвое большей размер-
ности исходной системы, то есть изменяется структура задачи. Струк-
турно возмущенные системы достаточно часто могут быть неустойчивы-
ми по Ляпунову. В итоге возрастание границ оценок множеств решений
во многих известных методах может быть объяснено некорректностью
алгоритмов оценивания границ множеств решений

Чтобы устранить влияние этого, в символьных методах проводит-
ся детальный анализ причин, вызывающих рост границ оценки мно-
жеств решений, и выполняется регуляризация алгоритма оценивания.
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А.Н.Тихоновым было сформулировано понятие регуляризирующего ал-
горитма (регуляризирущего оператора, регуляризатора) для некоррект-
но поставленной задачи как однопараметрического семейства операто-
ров, специальным образом аппроксимирующего обратный оператор и
обеспечивающего при согласовании параметра с уровнем погрешности
исходных данных устойчивое восстановление искомого решения [13]. Для
корректных по Адамару задач в качестве формального регуляризирую-
щего алгоритма может быть взят сам обратный оператор. Другое де-
ло, что такой алгоритм может оказаться неконструктивным (практиче-
ски нереализуемым). Понятие регуляризирующего алгоритма оказалось
весьма эффективным и работоспособным [13], [14],[15].

Пусть H,F,G− гильбертовы пространства, d− множество точных на-
чальных данных, например, d = {A, f, L, g}, dσ — множество приближен-
ных данных основной задачи с компонентами того же типа, например,
dσ = {Â, f̂ , L̂, ĝ} , σ = (h, δ, t, τ) — вектор точности (измеряющий погреш-
ность приближенных данных для каждой компоненты). Отображение
Rσ, ставящее в соответствие приближенным данным Uσ ⊂ D некоторое
непустое множество dσ, определяет приближенный метод решения ос-
новной задачи. Будем обозначать Uσ = Rσ. Если выполняются условия

limσ→0supu∈Uσ ∥ Au− f ∥F≤ µA, limσ→0supu∈Uσ ∥ Lu− g ∥G≤ νL,

то приближенный метод Rσ называется регулярным [14].
Вектор точности данных σ → 0, если все его компоненты стремятся к

нулю.
Теорема. Для сходимости метода Rσ решения основной задачи необ-

ходимо и достаточно, чтобы метод был регулярным.[14].
Среди решений, входящих в множество решений, выделим базовое ре-

шение (всегда включенное в множеств решение) y (t, t0, y0) ∈ Y (t, t0, y0)
для любого t ∈ T , а также граничное решение ybound(t, t0, y0) ∀ε > 0 в
ε−окрестности этого решения есть точка, не принадлежащая ни одному
решению из Y (t, t0, y0).

Необходимо определить, при каких условиях существует граничное
решение множества решений, а также может ли существовать внутрен-
няя точка, лежащая на граничном решении: ∃ε > 0 ∃ zouter такое, что
d (ybound, zouter) < ε, zouter ̸= y (t, t0, y0) для любого y0 ∈ Y0?

Полезно предварительно построить регуляризацию оценок границ мно-
жеств решений, переходя к линейной аппроксимации исходной систе-
мы. Регуляризация для этой задачи означает поиск информации о мно-
жестве подходящих для оценки решений и задается значениями сжа-
тия/расширения в заданных направлениях, смещения по оси времени и
поворота на определенный угол [18].

Можно говорить о деформации множества решений в линейном при-
ближении (в некотором смысле напоминая линейную теорию упругости).
Бесконечно малые векторы, исходящие из центра исходного множества
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(например, шара малого радиуса ρ), под действием аффинора (аффин-
ного тензора) переходят в векторы, исходящие из центра смещенного (и
деформированного) множества. Это значит, что преобразование вектора
−−−→
MM ′ в вектор LL′ происходит (с заданной степенью точности) с помо-
щью аффинора E + ∆t · U , где U− производный аффинор векторного
поля скоростей, а ∆t− прошедший бесконечно малый период времени.

Область Ω, в которой задано векторное поле, можно моделировать с
помощью некоторой подвижной деформирующей среды. Пусть вектор
f(M) описывает скорость, с которой движется частица среды, находя-
щаяся в данный момент в точке M .

Каждая точка, в [18], названная условно частицей жидкости, описы-
вает определённую траекторию во времени

y1 = y1(t), y2 = y2(t), y3 = y3(t)

.
Проекции вектора скорости на оси координат в этом случае, как из-

вестно, равны
dyi
dt

, i = 1, 2, 3

. С другой стороны, вектор скорости совпадает в каждой точке M с
вектором поля f(M), а его проекции равны fi(M) = fi(y1(), y2(t), y3(t)).
Как результат

dyi
dt

= fi(y1, y2, y3), i = 1, 2, 3

Частица жидкости, находящаяся в данной точке M во времени, че-
рез бесконечно малый интервал времени ε = ∆t сместится на вектор
∆t · f(M), если пренебречь бесконечно малым интервалом времени ε =
∆t. малый более высокий порядок. Поскольку скорость движения жид-
кости зависит от ее положения, то в процессе движения скорость, во-
обще говоря, будет меняться. Однако за бесконечно малый промежуток
времени она успевает измениться, начиная со значения f(M), лишь на
бесконечно малую величину. В результате ∆t · f(M) дает перемещение с
ошибкой бесконечно малого высшего порядка (грубо говоря, бесконечно
малая ошибка по скорости ∆f умножается на другую Err = ∆ ·∆f).

Пусть M ′ — некоторая точка шара бесконечно малого радиуса ρ с
центром в M (некоторое решение выбирается в области решений). Под-
чинить все точки шара заданному смещению τ · f(M) по пути решения,
в частности, точки M,M ′ переходят в некоторые точки L,L′.

На этой основе можно полагать, что бесконечно малые векторы, выхо-
дящие из центра окрестности решений радиуса ρ, отображаются в векто-
ры, исходящие из центра смещенной (и деформированной) окрестности,
под действием аффинора U− линейного закон, по которому каждому
вектору в пространстве сопоставлен определенный вектор, обозначае-
мый y = Uz, (матрица производных ).
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Но результатом применения такого аффинора будет деформация, со-
зданная аффинором E + ∆t · B, и поворот под влиянием аффинора
E + ∆t · C. В этом случае bij , cij− симметричная и кососимметричная
части аффинора

bij =
1

2

(∂ai
∂yj

+
∂aj
∂yi

)
, (10)

cij =
1

2

(∂ai
∂yj

− ∂aj
∂yi

)
.

Пользуясь кинематическим объяснением Рашевского [18], получим, что
объемное расширение происходит с нулевой скоростью, т.е. любая об-
ласть пространства, заполненная частицами жидкости в начальный мо-
мент, смещается и деформируется со временем, не меняя своего объема
(это легко обосновать для бесконечно малых капель жидкости, а переход
к конечному объему требует дополнительных исследований). Деформа-
ция (изменение формы) области решения дифференциальных уравнений
происходит с увеличением времени.

Таким образом, преобразование вектора
−−−→
MM ′ в вектор

−−→
LL′ происхо-

дит (с заданной степенью точности) с помощью аффинора E + ∆t · U ,
где U− производный аффинор векторного поля скорости, а ∆t− — бес-
конечно малый период времени. Действие такого аффинора образует
чистую деформацию, порожденную аффинором E +∆t ·B, и вращение
с помощью аффинора E + ∆t · C. При этом B, C−симметричная и ко-
сосимметричная части аффинора U . В итоге в качестве регуляризатора
при отборе подходящих приближенных решений для построения границ
значения, используются формулы (7), (10).

4 Заключение

Для нелинейных систем ОДУ дифференциальных уравнений постро-
ение границ оценок множеств решений зависит от сложного характера
множества решений ОДУ и невозможности учесть поведение каждого из
решений, входящих в это множество. Границы множества решений бу-
дут зависеть от многих характеристик множеств решений – например,
наличия седловых точек, точек возврата, точек бифуркаций, дихото-
мии спектра собственных значений дифференциального оператора, на
которые может влиять возмущающее (управляющее) воздействие, ино-
гда являющееся негладкой функцией. Поэтому в статье показана эф-
фективность определения формулы решений, записанной в символьном
виде. Это позволяет вычислить граничные точки множества решений,
используя эту формулу. Граничные точки будут найдены как экстре-
мумы символьных выражений, учитывающие либо направления коор-
динатных осей, либо иные заданные направления. По заданному набору
граничных точек возможно описать множество, включающее множество
решений.
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В итоге можно реализовывать два варианта – либо описывать значе-
ния граничных поверхностей в наборе дискретных точек (на сетке), ли-
бо вычислять их оценки максимальных значений в направлениях коор-
динатных осей, например, максимум в любом выбранном направлении.
Предварительно полезно строить регуляризацию оценок границ мно-
жеств решений, переходя к линейному приближению исходной системы.
Под регуляризацией понимается нахождение информации о множестве
точных решений. В некотором смысле можно говорить о исследовании
деформации множества решений в линейном приближении.

Учитывая эту информацию о характеристиках множества решений
систем ОДУ под действием возмущений, в алгоритме подбираются на-
правления изменений решений под влиянием возмущений в соответствии
со значениями характеристик.
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