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1 Постановка начально-краевой задачи и формулировка
основного результата

В работе проводится анализ существования и единственности решения
начально-краевой задачи для одномерных уравнений динамики сжимае-
мой вязкой многокомпонентной среды (смеси) в изотермическом случае
(по поводу происхождения модели и ее физического смысла см. [1, 2, 3]).
В замыкании QT области QT = (0, T )× (0, 1) (T ∈ R+) требуется найти
плотность смеси ρ(t, x) > 0 и скорости ui(t, x) для каждой компоненты
с номером i = 1, . . . , N (N ∈ N, N ⩾ 2), удовлетворяющие следующей
системе уравнений, начальных и краевых условий:

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)

∂x
= 0, v =

N∑
j=1

αjuj , αj = const ∈ (0, 1),

N∑
j=1

αj = 1, (1)

ρ
∂ui
∂t

+ ρv
∂ui
∂x

+ αiR
∂ρ

∂x
=

N∑
j=1

νij
∂2uj
∂x2

, i = 1, . . . , N, R ∈ R+, (2)

ρ|t=0 = ρ0(x), ui|t=0 = u0i(x), i = 1, . . . , N, (3)

ui|x=0 = ui|x=1 = 0, i = 1, . . . , N. (4)

Здесь v — средневзвешенная скорость смеси, числовые коэффициенты
вязкостей νij , i, j = 1, . . . , N образуют симметричную матрицу вязкостей
N > 0, функции начальных данных ρ0(x), u0i(x), i = 1, . . . , N заданы.

Исследуемая система представляет собой некоторое обобщение извест-
ной системы уравнений Навье-Стокса динамики сжимаемой вязкой од-
нокомпонентной жидкости (газа) на многокомпонентный случай. Од-
ной из характерных ее особенностей является наличие стрших произ-
водных (производных второго порядка) от скоростей всех компонент
в уравнениях (2). В отличие от однокомпонентного случая, когда вяз-
кость является скаляром, в многокомпонентном случае коэффициен-
ты вязкостей νij образуют матрицу вязкостей N, элементы которой от-
вечают за вязкое трение [1, 2, 4, 5, 6, 7, 8]. Диагональные элементы
матрицы N отвечают за вязкое трение внутри каждой компоненты, а
недиагональные элементы отвечают за вязкое трение между компонен-
тами. Если матрица вязкостей диагональна, то уравнения (2) будут свя-
заны только через младшие члены и тогда результаты известные для
уравнений Навье-Стокса [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34] автоматически пере-
носятся на многокомпонентный случай. В работе рассматривается бо-
лее сложная ситуация недиагональной и нетреугольной матрицы вязко-
стей N. Вследствие этого, результаты известные для уравнений Навье-
Стокса автоматически не переносятся на уравнения (1), (2). Целью рабо-
ты является доказательство существования и единственности решения
задачи (1)–(4) без каких-либо упрощающих предположений о структуре
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матрицы N, кроме стандартных физических требований симметрично-
сти и положительной определенности. Вопросы однозначной разреши-
мости для уравнений (1), (2) в политропном случае изучались в работах
[35, 36], для родственных моделей многокомпонентных сред — в работах
[37, 38, 39, 40, 41, 42, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49].

Определение 1. Сильным решением задачи (1)–(4) называется со-
вокупность функций (ρ, u1, . . . , uN ) таких, что (i = 1, . . . , N)

ρ > 0, ρ ∈ L∞
(
0, T ;W 1

2 (0, 1)
)
,

∂ρ

∂t
∈ L∞

(
0, T ;L2(0, 1)

)
,

ui ∈ L∞
(
0, T ;W 1

2 (0, 1)
)⋂

L2

(
0, T ;W 2

2 (0, 1)
)
,

∂ui
∂t

∈ L2(QT ),

(5)

уравнения (1), (2) выполнены почти всюду в QT , начальные условия
(3) — для почти всех x ∈ (0, 1), а краевые условия (4) — для почти всех
t ∈ (0, T ).

Основной результат работы формулируется в виде следующей теоре-
мы.

Теорема 1. Пусть начальные данные в (3) удовлетворяют условиям

ρ0 > 0, ρ0 ∈ W 1
2 (0, 1), u0i ∈

◦
W 1

2 (0, 1), i = 1, . . . , N. (6)

Тогда существует единственное сильное решение задачи (1)–(4).

Доказательство Теоремы 1 состоит из нескольких этапов и проведе-
но в Разделах 2–6 настоящей работы. В Разделе 2 проведено исследова-
ние разрешимости приближенной начально-краевой задачи, полученной
из исходной задачи применением метода Галёркина по переменной x в
уравнениях (2). В Разделе 3 выводятся равномерные по параметру при-
ближения оценки решений приближенной задачи, на основе которых в
Разделе 4 совершается предельный переход и обосновывается существо-
вание решения начально-краевой задачи (1)–(4) в малом по времени. Для
продолжения локального решения, в Разделе 5 выводятся оценки, посто-
янные в которых не зависят от промежутка существования локального
решения. Наконец, в Разделе 6 доказывается единственность решения
начально-краевой задачи (1)–(4) и завершается доказательство Теоре-
мы 1.

2 Конструкция приближенных решений

В данном разделе докажем локальную по времени разрешимость
начально-краевой задачи, полученной из задачи (1)–(4) применением ме-
тода Галёркина по переменной x в уравнениях (2).

Лемма 1. В предположениях Теоремы 1 для любого m ∈ N найдется
интервал времени (0, tm) ⊂ (0, T ), на котором существует решение
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задачи1 (i = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,m)

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)

∂x
= 0, v =

N∑
j=1

αjuj , (7)

1∫
0

(
ρ
∂ui
∂t

+ ρv
∂ui
∂x

+ αiR
∂ρ

∂x
−

N∑
j=1

νij
∂2ui
∂x2

)
sin(πkx) dx = 0, (8)

ρ|t=0 = ρ0(x), (9)

ui =

m∑
s=1

θis(t) sin(πsx), ui|t=0 =
m∑
s=1

θ0is sin(πsx), (10)

где θik(0) = θ0ik = 2

1∫
0

u0i(x) sin(πkx) dx, при этом

ρ > 0, ρ ∈ L∞
(
0, tm;W 1

2 (0, 1)
)⋂

W 1
∞
(
0, tm;L2(0, 1)

)
,

ui ∈ C1,∞([0, tm]× [0, 1]).

(11)

Доказательство. Зафиксируем пока произвольно tm ∈ (0, T ]. В про-
странстве (C[0, tm])mN рассмотрим множество

B =
{
θ ∈ (C[0, tm])mN | θ(0) = θ0, ∥θ∥(C[0,tm])mN ⩽ b

}
,

где

θ = (θ1, . . . ,θN ), θi = (θi1, . . . , θim), i = 1, . . . , N,

θ0 = (θ01, . . . ,θ0N ), θ0i = (θ0i1, . . . , θ0im), i = 1, . . . , N,

b2 = e

sup
[0,1]

ρ0

inf
[0,1]

ρ0
∥θ0∥2RmN + 1.

Построим оператор F : B → (C[0, tm])mN , ImF ⊂ (C1[0, tm])mN ,
F (θ) = Θ, где Θ = (Θ1, . . . ,ΘN ), Θi = (Θi1, . . . ,Θim), i = 1, . . . , N
следующим образом. Сначала найдем функцию

ρ > 0, ρ ∈ L∞
(
0, tm;W 1

2 (0, 1)
)⋂

W 1
∞
(
0, tm;L2(0, 1)

)
,

1До начала Раздела 4 будем опускать индекс m у величин зависящих от него,
кроме величны tm.
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как решение задачи Коши (7), (9), где ui, i = 1, . . . , N , задаются по
формулам (10) (см. [50]). При этом справедливы неравенства

ρ(t, x) ⩾

(
inf
[0,1]

ρ0

)
exp

−
N∑
i=1

t∫
0

sup
[0,1]

∣∣∣∣∂ui∂x

∣∣∣∣ dτ
 ,

ρ(t, x) ⩽

(
sup
[0,1]

ρ0

)
exp


N∑
i=1

t∫
0

sup
[0,1]

∣∣∣∣∂ui∂x

∣∣∣∣ dτ
 ,

(12)

которые, в силу включения θ ∈ B, дают оценки(
inf
[0,1]

ρ0

)
exp

{
−Nπm2bt

}
⩽ ρ(t, x) ⩽

(
sup
[0,1]

ρ0

)
exp

{
Nπm2bt

}
. (13)

Далее определим функцию Θ как решение следующей задачи Коши для
системы mN линейных обыкновенных дифференциальных уравнений
первого порядка:

1∫
0

(
ρ
∂Ui

∂t
+ ρ
( N∑

j=1

αjuj

)∂Ui

∂x
+ αiR

∂ρ

∂x
−

−
N∑
j=1

νij
∂2Uj

∂x2

)
sin(πkx) dx = 0, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . ,m,

(14)

Θ(0) = θ0, (15)

где Ui =
m∑
s=1

Θis(t)sin(πsx), i = 1, . . . , N . Неравенство detA ̸= 0, где

A(t) =


A1(t) 0 . . . 0
0 A2(t) . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . AN (t)

 ,

Ai(t) =


1∫

0

ρ(t, x) sin(πkx)sin(πsx) dx


m

k,s=1

, i = 1, . . . , N,

выполненное в силу положительности ρ, позволяет разрешить систему
(14) относительно производных, что обосновывает существование функ-
ции Θ ∈ (C1[0, tm])mN . Таким образом, для произвольного tm ∈ (0, T ]
определен оператор

F : B → (C1[0, tm])mN ⊂ (C[0, tm])mN , F (θ) = Θ,

неподвижная точка которого (если она существует), вместе с соответ-
ствующей функцией ρ, дает решение задачи (7)–(10).
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Покажем, что при достаточно малом tm оператор F удовлетворяет
условиям теоремы Шаудера (см., например, [20], стр. 31).

Установим сначала, что F (B) ⊂ B. Для этого умножим уравнения
(14) на Θik(t), i = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,m, а затем просуммируем по
i = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,m, получим с учетом (7), что

1

2

d

dt

 N∑
i=1

1∫
0

ρU2
i dx

+
N∑

i,j=1

νij

1∫
0

(
∂Ui

∂x

)(
∂Uj

∂x

)
dx =

= R
N∑
i=1

αi

1∫
0

ρ
∂Ui

∂x
dx,

(16)

откуда, в силу неравенств

N∑
i,j=1

νij

1∫
0

(
∂Ui

∂x

)(
∂Uj

∂x

)
dx ⩾ C1(N)

N∑
i=1

1∫
0

(
∂Ui

∂x

)2

dx,

R
N∑
i=1

αi

1∫
0

ρ
∂Ui

∂x
dx ⩽

C1

2

N∑
i=1

1∫
0

(
∂Ui

∂x

)2

dx+ C2,

где C2 =
R2N

2C1

(
sup
[0,1]

ρ0

)2

exp
{
2Nπm2btm

}
, получаем оценку

d

dt

 N∑
i=1

1∫
0

ρU2
i dx

+ C1

N∑
i=1

1∫
0

(
∂Ui

∂x

)2

dx ⩽ 2C2,

из которой, в свою очередь, следует, что

N∑
i=1

1∫
0

ρU2
i dx ⩽

N∑
i=1

1∫
0

ρ0U
2
0i dx+ 2C2tm, (17)

где U0i =
m∑
s=1

Θis(0)sin(πsx) =
m∑
s=1

θ0issin(πsx), i = 1, . . . , N . Еще раз

привлeкая (13), получаем из (17) неравенство

∥Θ∥2(C[0,tm])mN ⩽ exp {Nπm2btm}
sup
[0,1]

ρ0

inf
[0,1]

ρ0
∥θ0∥2RmN+

+exp {Nπm2btm} 4C2

inf
[0,1]

ρ0
tm.

(18)
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Выбирая

tm < min

T,
1

Nπm2b
,

inf
[0,1]

ρ0

4eC3

 , (19)

где C3 =
R2Ne2

2C1

(
sup
[0,1]

ρ0

)2

, получим, что C2 ⩽ C3, и придем к нужной

оценке
∥Θ∥(C[0,tm])mN ⩽ b.

Таким образом, при выполнении (19), оператор F отображает множество
B в себя.

Докажем теперь компактность оператора F . Умножая (14) на
dΘik(t)

dt
,

i = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,m, а затем суммируя по i = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,m,
выводим соотношение

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂Ui

∂t

)2

dx =
N∑
i=1

1∫
0

(
−

N∑
j=1

νij

(
∂2Ui

∂t∂x

)(
∂Uj

∂x

)
−

−ρ

 N∑
j=1

αjuj

(∂Ui

∂x

)(
∂Ui

∂t

)
+ αiRρ

(
∂2Ui

∂t∂x

))
dx

(20)

Произведем оценки слагаемых в правой части (20) с помощью (13), нера-
венства Коши и неравенств ∥θ∥(C[0,tm])mN ⩽ b, ∥Θ∥(C[0,tm])mN ⩽ b,∥∥∥∥∂Ui

∂x

∥∥∥∥
L2(0,1)

⩽ C4(m)∥Ui∥L2(0,1),
∥∥∥∥∂2Ui

∂t∂x

∥∥∥∥
L2(0,1)

⩽ C4

∥∥∥∥∂Ui

∂t

∥∥∥∥
L2(0,1)

,

i = 1, . . . , N :∣∣∣∣∣∣
N∑

i,j=1

νij

1∫
0

(
∂2Ui

∂t∂x

)(
∂Uj

∂x

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1

6

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂Ui

∂t

)2

dx+ C5,

∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1

1∫
0

ρ

 N∑
j=1

αjuj

(∂Ui

∂x

)(
∂Ui

∂t

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1

6

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂Ui

∂t

)2

dx+ C6,

∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1

1∫
0

αiRρ

(
∂2Ui

∂t∂x

)
dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1

6

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂Ui

∂t

)2

dx+ C7,

где C5 = C5

(
C4, inf

[0,1]
ρ0, N, N, b,m, tm

)
, C6 = C6

(
C4, sup

[0,1]
ρ0, N, b,m, tm

)
,

C7 = C7

(
C4, inf

[0,1]
ρ0, sup

[0,1]
ρ0, N, b,m, tm, R

)
. Поэтому из (20) получаем
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неравенство

1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂Ui

∂t

)2

dx ⩽ C5 + C6 + C7, (21)

интегрируя которое по времени и применяя (13), выводим оценку

N∑
i=1

∥∥∥∥∂Ui

∂t

∥∥∥∥2
L2(Qtm )

⩽ C8

(
C5, C6, C7, inf

[0,1]
ρ0, N, b,m, tm

)
, (22)

где Q(tm) = (0, tm) × (0, 1). Таким образом, получена оценка Θ в
(W 1

2 (0, tm))mN . Следовательно, F является компактным оператором.
Установим теперь непрерывность оператора F из B в (C[0, tm])mN .

Пусть θ(1,2) ∈ B, Θ(1,2) = F (θ(1,2)), u
(1,2)
i =

m∑
s=1

θ
(1,2)
is sin(πsx),

U
(1,2)
i =

m∑
s=1

Θ
(1,2)
is sin(πsx), i = 1, . . . , N . Далее, пусть ρ(1,2) — решения

задач Коши (7), (9), где вместо v стоит v(1,2) =
N∑
i=1

αiu
(1,2)
i соответствен-

но. Обозначим ui = u
(1)
i −u

(2)
i , Ui = U

(1)
i −U

(2)
i , i = 1, . . . , N , ρ = ρ(1)−ρ(2),

v = v(1)− v(2). Дифференцируя по переменной x уравнения (7) для ρ(1,2)(
т. е. уравнения

∂ρ(1,2)

∂t
+

∂
(
ρ(1,2)v(1,2)

)
∂x

= 0
)
, умножая на

∂ρ(1,2)

∂x
, инте-

грируя по x и t, используя начальные условия

ρ(1,2)|t=0 = ρ0 (23)

и неравенства (13) для ρ(1,2) и Гронуолла, получаем оценки∥∥∥∥∥∂ρ(1,2)∂x

∥∥∥∥∥
L2(0,1)

⩽ C9

(
∥ρ0∥W 1

2 (0,1)
, b,m, tm, N

)
. (24)

Заметим далее, что из (7), (9) для ρ(1,2) следуют равенства

∂ρ

∂t
+

∂(ρv(1))

∂x
+

∂(ρ(2)v)

∂x
= 0, ρ|t=0 = 0. (25)

Умножая первое равенство в (25) на ρ и интегрируя по x получаем, что

1

2

d

dt

 1∫
0

ρ2 dx

 = −
1∫

0

(
1

2
ρ2

∂(v(1))

∂x
+ ρ(2)ρ

∂v

∂x
+ ρv

∂ρ(2)

∂x

)
dx ⩽

⩽
1

2

sup
[0,1]

∣∣∣∣∣∂v(1)∂x

∣∣∣∣∣
1∫

0

ρ2 dx+ sup
[0,1]

ρ(2)
1∫

0

(
ρ2 +

(
∂v

∂x

)2
)

dx+ (26)
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+sup
[0,1]

v2
1∫

0

(
∂ρ(2)

∂x

)2

dx+

1∫
0

ρ2 dx

 ⩽ C10

 1∫
0

ρ2 dx+
N∑
j=1

1∫
0

u2j dx

 ,

где C10 = C10

(
C9, sup

[0,1]
ρ0, b,m, tm, N

)
. Здесь использовались очевидные

соотношения
N∑
j=1

1∫
0

u2j dx =
1

2

N∑
j=1

m∑
s=1

θ2js(t), sup
[0,1]

v2 ⩽
N∑

i,j=1

m∑
s,l=1

|θil(t)||θjs(t)|,

1∫
0

(
∂v

∂x

)2

dx =
π2

2

N∑
i,j=1

αiαj

m∑
s=1

s2θis(t)θjs(t).

(27)

Из (26), применяя неравенство Гронуолла и учитывая начальное условие
в (25), выводим неравенство

1∫
0

ρ2 dx ⩽ C11(C10, tm)

N∑
j=1

∫
Qt

u2j dxdτ, (28)

где Qt = (0, t)× (0, 1). Далее, из уравнений (14) для U
(1,2)
i , i = 1, . . . , N ,

ввиду (7) для ρ(1,2), следует соотношение

1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)U2
i dx+

N∑
i,j=1

νij

∫
Qt

(
∂Ui

∂x

)(
∂Uj

∂x

)
dxdτ =

= R
N∑
i=1

αi

∫
Qt

ρ
∂Ui

∂x
dxdτ −

N∑
i=1

∫
Qt

ρUi
∂U

(2)
i

∂t
dxdτ− (29)

−
N∑
i=1

∫
Qt

ρ(1)vUi
∂U

(2)
i

∂x
dxdτ −

N∑
i=1

∫
Qt

ρv(2)Ui
∂U

(2)
i

∂x
dxdτ.

Первое слагаемое в левой части (29), ввиду (13) для ρ(1,2), допускает
оценку

1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)U2
i dx ⩾

1

2
inf
[0,1]

ρ0 exp
{
−Nπm2btm

} N∑
i=1

1∫
0

U2
i dx. (30)

Для второго слагаемого в левой части (29) имеем неравенство
N∑

i,j=1

∫
Qt

νij

(
∂Ui

∂x

)(
∂Uj

∂x

)
dxdτ ⩾ C1

N∑
i=1

∫
Qt

(
∂Ui

∂x

)2

dxdτ. (31)
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Для первого слагаемого в правой части (29) верно, что

R
N∑
i=1

αi

∫
Qt

ρ
∂Ui

∂x
dxdτ ⩽

C1

2

N∑
i=1

∫
Qt

(
∂Ui

∂x

)2

dxdτ+

+C12 (C1, C11, R,N, tm)
N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ.

(32)

Для второго слагаемого в правой части (29) получаем

−
N∑
i=1

∫
Qt

ρUi
∂U

(2)
i

∂τ
dxdτ ⩽

ε

2

 N∑
j=1

sup
Qt

U2
j

 N∑
i=1

∥∥∥∥∥∂U (2)
i

∂τ

∥∥∥∥∥
2

L2(Qt)

+

+
C11Ntm

2ε

N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ ⩽ εmC8

N∑
i=1

sup
[0,t]

1∫
0

U2
i dx+

+
C11Ntm

2ε

N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ.

Возьмем здесь

ε =
1

4NmC8
inf
[0,1]

ρ0 exp
{
−Nπm2btm

}
,

тогда

−
N∑
i=1

∫
Qt

ρUi
∂U

(2)
i

∂τ
dxdτ ⩽ C13

N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ+

+
1

4N
inf
[0,1]

ρ0 exp
{
−Nπm2btm

} N∑
i=1

sup
[0,t]

1∫
0

U2
i dx,

где C13 = C13

(
C8, C11, inf

[0,1]
ρ0, N, b,m, tm

)
. Третье слагаемое в правой

части (29) оценим следующим образом:

−
N∑
i=1

∫
Qt

ρ(1)vUi

(
∂U

(2)
i

∂x

)
dxdτ ⩽ C14

(
N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ+

+
N∑
i=1

∫
Qt

U2
i dxdτ

)
,

(33)
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где C14 = C14

(
sup
[0,1]

ρ0, N, b,m, tm

)
. Наконец, для последнего слагаемого

в правой части (29) получаем соотношение

−
N∑
i=1

∫
Qt

ρv(2)Ui

(
∂U

(2)
i

∂x

)
dxdτ ⩽ C15

(
N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ+

+

N∑
i=1

∫
Qt

U2
i dxdτ

)
,

(34)

где C15 = C15 (C11, N, b,m, tm). Таким образом, из (29), с учетом (30)–
(34), следует неравенство

N∑
i=1

1∫
0

U2
i dx ⩽ C16

 N∑
i=1

∫
Qt

u2i dxdτ +
N∑
i=1

∫
Qt

U2
i dxdτ

 , (35)

где C16 = C16

(
C12, C13, C14, C15, inf

[0,1]
ρ0, N, b,m, tm

)
, из которого, поль-

зуясь неравенством Гронуолла, получаем оценку

N∑
i=1

∥Ui∥2L2(0,1)
⩽ C17(C16, tm)

N∑
i=1

∥ui∥2L2(Qtm ), (36)

а отсюда — неравенство

∥Θ(1) −Θ(2)∥(C[0,tm])mN ⩽ C18(C17, tm)∥θ(1) − θ(2)∥(C[0,tm])mN , (37)

обосновывающее непрерывность оператора F на B.
Поскольку оператор F удовлетворяет условиям теоремы Шаудера, то

в B существует неподвижная точка θ оператора F , определяющая (вме-
сте с соответствующей функцией ρ) решение задачи (7)–(10). Лемма 1
доказана.

3 Равномерные оценки галеркинских приближений

В данном разделе получим равномерные по параметру m оценки по-
строенных приближенных решений, которые позволят впоследствии со-
вершить предельный переход при m → ∞.

Лемма 2. В предположениях Теоремы 1 существуют положитель-
ные постоянные C19 и t0 ⩽ T (см. (54)) такие, что для любого решения
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(ρ, u1, . . . , uN ) задачи (7)–(10) справедлива оценка
N∑
i=1

(
∥ui∥L∞

(
0,t0;W 1

2 (0,1)
) + ∥ui∥L2

(
0,t0;W 2

2 (0,1)
) + ∥∥∥∥∂ui∂t

∥∥∥∥
L2(Qt0 )

)
+

+∥ρ∥
L∞
(
0,t0;W 1

2 (0,1)
) + ∥∥∥∥1ρ

∥∥∥∥
L∞(Qt0 )

+

∥∥∥∥∂ρ∂t
∥∥∥∥
L∞
(
0,t0;L2(0,1)

) ⩽ C19,

(38)

где Qt0 = (0, t0)× (0, 1),

C19 = C19

({
∥u0i∥W 1

2 (0,1)

}
, ∥ρ0∥W 1

2 (0,1)
, inf
[0,1]

ρ0, N, R, N, T

)
,

а t0 зависит от тех же величин что и C19.

Доказательство. Введем обозначение

α(t) =
N∑
i=1

t∫
0

1∫
0

(
ρ

(
∂ui
∂τ

)2

+

(
∂2ui
∂x2

)2
)

dxdτ, α′(t) ⩾ 0. (39)

Уравнение (7) влечет выполнение неравенств (12), из которых, в свою
очередь, следуют оценки

C−1
20 exp{−C20α(t)} ⩽ ρ(t, x) ⩽ C20 exp{C20α(t)}, (40)

где C20 = C20

(
sup
[0,1]

ρ0, inf
[0,1]

ρ0, N, T

)
. Заметим теперь, что из (7) вытекает

равенство

ρ
∂2

∂t∂x

(
1

ρ

)
+ ρv

∂2

∂x2

(
1

ρ

)
=

∂2v

∂x2
, (41)

из которого получаем

d

dt

 1∫
0

ρ

(
∂

∂x

(
1

ρ

))2

dx

 = 2

1∫
0

(
∂2v

∂x2

)(
∂

∂x

(
1

ρ

))
dx. (42)

Из (42) следует соотношение
1∫

0

ρ

(
∂

∂x

(
1

ρ

))2

dx ⩽

1∫
0

ρ0

((
1

ρ0

)′)2

dx+

+

t∫
0

1∫
0

ρ

(
∂

∂x

(
1

ρ

))2

dxdτ +

t∫
0

1∫
0

1

ρ

(
∂2v

∂x2

)2

dxdτ.

(43)

Замечание 1. При выводе (43) нам потребовалась (в (41), (42)) до-
полнительная гладкость ρ по сравнению с (11), хотя само соотношение
(43) никаких дополнительных требований не предусматривает. Это
означает, что (43) может быть получено путем регуляризации ρ0,
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вывода (43) для решений получившихся задач, а затем предельного пе-
рехода по параметру регуляризации.

Из (43), пользуясь (39), (40) и неравенством Гронуолла, получаем
оценку

1∫
0

(
∂

∂x

(
1

ρ

))2

dx+

1∫
0

(
∂ρ

∂x

)2

dx ⩽ C21 exp{C21α(t)}, (44)

где C21 = C21

(
C20, ∥ρ0∥W 1

2 (0,1)
, inf
[0,1]

ρ0, N, T

)
. Далее, умножая (8) на θ′ik+

π2k2θik, суммируя по i = 1, . . . , N , k = 1, . . . ,m, и учитывая (7), (10),
приходим к соотношению

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂ui
∂t

)2

dx+
N∑

i,j=1

νij

1∫
0

(
∂2ui
∂x2

)(
∂2uj
∂x2

)
dx+

+
1

2

d

dt

 N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂ui
∂x

)2

dx

+
1

2

d

dt

 N∑
i,j=1

νij

1∫
0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx

 =

=
N∑
i=1

1∫
0

(
− ρv

(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
− αiR

(
∂ρ

∂x

)(
∂ui
∂t

)
+ (45)

+αiR

(
∂ρ

∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
+ 2ρv

(
∂ui
∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
−
(
∂ρ

∂x

)(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

))
dx.

Т. к. N > 0, то

левая часть (45) ⩾ C22(C1)α
′(t) + β′(t), (46)

где

β(t) =
1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂ui
∂x

)2

dx+
1

2

N∑
i,j=1

νij

1∫
0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx.

Рассмотрим отдельно каждое слагаемое в правой части (45). Для первого
слагаемого в правой части (45) имеем

−
N∑
i=1

1∫
0

ρv

(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx ⩽

⩽
N∑
i=1

∥v∥C[0,1]

∥∥∥∥√ρ
∂ui
∂t

∥∥∥∥
L2(0,1)

∥∥∥∥√ρ
∂ui
∂x

∥∥∥∥
L2(0,1)

⩽

⩽
C22

10
α′(t) + C23 β

2(t) exp{C23α(t)}, (47)
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где C23 = C23(C20, C22, N). Для второго и третьего слагаемых в правой
части (45) получаем соответственно

−R
N∑
i=1

αi

1∫
0

(
∂ρ

∂x

)(
∂ui
∂t

)
dx ⩽

C22

10
α′(t) + C24 exp{C24α(t)}, (48)

R

N∑
i=1

αi

1∫
0

(
∂ρ

∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
dx ⩽

C22

10
α′(t) + C25 exp{C25α(t)}, (49)

где C24 = C24(C20, C21, C22, R,N), C25 = C25(C21, C22, R,N). Для четвер-
того слагаемого в правой части (45) верно, что

2
N∑
i=1

1∫
0

ρv

(
∂ui
∂x

)(
∂2ui
∂x2

)
dx ⩽

⩽ 2
N∑
i=1

∥v∥C[0,1]∥
√
ρ∥C[0,1]

∥∥∥∥√ρ
∂ui
∂x

∥∥∥∥
L2(0,1)

∥∥∥∥∂2ui
∂x2

∥∥∥∥
L2(0,1)

⩽

⩽
C22

10
α′(t) + C26 β

2(t) exp{C26α(t)}, C26 = C26(C20, C22, N).

(50)

Наконец, для последнего слагаемого в правой части (45), с помощью
оценок ∥∥∥∥∂ui∂x

∥∥∥∥
C[0,1]

⩽
√
2

∥∥∥∥∂ui∂x

∥∥∥∥ 1
2

L2(0,1)

∥∥∥∥∂2ui
∂x2

∥∥∥∥
1
2

L2(0,1)

, i = 1, . . . , N,

выводим

−
N∑
i=1

1∫
0

(
∂ρ

∂x

)(
∂ui
∂t

)(
∂ui
∂x

)
dx ⩽

⩽
N∑
i=1

∥∥∥∥∂ui∂x

∥∥∥∥
C[0,1]

∥∥∥∥ 1
√
ρ

(
∂ρ

∂x

)∥∥∥∥
L2(0,1)

∥∥∥∥√ρ
∂ui
∂t

∥∥∥∥
L2(0,1)

⩽ (51)

⩽
C22

10
α′(t) + C27 β(t) exp{C27α(t)}, C27 = C27(C20, C21, C22, N).

Таким образом, из (47)–(51) следует, что

правая часть (45) ⩽
C22

2
α′(t) + C28(1 + β2(t)) exp{C28α(t)}, (52)

где C28 = C28(C23, . . . , C27). Объединяя соотношения (46) и (52), полу-
чаем из (45) неравенство

C22

2
α′ + β′ ⩽ C29 exp

{
C29

(
C22

2
α+ β

)}
, C29 = C29(C22, C28). (53)
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Зададим любое C30 > β(0) (например, C30 = 2β(0)). Тогда при

t0 = min

{
T,

exp{−C29β(0)} − exp{−C29C30}
C2
29

}
, (54)

из (53) получаем оценку

sup
0⩽t⩽t0

(α+ β) ⩽

(
1 +

2

C22

)
C31, (55)

где C31 =
1

C29
ln

(
1

exp{−C29β(0)} − C2
29t0

)
, которая вместе с (7), (40) и

(44) завершает доказательство Леммы 2.

4 Сходимость приближенных решений

В данном разделе, на основании полученных равномерных по пара-
метру m оценок, совершим предельный переход при m → ∞ и покажем,
что совокупность предельных функций является сильным решением за-
дачи (1)–(4) в малом по времени.

Построив согласно Лемме 1 решения (ρm, u1m, . . . , uNm) задач (7)–(10)
при всех m ∈ N, а затем при необходимости продолжив их на интер-
вал (0, t0), согласно Лемме 2, можно использовать для них оценку (38).
На основании этой оценки может быть выделена подпоследовательность
(которую обозначим так же; далее эта процедура также будет подра-
зумеваться при необходимости), для которой при m → ∞ для всех
i = 1, . . . , N имеют место сходимости

ρm → ρ ∗ −слабо в L∞
(
0, t0;W

1
2 (0, 1)

)
,

uim → ui ∗ −слабо в L∞
(
0, t0;W

1
2 (0, 1)

)
и слабо в L2

(
0, t0;W

2
2 (0, 1)

)
.

Кроме того, оставшиеся свойства, перечисленные в (5), выполнены для
нашей последовательности в Qt0 равномерно по m, а значит предель-
ные функции попадают в соответствующие классы. Покажем, что со-
вокупность функций (ρ, u1, . . . , uN ) является сильным решением задачи
(1)–(4) на (0, t0).

Из равномерных оценок ρm, uim, i = 1, . . . , N в L∞
(
0, t0;W

1
2 (0, 1)

)
и

∂ρm
∂t

,
∂uim
∂t

, i = 1, . . . , N в L2(Qt0) (см. (38)) получаем по теореме
Арцела–Асколи ([51], Теорема 1.70, стр. 58) сходимости

ρm → ρ при m → ∞ сильно в C
(
[0, t0];L2(0, 1)

)
, (56)

uim → ui при m → ∞ сильно в C
(
[0, t0];L2(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N. (57)

Из ограниченности
∂uim
∂t

, i = 1, . . . , N в L2(Qt0) следуют равномерные

оценки
∂2uim
∂t∂x

, i = 1, . . . , N в L2(0, t0;W
−1
2 (0, 1)), что вместе с оценками
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∂uim
∂x

, i = 1, . . . , N в L2(0, t0;W
1
2 (0, 1)) приводит, по теореме Лионса–

Обена ([51], Теорема 1.71, стр. 59), к сходимостям

∂uim
∂x

→ ∂ui
∂x

при m → ∞ сильно в L2(Qt0), i = 1, . . . , N. (58)

Отсюда и из (57) следуют соотношения

uim → ui при m → ∞ сильно в L2

(
0, t0;C[0, 1]

)
, i = 1, . . . , N. (59)

Таким образом, предельные функции ρ, ui, i = 1, . . . , N , удовлетворяют

уравнениям неразрывности (1) с v =
N∑
j=1

αjuj почти всюду в Qt0 , началь-

ным условиям (3) — для почти всех x ∈ (0, 1) и граничным условиям
(4) — для почти всех t ∈ (0, t0).

Из ограниченности
∂uim
∂t

, i = 1, . . . , N в L2(Qt0) следуют слабые схо-

димости
∂uim
∂t

к
∂ui
∂t

в L2(Qt0), i = 1, . . . , N , что вместе с (56) и огра-

ниченностью ρm
∂uim
∂t

, i = 1, . . . , N в L2(Qt0), влечет слабые сходимости

ρm
∂uim
∂t

к ρ
∂ui
∂t

в L2(Qt0), i = 1, . . . , N . Далее, из (56) и (58) следует, что
при всех i = 1, . . . , N

ρm
∂uim
∂x

→ ρ
∂ui
∂x

при m → ∞ сильно в L2

(
0, t0;L1(0, 1)

)
, (60)

откуда и из (59) получаем для всех i, j = 1, . . . , N сходимости(
ρm

∂uim
∂x

)
ujm →

(
ρ
∂ui
∂x

)
uj при m → ∞ сильно в L1(Qt0). (61)

Из (8) следует, что для любых функций вида (i = 1, . . . , N)

φi =
M∑
s=1

ηis(t)sin(πsx), ηis ∈ C[0, t0], k = 1, . . . ,M, M ⩽ m, (62)

выполнены для всех равенства∫
Qt0

(
ρm

∂uim
∂t

+ ρmvm
∂uim
∂x

+ αiR
∂ρm
∂x

−

−
N∑
j=1

νij
∂2ujm
∂x2

)
φi dxdt = 0, vm =

N∑
j=1

αjujm,

(63)

переходя в которых (благодаря полученным выше сходимостям) к пре-
делу при m → ∞, получаем (поскольку множество функций вида (62)
всюду плотно в L2(Qt0)) справедливость уравнений баланса импульсов
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(2) для предельных функций ρ, ui, i = 1, . . . , N почти всюду в Qt0 . Та-
ким образом, доказано существование сильного решения задачи (1)–(4)
в малом по времени.

5 Глобальные априорные оценки

В данном разделе, чтобы продолжить решение задачи (1)–(4) с ин-
тервала (0, t0) на весь рассматриваемый интервал (0, T ), получим для
него априорные оценки, константы в которых зависят лишь от данных
задачи и от величины T , но не от малого параметра t0 (см., например,
[20], стр. 40).

При выводе оценок далее, иногда будет удобно пользоваться массовы-
ми лагранжевыми координатами. Возьмем за новые независимые пере-

менные t и y(t, x) =

x∫
0

ρ(t, s) ds. Тогда уравнения (1), (2) примут вид

∂ρ̃

∂t
+ ρ̃2

∂ṽ

∂y
= 0, ṽ =

N∑
j=1

αj ũj , (64)

∂ũi
∂t

+ αiR
∂ρ̃

∂y
=

N∑
j=1

νij
∂

∂y

(
ρ̃
∂ũj
∂y

)
. (65)

Область QT при таком переходе отображается в область

ΠT = (0, T )×(0, d), где d =

1∫
0

ρ0(x) dx, ρ0 =
N∑
j=1

ρ0j , начальные и краевые

условия (3), (4) преобразуются к виду

ρ̃|t=0 = ρ̃0(y), ũi|t=0 = ũ0i(y), i = 1, . . . , N, (66)

ũi|y=0 = ũi|y=d = 0, i = 1, . . . , N. (67)

Приступим к выводу априорных оценок.
Лемма 3. В предположениях Теоремы 1 существует положитель-

ная постоянная C32 такая, что

N∑
i=1

1∫
0

ρu2i dx+

1∫
0

(
ρlnρ− (lnd+ 1)ρ+ d

)
dx+

+

N∑
i=1

T∫
0

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx dt ⩽ C32,

(68)

где C32 = C32

(
sup
(0,1)

ρ0,
{
||u0i||L2(0,1)

}
,N, d,N,R

)
.
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Доказательство. Умножим уравнения (2) на ui, проинтегрируем по
x и просуммируем по i = 1, . . . , N . Учитывая, что в силу (1), (4) и усло-
вия N > 0, имеют место соотношения

N∑
i=1

1∫
0

(
ρui

∂ui
∂t

+ ρvui
∂ui
∂x

)
dx =

1

2

d

dt

 N∑
i=1

1∫
0

ρu2i dx

 ,

R
N∑
i=1

αi

1∫
0

ui
∂ρ

∂x
dx = R

d

dt

 1∫
0

(
ρlnρ− (lnd+ 1)ρ+ d

)
dx

 ,

N∑
i,j=1

νij

1∫
0

ui
∂2uj
∂x2

dx = −
N∑

i,j=1

νij

1∫
0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx ⩽

⩽ −C1

N∑
i=1

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx,

(69)

получим неравенство

1

2

d

dt

 N∑
i=1

1∫
0

ρu2i dx

+R
d

dt

 1∫
0

(
ρlnρ− (lnd+ 1)ρ+ d

)
dx

+

+C1

N∑
i=1

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx ⩽ 0.

(70)

Неравенство (70) проинтегрируем по t, используя (3), получим

1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρu2i dx+R

1∫
0

(
ρlnρ− (lnd+ 1)ρ+ d

)
dx+

+C1

N∑
i=1

t∫
0

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx dτ ⩽
1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρ0u
2
0i dx+

+R

1∫
0

(
ρ0lnρ0 − (lnd+ 1)ρ0 + d

)
dx.

Отсюда непосредственно следует оценка (68). Лемма 3 доказана.
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Замечание 2. Оценка (68) в массовых лагранжевых координатах
имеет следующий вид:

N∑
i=1

d∫
0

ũ2i dy +

d∫
0

(
ρ̃lnρ̃− (lnd+ 1)ρ̃+ d

)
ρ̃

dy+

+
N∑
i=1

T∫
0

d∫
0

ρ̃

(
∂ũi
∂y

)2

dy dt ⩽ C32.

(71)

Замечание 3. Из оценки (68) следует, что

N∑
i=1

T∫
0

(
sup
[0,1]

|ui|

)2

dt ⩽ C32. (72)

Лемма 4. В предположениях Теоремы 1 существуют положитель-
ные постоянные C33, C34 такие, что

1

C33
⩽ ρ̃(t, y) ⩽ C33,

1

C33
⩽ ρ(t, x) ⩽ C33, (73)

1∫
0

(
∂ρ

∂x

)2

dx+

T∫
0

1∫
0

(
∂ρ

∂x

)2

dx dt ⩽ C34 (74)

где C33 = C33

(
арг. C32, inf

[0,d]
ρ̃0, ∥ρ̃0∥W 1

2 (0,d)
,
{
∥ũ0i∥L2(0,d)

}
, Ñ, R̃,N, d

)
,

C34 = C34 (арг. C33).
Доказательство. Перепишем уравнения (65) в виде

N∑
j=1

ν̃ij
∂ũj
∂t

+R

 N∑
j=1

ν̃ijαj

 ∂ρ̃

∂y
=

∂

∂y

(
ρ̃
∂ũi
∂y

)
, i = 1, . . . , N, (75)

где ν̃ij , i, j = 1, . . . , N — элементы матрицы Ñ = N−1 > 0, а затем
умножим (75) на αi и просуммируем по i = 1, . . . , N , получим, что

N∑
i,j=1

ν̃ijαi
∂ũj
∂t

+ R̃
∂ρ̃

∂y
=

∂

∂y

(
ρ̃
∂ṽ

∂y

)
, (76)

где R̃ =

N∑
i,j=1

ν̃ijαiαj > 0. Выражая из уравнения (64)

ρ̃
∂ṽ

∂y
= −∂lnρ̃

∂t
(77)
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и подставляя в (76), приходим к равенству

∂2lnρ̃

∂t∂y
+ R̃

∂ρ̃

∂y
= −

N∑
i,j=1

ν̃ijαi
∂ũj
∂t

.

Умножим это равенство на
∂lnρ̃

∂y
и проинтегрируем по y, получим соот-

ношение

1

2

d

dt

 d∫
0

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dy

+ R̃

d∫
0

ρ̃

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dy =

= −
N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫
0

(
∂ũj
∂t

)(
∂lnρ̃

∂y

)
dy.

(78)

Правую часть (78) преобразуем, интегрируя по частям и используя (77):

−
N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫
0

(
∂ũj
∂t

)(
∂lnρ̃

∂y

)
dy = − d

dt

 N∑
i,j=1

ν̃ijαi

d∫
0

ũj
∂lnρ̃

∂y
dy

+

+

N∑
i,j=1

ν̃ijαi

d∫
0

ρ̃

(
∂ũj
∂y

)(
∂ṽ

∂y

)
dy. (79)

Таким образом, после интегрирования (78) по t, учитывая (79), находим

1

2

d∫
0

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dy + R̃

t∫
0

d∫
0

ρ̃

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dy dτ =

= −
N∑

i,j=1

ν̃ijαi

d∫
0

ũj
∂lnρ̃

∂y
dy +

N∑
i,j=1

ν̃ijαi

t∫
0

d∫
0

ρ̃

(
∂ũj
∂y

)(
∂ṽ

∂y

)
dydτ+

+

N∑
i,j=1

ν̃ijαi

d∫
0

ũ0j
dlnρ̃0
dy

dy +
1

2

d∫
0

(
dlnρ̃0
dy

)2

dy.

Используя оценку (71), отсюда выводим неравенство

d∫
0

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dy +

T∫
0

d∫
0

ρ̃

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dydt ⩽ C35, (80)

где C35 = C35

(
C32, inf

[0,d]
ρ̃0, ∥ρ̃0∥W 1

2 (0,d)
,
{
∥ũ0i∥L2(0,d)

}
, Ñ, R̃,N

)
.
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Из (64), (66) и (67) следует, что при каждом t ∈ [0, T ] хотя бы в одной
точке ỹ(t) ∈ [0, d]

ρ̃(t, ỹ(t)) = d. (81)
Следовательно, можно воспользоваться представлением

lnρ̃(t, y) = lnρ̃(t, ỹ) +

y∫
ỹ

∂lnρ̃

∂s
ds,

из которого по неравенству Гельдера с учетом (80) и (81), имеем

|ln ρ̃(t, y)| ⩽ |ln d|+
√
d

√√√√√ d∫
0

(
∂lnρ̃

∂y

)2

dy ⩽ C36(C35, d).

Отсюда и из (80) непосредственно следуют оценки (73) и (74). Лемма 4
доказана.

Лемма 5. В предположениях Теоремы 1 существует положитель-
ная постоянная C37 такая, что

1∫
0

(
∂ρi
∂t

)2

dx+
N∑
i=1

( 1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx+

T∫
0

1∫
0

(
∂ui
∂t

)2

dxdt+

+

T∫
0

1∫
0

(
∂2ui
∂x2

)2

dxdt

)
⩽ C37,

(82)

где C37 = C37

(
арг. C32, арг. C33,

{
∥u′0i∥L2(0,1)

}
,N, R,N, T

)
.

Доказательство. Возведем в квадрат уравнения (2), поделим на ρ,
просуммируем по i = 1, . . . , N и проинтегрируем по x, получим

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
∂ui
∂t

)2

dx− 2
N∑
i=1

1∫
0

(
∂ui
∂t

) N∑
j=1

νij
∂2uj
∂x2

 dx+

+
N∑
i=1

1∫
0

1

ρ

 N∑
j=1

νij
∂2uj
∂x2

2

dx =

N∑
i=1

1∫
0

ρ

(
v
∂ui
∂x

+
αiR

ρ

∂ρ

∂x

)2

dx.

(83)

Введем следующее обозначение:

γ(t) =

N∑
i,j=1

νij

1∫
0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx+

+

N∑
i=1

1∫
0

t∫
0

(
ρ

(
∂ui
∂τ

)2

+
1

ρ

( N∑
j=1

νij
∂2uj
∂x2

)2)
dx dτ.
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Тогда из (83) и неравенств (69), (73) и (74) следует, что

γ′(t) ⩽ C38 + C39

 N∑
j=1

∥uj∥2L∞(0,1)

 N∑
i,j=1

νij

1∫
0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx

 ⩽

⩽ C38 + C39

 N∑
j=1

∥uj∥2L∞(0,1)

 γ(t),

где C38 = C38(C33, C34, R,N), C39 = C39(C1, C33, N), откуда и из нера-
венства Гронуолла (см. также (72)) получаем, что

γ(t) ⩽ C40

(
C32, C38, C39, {∥u′0i∥L2(0,1)}

N
i=1,N, N, T

)
. (84)

Из (84) непосредственно следует оценка

N∑
i=1

( 1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx+

T∫
0

1∫
0

(
∂ui
∂t

)2

dxdt+

+

T∫
0

1∫
0

(
∂2ui
∂x2

)2

dxdt

)
⩽ C41(C1, C33, C40, N).

(85)

Наконец, из уравнения (1) и оценок (73), (74) и (85) получаем, что

1∫
0

(
∂ρ

∂t

)2

dx ⩽ C42(C33, C34, C41, N).

Лемма 5 доказана.
Таким образом, в Леммах 3-5 получены все оценки, необходимые для

продолжения решения начально-краевой задачи (1)–(4) с интервала (0, t0)
на интервал (0, T ).

6 Единственность решения

В данном разделе обоснуем единственность решения начально-краевой
задачи (1)–(4) и завершим доказательство Теоремы 1.

Предположим, что
(
ρ(1), u

(1)
1 , . . . , u

(1)
N

)
и
(
ρ(2), u

(2)
1 , . . . , u

(2)
N

)
— два ре-

шения задачи (1)–(4). Положим ρ = ρ(1) − ρ(2), ui = u
(1)
i − u

(2)
i ,

i = 1, . . . , N , v(1,2) =

N∑
j=1

αju
(1,2)
j , v = v(1) − v(2). Из (1), (3) следуют

равенства

∂ρ

∂t
+

∂
(
ρv(1)

)
∂x

+
∂
(
ρ(2)v

)
∂x

= 0, ρ|t=0 = 0. (86)
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Умножая (86) на 2ρ и интегрируя по x, получаем

y′1(t) = −
1∫

0

(
ρ2

∂v(1)

∂x
+ 2ρ(2)ρ

∂v

∂x
+ 2ρv

∂ρ(2)

∂x

)
dx, (87)

где

y1(t) =

1∫
0

ρ2 dx. (88)

Слагаемые в правой части (87) можно оценить следующим образом:

−
1∫

0

ρ2
∂v(1)

∂x
dx ⩽

 N∑
i=1

∥∥∥∥∥∂u(1)i

∂x

∥∥∥∥∥
L∞(0,1)

 y1(t),

−2

1∫
0

ρ(2)ρ
∂v

∂x
dx ⩽ ∥ρ(2)∥2L∞(QT )y1(t) +N

N∑
i=1

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx,

−2

1∫
0

ρv
∂ρ(2)

∂x
dx ⩽ y1(t) + ∥v2∥L∞(0,1)

∥∥∥∥∥∂ρ(2)∂x

∥∥∥∥∥
L∞
(
0,T ;L2(0,1)

) ⩽
⩽ y1(t) +N

∥∥∥∥∥∂ρ(2)∂x

∥∥∥∥∥
L∞
(
0,T ;L2(0,1)

)
 N∑

i=1

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx

 .

В силу включений

ρ(2) ∈ L∞(QT ),
∂ρ(2)

∂x
∈ L∞

(
0, T ;L2(0, 1)

)
,

∂u
(1)
i

∂x
∈ L2

(
0, T ;L∞(0, 1)

)
, i = 1, . . . , N,

выводим оценку

y′1(t) ⩽ C43(t)y1(t) + C44

N∑
i=1

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dx, (89)

где C43 = C43


∥∥∥∥∥∂u(1)i

∂x

∥∥∥∥∥
L∞(0,1)

 , ∥ρ(2)∥L∞(QT )

, C43 ∈ L2(0, T ),

C44 = C44

∥∥∥∥∥∂ρ(2)∂x

∥∥∥∥∥
L∞
(
0,T ;L2(0,1)

) , N
. Поэтому, применяя неравенство
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Гронуолла, приходим к неравенству

y1(t) ⩽ C45

(
C44, ∥C43∥L1(0,1)

) N∑
i=1

t∫
0

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dxdτ. (90)

Далее, из уравнений (2) и краевых условий (4) следует равенство

1

2

d

dt

 N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)u2i dx

+
N∑

i,j=1

νij

1∫
0

(
∂ui
∂x

)(
∂uj
∂x

)
dx =

= R
N∑
i=1

αi

1∫
0

(
ρ(1) − ρ(2)

)(∂ui
∂x

)
dx−

N∑
i=1

1∫
0

ρui

(
∂u

(2)
i

∂t

)
dx− (91)

−
N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)vui

(
∂u

(2)
i

∂x

)
dx−

N∑
i=1

1∫
0

ρv(2)ui

(
∂u

(2)
i

∂x

)
dx,

из которого вытекает соотношение

y′2(t) + y′3(t) ⩽ R

1∫
0

ρ

(
∂v

∂x

)
dx−

N∑
i=1

1∫
0

ρui

(
∂u

(2)
i

∂t

)
dx−

−
N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)vui

(
∂u

(2)
i

∂x

)
dx−

N∑
i=1

1∫
0

ρv(2)ui

(
∂u

(2)
i

∂x

)
dx, (92)

где

y2(t) =
1

2

N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)u2i dx,

y3(t) = C1

N∑
i=1

t∫
0

1∫
0

(
∂ui
∂x

)2

dxdτ.

(93)

Оценим слагаемые в правой части (92) следующим образом:

R

1∫
0

ρ

(
∂v

∂x

)
dx ⩽

C1

4

N∑
i=1

∥∥∥∥∂ui∂x

∥∥∥∥2
L2(0,1)

+

+C46

(
C1, ∥ρ(1,2)∥L∞(QT ), R,N

)
y1(t),



168 В.Ю. Ноговищева AND Д.А. Прокудин

−
N∑
i=1

1∫
0

ρui

(
∂u

(2)
i

∂t

)
dx ⩽

C1

4

N∑
i=1

∥∥∥∥∂ui∂x

∥∥∥∥2
L2(0,1)

+

+C47

C1,


∥∥∥∥∥∂u(2)i

∂t

∥∥∥∥∥
L2(0,1)


 y1(t),

−
N∑
i=1

1∫
0

ρ(1)vui

(
∂u

(2)
i

∂x

)
dx ⩽ C48


∥∥∥∥∥∂u(2)i

∂x

∥∥∥∥∥
L∞(0,1)

 , N

 y2(t),

−
N∑
i=1

1∫
0

ρv(2)ui

(
∂u

(2)
i

∂x

)
dx ⩽ C49

({
∥u(2)i ∥L∞(QT ), N

})
y1(t)+

+C50


∥∥∥∥∥∂u(2)i

∂x

∥∥∥∥∥
L∞(0,1)

 ,

∥∥∥∥ 1

ρ(1)

∥∥∥∥
L∞(QT )

 y2(t),

где C47, C50 ∈ L1(0, T ), C48 ∈ L2(0, T ). Таким образом, из (92), с учетом
уже доказанного соотношения (см. (90))

y1(t) ⩽ C51(C1, C45)y3(t),

следует неравенство

y′2(t) +
1

2
y′3(t) ⩽ C52(C46, . . . , C51)

(
y2(t) +

1

2
y3(t)

)
, (94)

где C52 ∈ L1(0, 1), из которого, с учетом того, что y2(0) = y3(0) = 0,
получаем тождества

y1 ≡ y2 ≡ y3 ≡ 0, (95)

завершающие доказательство Теоремы 1.
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