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Abstract: The inverse problems for a two-dimensional model of
magnetostatics arising in the development of design technologies
of devices for material body cloaking are considered. It is assumed
that the cloaking devices to be designed consist of a finite number
of concentric annular layers filled with homogeneous anisotropic
or isotropic media. The optimization technology is developed by
which the mentioned inverse problems are reduced to finite-dimen-
sional extremum problems. The role of controls in them is played
by the magnetic permeabilities of the individual layers that compose
the designed device. For their numerical solution, the algorithm
based on the particle swarm optimization method is used. Important
properties of optimal solutions are established, one of which is
the bang-bang property in the case when all separate layers are
isotropic. It is shown on the basis of computational experiments
that cloaking devices designed using the developed optimization
technology have simplicity of technical implementation and the
highest efficiency in the class of devices under consideration.
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1 Введение

В последние два десятилетия актуальным в области математической
физики остается направление, связанное с разработкой специальных струк-
тур, используемые для управления физическими полями в сплошных
средах. Важным частным случаем таких структур являются маскиро-
вочные или экранирующие оболочки, служащие для маскировки или
экранирования помещенных внутрь них материальных тел от их обна-
ружения с помощью волновых или статических физических полей. В
пионерских работах в этой области [1, 2, 3, 4] был разработан метод,
названный transformation optics (TO), для решения задач электромаг-
нитной маскировки, который долгое время оставался наиболее популяр-
ным методом маскировки. Далее, в работе [5], опубликованной в 2007
г., TO был применен для решения задач акустической маскировки, а с
2008 г. он стал применяться для решения задач маскировки материаль-
ных тел относительно статических (тепловых, магнитных и электриче-
ских) полей (см. [6, 7, 8, 9, 10, 11]). Альтернативный подход к поста-
новкам задач акустической маскировки и их решению был предложен
в работах [12, 13, 14]. Позже выяснилось, что полученные с помощью
TO метода решения обеспечивают идеальный маскировочный эффект
только теоретически, а в практическом плане они являются технически
нереализуемыми, поскольку описывают отсутствующие в природе мате-
риалы с весьма экзотическими свойствами. Так как задачи маскировки,
как и задачи дизайна, относятся к обратным задачам, начиная с 2009
г., некоторые исследователи стали применять для решения задач дизай-
на маскировочных оболочек методы оптимизации (см. [15, 16]). Хорошо
известно, что оптимизационный метод решения обратных задач, разра-
ботанный в трудах академика А.Н. Тихонова при создании им метода
регуляризации некорректных задач (см. детали в [17]), широко исполь-
зуется при решении обратных задач для дифференциальных уравнений
в частных производных. В частности, этот метод успешно применялся
как при теоретическом анализе задач маскировки в [18, 19, 20, 21], так и
при численном исследовании указанных задач маскировки с использо-
ванием методов топологической [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31] либо
глобальной оптимизации [32, 33, 34, 35, 36, 37, 38].

В настоящей работе предлагается оптимизационная технология реше-
ния обратных задач маскировки для двумерной модели магнитостатики,
основанная на использовании оптимизационного метода исследования
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обратных задач и метода роя частиц [39, 40] в качестве метода числен-
ной оптимизации. На основе анализа проведенных вычислительных экс-
периментов показывается, что предложенная оптимизационная техно-
логия позволяет проектировать магнитные маскировочные или экрани-
рующие слоистые оболочки, обладающие наивысшей эффективностью
в рассматриваемом классе устройств и простотой технической реализа-
ции.

Настоящая статья написана по материалам двух докладов, сделанных
авторами на двух научных конференциях, состоявшихся в г. Новосибир-
ске: XV молодежная научная школа-конференция “Теория и численные
методы решения обратных и некорректных задач” (30.10–03.11.2023) и
“Современные проблемы обратных задач” (06.11–09.11.2023), посвящен-
ных 85-летию академика РАН В.Г. Романова.

2 Постановка прямой и обратных задач магнитостатики
на плоскости

Сформулируем сначала прямую задачу магнитостатики, рассматри-
ваемую во всей плоскости R2, заполненной однородной средой с посто-
янной магнитной проницаемостью µ0 > 0. Будем предполагать, что в R2

задано постоянное магнитное поле Ha = −∇Φa, отвечающее магнитно-
му потенциалу Φa(x) = −Ha(r/b) cosφ, где r, φ – полярные координаты
точки x ∈ R2, Ha = const, b = const. . Рассмотрим физический сценарий,
когда в плоскость вносится объект (Ω,µ), где Ω – кольцо a < r < b, а µ
– магнитная проницаемость среды, заполняющей область Ω (см. рис. 1).
Тогда поле Φa изменяется и принимает вид Φ = Φa + Φs, где Φs – воз-
мущение поля Φa, вызванное внесением объекта (Ω,µ) в R2, на которое
мы будем ссылаться как на рассеянный магнитный отклик.

Чтобы найти рассеянный отклик Φs, нужно сформулировать прямую
задачу магнитостатики, отвечающую описанному выше физическому сце-
нарию. Введем два множества:

Ω0 = {x ∈ R2 : |x| < a} и Ω∞
e = {x ∈ R2 : |x| > b}

и предположим, что область Ω состоит из конечного числа M элемен-
тарных колец (см. рис. 2)

Ωm = {Rm−1 < r = |x| < Rm,m = 1,M,R0 = a,RM = b}

одинаковой ширины d = (b − a)/M . Каждое из них заполнено одно-
родной анизотропной (в общем случае) средой, постоянная магнитная
проницаемость которой µm, m = 1,M описывается диагональным в по-
лярных координатах тензором µm = diag (µrm, µφm), где µrm (либо µφm)
– радиальная (либо тангенциальная) компонента тензора µm.

В дальнейшем для описания кусочно-однородной среды, заполняю-
щей область Ω, мы будем использовать 2M -мерный вектор m = (µr1,
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а) б)

Рис. 1. Схематическое изображение геометрии задачи: а)
поперечное сечение Ω однослойной магнитной маскиро-
вочной оболочки, имеющей вид бесконечно длинного ци-
линдра (б).

Рис. 2. Геометрия слоистой двумерной маскировочной
оболочки и схематическое изображение внешнего магнит-
ного поля.

µφ1, ..., µrM , µφM ), составленный из компонент магнитных проницаемо-
стей всех слоев Ωm, m = 1,M , причем на пару (Ω,m) будем ссылаться
как на слоистую магнитную оболочку. При этом среду, заполняющую
область Ω, будем называть допустимой, если выполняется условие поло-
жительности компонент: µrm > µmin > 0, µφm > µmin > 0, m = 1,M .
Оно проистекает из физического смысла радиальной и тангенциальной
компонент µrm и µφm. Условие допустимости среды, заполняющей Ω, эк-
вивалентно принадлежности соответствующего вектора m следующему
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ограниченному множеству в R2M :

K = {m = (µr1, µφ1, ..., µrM , µφM ) ∈ R2M : 0 < µmin ≤ (µrm, µφm) ≤ µmax}.
(1)

Здесь заданные положительные константы µmin и µmax определяют ниж-
нюю и верхнюю границы множества K.

Множество K по своему физическому смыслу описывает множество
допустимых кусочно-однородных анизотропных сред, заполняющих все
слои Ωm области Ω. В математическом плане множество K можно рас-
сматривать как цифровой двойник множества всех допустимых кусочно-
однородных анизотропных сред, заполняющих область Ω. В частном
случае, когда каждый слой Ωm, m = 1,M , заполняется однородной изо-
тропной средой с постоянной магнитной проницаемостью µm = µrm =
µφm, множество K переходит в M -мерное множество

K ′ = {m = (µ1, µ2, ..., µM ) ∈ RM : 0 < µmin ≤ µm ≤ µmax}. (2)

Обозначим через Φm сужение Φ|Ωm полного поля Φ = Φa + Φs на
подобласть Ωm, m = 0,M . Положим ΦM+1 = Φ|Ω∞

e
. Тогда прямая задача

нахождения полного поля Φ = Φa + Φs сводится к нахождению всех
M+2 полей Φm в областях Ωm, m = 0,M + 1, путем решения следующей
задачи магнитного сопряжения:

∆Φ0 = 0 в Ω0, (µm∇Φm)=0 в Ωm, m=1,M, ∆Φs = 0 в Ω∞
e , (3)

Φm=Φm+1, µrm
∂Φm

∂r
=µr(m+1)

∂Φm+1

∂r
при r=Rm, m=0,M, (4)

Φ0(x) = O(1) при r = |x| → 0, Φs(x) → 0 при r → ∞, (5)
рассматриваемой во всей плоскости R2. Напомним, что соотношения (5)
имеют смысл стандартных условий для магнитного поля при r → 0 и
r → ∞, тогда как (4) являются следствием фундаментального свойства
непрерывности нормальной компоненты вектора индукции магнитного
поля при переходе через границы раздела двух разных сред.

Рассуждая, как в [19, 20], можно показать, что для любого вектора
m ∈ K решение Φ0, Φ1, ..., ΦM , ΦM+1 задачи (3)–(5) существует и един-
ственно. Более того, используя метод разделения переменных, поля Φ0,
Φ1, ..., ΦM , ΦM+1 можно записать в явном виде

Φ0(r, φ) = α0(r/b) cosφ в Ω0, (6)

Φm(r, φ) = (αm(r/b)γm + βm(b/r)γm) cosφ в Ωm, m = 1,M (7)

ΦM+1(r, φ) = (−Ha(r/b) + βM+1(b/r)) cosφ в Ω∞
e . (8)

Здесь α0, α1, β1, ..., αM , βM , βM+1 – неизвестные коэффициенты, а кон-
станта γm носит название коэффициента или степени анизотропии среды
в Ωm. Она определяется формулой

γm =
√

µφm/µrm, m = 1,M. (9)
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Легко проверить, что все уравнения в (3) и условия (5) выполняются
на введенных в (6)–(8) функциях Φm, m = 0,M + 1 для любых значений
коэффициентов αm, βm, m = 0,M + 1. Остается их выбрать так, чтобы
выполнялись граничные условия (4).

Подставляя (6)–(8) в условия сопряжения (4), получим:

−α0 + α1c
1−γ1
0 + β1c

1+γ1
0 = 0, (10)

−µ0α0 + µr1α1γ1c
1−γ1
0 − µr1β1γ1c

1+γ1
0 = 0, (11)

−αmc−γm
m − βmcγmm + αm+1c

−γm+1
m + βm+1c

γm+1
m =0, (12)

−µrmαmγmc1−γm
m + µrmβmγmc1+γm

m + µr(m+1)αm+1γm+1c
1−γm+1
m −

−µr(m+1)βm+1γm+1c
1+γm+1
m = 0, m = 1,M − 1, (13)

−αM − βM + βM+1 = Ha, (14)
−µrMαMγM + µrMβMγM − µM+1βM+1 = µM+1Ha. (15)

Здесь cm = b/Rm, m = 0,M − 1.
Равенства (10)–(15) представляют собой систему 2M+2 линейных ал-

гебраических уравнений относительно 2M+2 неизвестных коэффициен-
тов α0, αm, βm, βM+1, m = 1,M , с положительно определенной матрицей
коэффициентов. Последнее является следствием обратимости операто-
ра, отвечающего прямой задаче (3)–(5). Именно систему (10)–(15) необ-
ходимо решить для нахождения полей Φm, m = 0,M + 1.

Ниже мы также будем рассматривать более простой частный случай
системы (10)–(15), соответствующий коэффициенту анизотропии γm =
1. Такой случай отвечает дизайну полностью изотропной многослойной
оболочки (Ω,m), m = (µ1, µ2, ..., µM ), где µm > 0 – постоянные магнит-
ные проницаемости однородных изотропных слоев Ωm, m = 1,M .

Обозначим через Φ[m] = (Φ0[m], Φ1[m], ..., ΦM+1[m]), где m = (µr1,
µφ1, ..., µrM , µφM ) ∈ K, решение задачи (3)-(5), отвечающее тензорам
магнитной проницаемости µm = diag(µrm, µφm) в Ωm, m = 1,M , и по-
стоянной магнитной проницаемости µ0 в Ω0 и Ω∞

e . Положим ΩM+1 =
Ω∞
e ∩BR, где BR – круг достаточно большого радиуса R, содержащий Ω

внутри себя (см. рис. 2).
Ниже мы будем рассматривать обратную задачу, называемую задачей

магнитной маскировки. Она состоит в нахождении вектора магнитных
проницаемостей m = (µr1, µφ1, ..., µrM , µφM ) ∈ K, где K – введенное в
(1) ограниченное множество, исходя из выполнения следующих условий:

∇Φ0[m] = 0, (т.е. Φ0[m] = const) в Ω0,

ΦM+1[m] = Φa|ΩM+1
, (т.е. Φs[m] = 0) в ΩM+1 ≡ Ω∞

e ∩BR. (16)
К условиям (16) следует также добавить условие принадлежности

m ∈ K вектора m. Ясно в силу условия m ∈ K, что точного реше-
ния сформулированной выше обратной задачи может не существовать,
поэтому в следующем разделе мы заменим исходную обратную задачу
обратной экстремальной задачей, используя оптимизационный метод. В
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результате будет получена конечномерная экстремальная задача, для
численного решения которой мы применим метод роя частиц (МРЧ) по
схеме предложенной и развитой в [32, 34, 38].

Замечание 1. На практике часто рассматриваются более простые об-
ратные задачи, заключающиеся в нахождении магнитных проницаемо-
стей лишь из первого либо второго условия в (16) . На указанные задачи
обычно ссылаются, соответственно, как на задачу экранирования (или
внутренней маскировки), либо задачу внешней маскировки (см. подроб-
нее о них в [41]).

3 Формулировка экстремальной задачи

Для решения сформулированной обратной задачи мы применим опти-
мизационный метод [17]. Следуя ему, введем следующие функционалы
качества:

Ji(m) =
∥∇Φ0[m]∥L2(Ω0)

∥∇Φa∥L2(Ω0)
, Je(m) =

∥ΦM+1[m]− Φa∥L2(ΩM+1)

∥Φa∥L2(ΩM+1)
,

J(m) = 0.5Ji(m) + 0.5Je(m). (17)

Здесь

∥∇Φa∥2L2(Ω0)
=

∫
Ω0

|∇Φa|2dx, ∥Φa∥2L2(ΩM+1)
=

∫
ΩM+1

|Φa|2dx,

∥∇Φ0[m]∥2L2(Ω0)
=

∫
Ω0

|∇Φ0[m]|2dx,

∥ΦM+1[m]− Φa∥L2(ΩM+1)=

∫
ΩM+1

|ΦM+1[m]− Φa|2dx. (18)

Сформулируем следующую экстремальную задачу полной маскировки

J(m) → inf, m ∈ K. (19)

Напомним, что способность проектируемой оболочки (Ω,m) маскиро-
вать материальные объекты принято характеризовать маскировочной
эффективностью. Рассуждая, как в [32, 38], нетрудно показать, что мас-
кировочная эффективность оболочки (Ω,m) связана со значением J(m)
обратной зависимостью: чем меньше значение J(m), т.е. чем меньше
ошибка выполнения обоих условий в (16), тем выше маскировочная эф-
фективность оболочки (Ω,m), и наоборот. Отсюда следует, что задача
(19) направлена на нахождение маскировочной оболочки (Ω,m), облада-
ющей наивысшей маскировочной эффективностью на классе устройств,
отвечающих множеству K, введенному в (1). Точно так же задача

J(m) → inf, m ∈ K ′ (20)
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направлена на нахождение маскировочной оболочки (Ω,m), обладаю-
щей наивысшей маскировочной эффективностью на классе устройств,
отвечающих множеству K ′, введенному в (2), тогда как задача

Ji(m) → inf, m ∈ K ′ (21)

направлена на нахождение оболочки (Ω,m), обладающей наивысшей
экранирующей эффективностью на классе устройств, отвечающих мно-
жеству K ′.

Замечание 2. Обозначим через mopt минимайзер (оптимальное ре-
шение) задачи (19). Если при этом выполняется условие J(mopt) = 0,
то это означает, согласно (16), (17), (18), что mopt является точным ре-
шением задачи маскировки. Однако такая ситуация может возникнуть
лишь в исключительных случаях. Поэтому при проведении конкретных
расчетов нашей основной целью будет являться нахождение таких па-
раметров искомой оболочки в виде некоторого вектора mopt ∈ K (либо
mopt ∈ K ′), для которого J(mopt) принимает достаточно малое значение,
имеющее, например, порядок 10−4, 10−5 и ниже, которому соответствует
высокая маскировочная эффективность. Аналогичный факт справедлив
и в отношении задачи экранирования (21).

4 Анализ результатов вычислительных экспериментов

Обсудим здесь результаты численного решения задач маскировки для
следующих (часто используемых в литературе) исходных данных:

a = 0.05 м, b = 0.06 м, µ0 = 1, R = 3 м.

В качестве границ µmin и µmax множеств K и K ′ мы будем использовать
две пары

(0.08; 20), (0.02; 50) (22)

для анизотропного сценария и три пары

(0.007; 14), (0.01; 100), (0.007; 140) (23)

для изотропного сценария.
Для удобства разобьем множество всех вычислительных эксперимен-

тов на две группы: первая группа отвечает задаче маскировки для анизо-
тропного случая, тогда как вторая группа отвечает задачам маскировки
и экранирования для чисто изотропного случая. Наш первый тест отно-
сится к решению экстремальной задачи (19) для случая полностью ани-
зотропной многослойной оболочки (Ω,m) для первой пары µmin = 0.08 и
µmax = 20 значений в (22). Этой паре отвечает контраст µmax/µmin = 250
и значение коэффициента анизотропии γ, равное 15.8 в силу формулы
(9).

Численный анализ для различных значений M = 1, 16 показал (см.
табл. 1), что оптимальные значения (µopt

rm, µopt
φm) магнитных проницаемо-

стей всех слоев, найденные с помощью МРЧ, совпадают с парой (µmin, µmax)
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для каждого слоя при любом M = 1, 16, а следовательно, соответствую-
щий минимайзер mopt задачи (19), отвечающий первой паре в (22), имеет
вид

mopt = ((µmin, µmax); (µmin, µmax); ...; (µmin, µmax)), (24)

причем выполняется соотношение J(mopt) = 3.38 · 10−2. Это означает,
что все слои проектируемой многослойной оболочки (Ω,mopt) должны
быть заполнены одной и той же анизотропной средой с проницаемостями
µopt
rm = 0.08 и µopt

φm = 20. Другими словами, спроектированная с помощью
предложенной оптимизационной технологии оболочка должна представ-
лять собой единый анизотропный образец, для которого глобальные про-
ницаемости µopt

r , µopt
φ и минимальное значение J(mopt), обратное к мас-

кировочной эффективности оболочки (Ω,mopt), при любом числе слоев
M = 1, 16 определяются соотношениями (см. табл. 1)

µopt
r = µmin = 0.08, µopt

φ = µmax = 20, J(mopt) = 3.38 · 10−2. (25)

Ясно, что среди всех анизотропных оболочек, отвечающих элемен-
там множества K, оптимальная оболочка (Ω,mopt) является наиболее
простой с точки зрения технической реализации. Однако оптимальное
значение J(mopt) в (25) соответствует слабой маскировочной эффек-
тивности (см. Замечание 2) проектируемой анизотропной маскировоч-
ной оболочки. Таким образом, даже оптимальное решение задачи (19)
(отвечающее однородной анизотропной оболочке) с компонентами µr =
µmin = 0.08 и µφ = µmax = 20 не обеспечивает высокой маскировочной
эффективности. Это можно объяснить, используя физические соображе-
ния, малостью коэффициента анизотропии γ = 15.8 спроектированной
маскировочной оболочки. В этом также можно убедиться с помощью
анализа изолиний магнитного поля Φ[mopt], приведенных на рис. 3а при
выполнении (25), которые во внешности оболочки Ω заметно искрив-
лены, т.е. возмущены по сравнению с прямыми изолиниями поля Φa.
Этот факт, малое значение коэффициента анизотропии γ, равное 15.8, и
относительно большое значение J [mopt] = 3.38 · 10−2 функционала каче-
ства J демонстрируют низкую маскировочную эффективность оболочки
(Ω, µr, µφ).

Таблица 1. Задача маскировки: µmin = 0.08, µmax = 20,
контраст = 250, γm = 15.8

M (µopt
r1 , µopt

φ1 ) (µopt
r2 , µopt

φ2 ) ... (µopt
rM , µopt

φM ) Ji(m
opt)

1 (0.08, 20)
2 (0.08, 20) (0.08, 20)
4 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20)
8 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) 3.38·10−2

12 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20)
16 (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20) (0.08, 20)
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Для того, чтобы повысить маскировочную эффективность проектиру-
емой оболочки, следует увеличить значение µmax/µmin (названное выше
контрастом пары (µmin, µmax)). Это можно сделать либо за счет умень-
шения значения µmin, либо за счет увеличения значения µmax. В сделан-
ном выводе можно убедиться из анализа результатов вычислительных
экспериментов для второй пары µmin = 0.02 и µmax = 50 в (22), кото-
рой отвечает контраст µmax/µmin = 2500 и коэффициент анизотропии
γ = 50.

Как показал численный анализ (см. табл. 2), оптимальные значения
µopt
rm, µopt

φm магнитных проницаемостей всех слоев, найденные с помощью
МРЧ, опять совпадают при любом M = 1, 16 с новой парой (µmin, µmax).
Это соответствует заполнению всех слоев одной и той же анизотропной
средой с проницаемостями µopt

rm = 0.02 и µopt
φm = 50, причем, как вытекает

из табл. 2, решение задачи (19) определяется соотношениями

µopt
r = 0.02, µopt

φ = 50, J(mopt) = 6.59 · 10−5 (26)

для каждого M = 1, 16, где mopt определено в (24). Подчеркнем, что
значение J(mopt) в (26) соответствует (в силу Замечания 2) высокой
маскировочной эффективности спроектированной анизотропной маски-
ровочной оболочки. В этом также можно убедиться с помощью анализа
изолиний магнитного поля Φ[mopt], приведенных на рис. 3б при выполне-
нии (26), которые являются прямыми во внешности оболочки Ω, означая
невозмущенность поля Φa вне Ω. Такая визуализация создает для внеш-
него наблюдателя иллюзию отсутствия оболочки во внешне приложен-
ном магнитном поле. Этот факт и малость значения J(mopt) = 6.59·10−5

функционала качества J демонстрируют высокую маскировочную эф-
фективность однородной анизотропной оболочки (Ω, µr, µφ). Сравнение
рис. 3а и 3б подтверждает тот факт, что увеличение значения коэффи-
циента анизотропии спроектированной маскировочной оболочки за счет
увеличения значения контраста µma/µmin параметров, входящих в опре-
деление множества управлений, приводит к существенному повышению
маскировочной эффективности спроектированной анизотропной оболоч-
ки.

Однако нужно отметить, что полученному оптимальному решению
mopt отвечает анизотропный материал, который хотя и является одно-
родным, но он обладает достаточно высоким коэффициентом анизотро-
пии. Последнее существенно усложняет техническую реализацию реше-
ния mopt. Один из способов избавления от этого недостатка состоит в
том, чтобы воспользоваться теорией эффективной (изотропной) среды,
используемой в инженерной физике [42, 43]. Согласно этой теории, при-
мененной к рассматриваемому нами физическому сценарию, действие
анизотропной однородной оболочки (Ω, µopt

r , µopt
φ ) при малой ее толщине

b− a эквивалентно (по своей маскировочной эффективности) действию
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двух концентрических оболочек в виде колец a < r < c и c < r < b, за-
полненных однородными изотропными средами с определенным образом
выбранными магнитными проницаемостями (см. [41, с. 112]).

Вместо этой теории мы воспользуемся в нашей работе разработан-
ной оптимизационной технологией, которую можно рассматривать как
ее математический аналог. Согласно данной технологии задача нахож-
дения магнитной маскировочной оболочки, обладающей наивысшей эф-
фективностью в рассматриваемом классе устройств и простотой техни-
ческой реализации, сводится к нахождению минимума функционала J
на множестве K ′, введенном в (2), т.е. к нахождению решения задачи
(20). Напомним в этой связи, что именно множество K ′ описывает мно-
жество всех M -слойных кусочно-однородных изотропные оболочек, каж-
дый слой которых заполнен однородной изотропной средой с постоянной
магнитной проницаемостью µm из интервала [µmin, µmax].

Таблица 2. Задача маскировки: µmin = 0.02, µmax = 50,
контраст = 2500, γm = 50

M (µopt
r1 , µopt

φ1 ) (µopt
r2 , µopt

φ2 ) ... (µopt
rM , µopt

φM ) Ji(m
opt)

1 (0.02, 50)
2 (0.02, 50) (0.02, 50)
4 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50)
8 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) 6.59·10−5

12 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50)
16 (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50) (0.02, 50)

а) б)

Рис. 3. Изолинии магнитного потенциала Φ в случае од-
нойслойной анизотропной маскировочной оболочки с про-
ницаемостью а) µ = diag(µr, µφ) = diag(0.08, 20) и б) µ =
diag(0.02, 50).

Как уже выше указывалось, мы обсудим результаты вычислитель-
ных экспериментов по решению задач (20) и (21) для трех введенных в
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(23) разных пар (µmin, µmax) с увеличивающимся контрастом µmax/µmin.
Предварительно отметим, что все введенные в (23) значения, кроме µmin =
0.007 и µmin = 0.01, отвечают магнитным проницаемостям известных
природных или инженерных материалов. Так, значение µmax = 14 опи-
сывает магнитную проницаемость никель-цинкового феррита, µmax =
100 описывает магнитную проницаемость стали и µmax = 140 описывает
магнитную проницаемость никеля. Что касается значений µmin = 0.007
и µmin = 0.01, то они описывают проницаемости известного сверхпро-
водникового метаматериала – ниобий-титанового сплава [44]. Использо-
вание введенного (указанного) материала, обладающего близкой к нулю
магнитной проницаемостью, позволяет добиться успеха в случае изо-
тропного сценария.

Перейдем теперь к анализу результатов вычислительных эксперимен-
тов для тестов второй группы. Начнем с результатов по решению задачи
экранирования. Как показал численный анализ, оптимальное решение
задачи экранирования обладает важным свойством, которое носит на-
звание принципа релейности (или bang-bang принципа).

Согласно этому принципу каждая компонента µopt
m оптимального ре-

шения mopt задачи (21) принимает лишь одно из двух значений µmin или
µmax, причем эти значения чередуются между собой. Указанное свой-
ство релейности справедливо для решений задачи экранирования и для
других статических моделей (см., например, [32]). В то же время, как
показал численный анализ, для задачи маскировки принцип релейности
выполняется лишь с точностью до последнего управления µopt

M . Более
конкретно, для компонент µopt

m оптимального решения mopt с номерами
m = 1,M − 1 выполняется строгое чередование, т.е. выполняется одно
из двух соотношений

µopt
1 = µopt

3 = ... = µopt
M−1 = µmin, µopt

2 = µopt
4 = ... = µopt

M−2 = µmax (27)

либо

µopt
2 = µopt

4 = ... = µopt
M−1 = µmin, µopt

1 = µopt
3 = ... = µopt

M−2 = µmax,

тогда как последнее значение µopt
M может принимать любое значение из

интервала [µmin, µmax], так что выполняется соотношение

µmin ≤ µopt
M ≤ µmax. (28)

Таким образом, именно поведением последней компоненты µopt
M век-

тора mopt отличается решение задачи маскировки от соответствующе-
го решения задачи экранирования, причем указанный факт справед-
лив и для других статических моделей, рассмотренных, в частности в
[32, 35, 36, 38]. Это отличие в поведении наглядно проявляется на рис. 4,
где представлены схематические визуализироавнные изображения экра-
нирующей (рис. 4а) и маскировочной (рис. 4б) оболочек при любом чет-
ном M ≤ 16, отличающихся лишь значением µopt

M .
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а) б)

Рис. 4. Схематическое изображение оптимальных мно-
гослойных изотропных оболочек, полученных с помощью
решения задач экранирования (а) либо маскировки (б)
для пары значений µmin и µmax, являющихся границами
множества K.

Второе важное свойство (установленное с помощью проведенных вы-
числительных экспериментов) состоит в том, что для любого числа слоев
M величина (минимальное значение) Jopt = J(mopt) убывает, а, следова-
тельно, маскировочная эффективность проектируемой оболочки (Ω,mopt)
растет с увеличением контраста µmax/µmin. Аналогичный факт справед-
лив и для Jopt

i .
Наглядным подтверждением этих двух свойств оптимального реше-

ния являются табл. 3–5 и рис. 5. В табл. 3 (4 либо 5) представлены
результаты решения задачи (19) для первой (второй либо третьей) пары
в (23) в виде оптимальных значений µopt

1 , µopt
2 , µopt

M−1, µopt
M магнитных

проницаемостей двух первых и двух последних слоев оболочки и зна-
чений J(mopt) функционала J на оптимальном решении mopt задачи
маскировки (19). На рис. 5 представлены графики зависимости мини-
мального значения Jopt ≡ J(mopt) от числа слоев M для трех разных
пар (µmin, µmax), приведенных в (23).

Анализ табл. 3–5 показывает, что найденные значения µopt
1 , µopt

2 , µopt
M−1

в точности удовлетворяют соотношениям (27) и (28). (То же самое спра-
ведливо и для остальных значений µopt

m при 3 ≤ m ≤ M − 2 в силу
свойства релейности). Кроме того, как следует из табл. 3 при увеличе-
нии M от 2 до 16 значения J(mopt) уменьшаются с 2.70 · 10−2 до значе-
ния 6.39·10−3, которому соответствует слабая маскировочная эффектив-
ность оптимальной оболочки (Ω,mopt). В свою очередь, при увеличении
M от 2 до 16 значения J(mopt) уменьшаются с 1.64 · 10−2 до значения
1.44 · 10−4 в случае табл. 4 и 9.60 · 10−3 до значения 1.26 · 10−6 в случае
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Таблица 3. Задача маскировки: µmin = 0.007, µmax = 14,
контраст = 2800, γm = 1

M µopt
1 µopt

2 µopt
M−1 µopt

M J(mopt)

2 0.007 14 2.70·10−2

4 0.007 14 0.007 14 9.72·10−3

8 0.007 14 0.007 14 6.74·10−3

12 0.007 14 0.007 14 6.43·10−3

16 0.007 14 0.007 14 6.39·10−3

Таблица 4. Задача маскировки: µmin = 0.01, µmax = 100,
контраст = 10000, γm = 1

M µopt
1 µopt

2 µopt
M−1 µopt

M J(mopt)

2 0.01 100 1.64·10−2

4 0.01 100 0.01 18.47 4.54·10−3

8 0.01 100 0.01 28.80 5.13·10−4

12 0.01 100 0.01 34.50 2.17·10−4

16 0.01 100 0.01 37.92 1.44·10−4

Таблица 5. Задача маскировки: µmin = 0.007, µmax =
140, контраст = 28000, γm = 1

M µopt
1 µopt

2 µopt
M−1 µopt

M J(mopt)

2 0.007 140 9.60·10−3

4 0.007 140 0.007 20.91 9.32·10−4

8 0.007 140 0.007 37.19 2.30·10−5

12 0.007 140 0.007 49.64 3.58·10−6

16 0.007 140 0.007 59.49 1.26·10−6

табл. 5. Последнему значению соответствует достаточно высокая маски-
ровочная эффективность оптимальной оболочки (Ω,mopt).

Факт уменьшения J(mopt) с увеличением контраста µmax/µmin также
вытекает из рис. 5: чем больше контраст µmax/µmin, тем ниже на рис. 5
график функции Jopt = Jopt(M), описывающей зависимость Jopt от M ,
а следовательно, тем выше маскировочная эффективность соответству-
ющей оболочки (Ω,mopt).

Более того, поскольку оптимальное решение содержит в силу сво-
ей структуры только два чередующихся (с точностью до последнего
слоя) легкодоступных природных либо инженерных материала, то слои
Ω1, ...,ΩM−1 спроектированной маскировочной оболочки допускают про-
стую техническую реализацию. Что касается последнего слоя ΩM , то
проблема его технической реализации не является принципиальной в
виду больших успехов, достигнутых к настоящему времени в области
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Рис. 5. Графики зависимости минимального значения
Jopt ≡ J(mopt) функционала качества J , соответствую-
щего задаче маскировки, от числа изотропных слоев M
для трех разных пар (µmin, µmax), приведенных в (23).

создания композитов и метаматериалов с заданными магнитными свой-
ствами.

5 Заключение

В этой статье мы изучили обратные задачи для 2D модели магни-
тостатики, возникающие при разработке технологий дизайна устройств
маскировки материальных тел в виде кольцевых слоистых оболочек.
С использованием предложенной авторами оптимизационной техноло-
гии указанные задачи были сведены к конечномерным задачам управ-
ления, в которых магнитные проницаемости отдельных слоев играют
роль управлений. Проведенный численный анализ показал, что высокая
эффективность проектируемых устройств магнитной маскировки может
быть достигнута при использовании как однослойных анизотропных обо-
лочек в виде колец с высокой степенью анизотропии, так и многослой-
ных кольцевых оболочек, состоящих из нескольких изотропных однород-
ных слоев с оптимально выбранными постоянными проницаемостями.
Их значения находятся с помощью разработанного численного алгорит-
ма, использующего метод роя частиц. В случае изотропных оболочек по-
строенные оптимальные решения mopt обладают свойством релейности,
согласно которому для любого числа слоев M каждая компонента µopt

m ,
m = 1,M оптимального решения mopt (кроме последней µopt

M ) принимает
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одно из двух значений: µmin и µmax, являющихся границами множества
управлений K. Это позволяет сделать важный вывод о том, что предло-
женная оптимизационная технология позволяет построить оптимальные
решения задач маскировки и экранирования, которым при надлежащем
выборе множества управлений отвечают высокоэффективные слоистые
оболочки, обладающие простотой технической реализации.
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