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Ïðåäñòàâëåíî Ñ.Â.Ñóäîïëàòîâûì

Abstract: This paper works with multi-agent none-classical modal
logics generated by relational Kripke-like models describing transfer
information and its' reliability. We suggest Kripke-like models essen-
tially extending usual multi-modal Kripke semantics. We primarily
study algorithmic problems connected with such logics. We �nd a
proof that such logics are decidable, �nding algorithms verifying
satis�ability formulas, we also solve the problem of admissibility
inference rules via technique of projective formulas and uni�cation,
we prove that this problem is decidable in such logics.

Keywords:modal logics, multi-agent logics, information, knowledge,
problems of uni�cation and admissibility, solving algorithms.

1 Ââåäåíèå

Ìíîãîàãåíòíûå è ìîäàëüíûå ëîãèêè àêòèâíî èñïîëüçóþñü â ïðîáëåìà-
òèêå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è èíôîðìàòèêå íà÷èíàÿ ñ 1980ãã. Ñóì-
ìèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ ê íà÷àëüíîìó âðåìåíè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé
ìîæíî íàéòè â êíèãå [1].

Rybakov V.V., Multi-agent logics with interaction, unifiability and

projectivity.
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Ìû ðàíåå, àíàëèçèðóÿ ýòîò ïîäõîä, ïðåäëîæèëè åãî îáîáùåíèå, èñ-
ïîëüçóÿ âìåñòî ôîðìóëû � çíàåò KiA � îáùåå îïðåäåëåíèå äëÿ èíôîð-
ìèðóåìîñòè àãåíòîâ. Ýòà òåõíèêà ïðåäëîæåíà è èññëåäîâàíà â Rybakov
[2]. Â ýòîé ðàáîòå íàéäåíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè òàêèõ ëîãèê è èõ
ïðèëîæåíèÿ. Ñ òåõ ïîð áûëî óäåëåíî ìíîãî âíèìàíèÿ ïðèëîæåíèÿì
ìíîãî-àãåíòíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèê ê ïðîáëåìàì ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíûé
ìîäåëåé äëÿ êîíöåïöèè çíàíèÿ (ñì. [2], [3, 4, 5, 6], [6,7, 8�16).
Â ýòîé íàøåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ìíîãî-àãåíòíûå íåêëàññè÷åñêèå

ìîäàëüíûå ëîãèêè, ïîðîæäàåìûå ðåëÿöèîííûìè Êðèïêå�ïîäîáíûìè ìî-
äåëÿìè, îïèñûâàþùèìè äîñòóï àãåíòîâ ê èíôîðìàöèè è åå ïåðåäà÷ó.
Ýòè ìîäåëè ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò ñòàíäàðòíóþ ñåìàíòèêó Êðèïêå, â
íèõ ìîäåëèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû äîñòóïà àãåíòîâ ê èíôîðìàöèè.
Îñíîâíàÿ öåëü � èññëåäîâàíèå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ìû íàõîäèì
ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè äëÿ òàêèõ ëîãèê, íàõîäèì àëãîðèòìû,
ïðîâåðÿþùèå âûïîëíèìîñòü ôîðìóë. Íà îñíîâå òåõíèêè ïðîåêòèâíîñòè
ôîðìóë è óíèôèêàöèè ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà äîïóñòèìîñòè ïðàâèë âûâîäà
â òàêèõ ëîãèêàõ.

2 Ìóëüòè-Àãåíòíûå Ëîãèêè ñ Âçàèìîäåéñòâèåì

Íà÷íåì ñ ìîäèôèêàöèè, ïðåäïîëàãàþùåé ââåäåíèå èçîëèðîâàííûõ
ãðóïï ýêñïåðòîâ ñ ðåäàêòèðóåìûìè ïðàâèëàìè äîñòóïà ê èíôîðìàöèè.
Èòàê, îñíîâíûì ñòàðòîâûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé âðåìåííîé
ôðåéì

F := ⟨
⋃
i∈N

C(i),≤⟩

ãäå
⋃

i∈N C(i) � ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (ìèðîâ, âðåìåííûõ ñîñòîÿíèé,
i ∈ N � ýòî èíäåêñû âðåìåííûé ñîñòîÿíèé, îáîçíà÷àåìûå íàòóðàëüíû-
ìè ÷èñëàìè, C(i) � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé (ýëåìåíòîâ, ìèðîâ),
äîñòóïíûõ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè i. Äëÿ a ∈ C(i1), b ∈ C(i2), a ≤ b
åñëè è òîëüêî åñëè i1 ≤ i2. Òî åñòü ≤ � ýòî ëèíåéíîå (íî íå ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå) îòíîøåíèå âðåìåííîé äîñòèæèìîñòè.
Ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J äëÿ àãåíòîâ

(ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî J ⊂ N , õîòÿ ìîæåì âûáðàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëþ-
áûå ñèìâîëû), è äëÿ êàæäîãî àãåíòà j ∈ J è êàæäîãî C(i) ôèêñèðóåòñÿ
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî - ãðóïïà ñîñòîÿíèé (ìèðîâ, ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
àãåíò ìîæåò çàïðàøèâàòü îá èñòèííîñòè óòâåðæäåíèé). Îñíîâà ïðåäëà-
ãàåìîé íàìè ìîäèôèêàöèè ñîñòîèò â ðàçäåëåíèè âðåìåííûõ ñîñòîÿíèé,
äîñòèãíóòûõ äëÿ àíàëèçà èíôîðìàöèè, íà áîëåå ñòðóêòóðèðîâàííûå ìî-
äåëè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáñòâåííî ñàìè âðåìåííûå äèñêðåòíûå ñîñòîÿ-
íèÿ (òàêèå êàê ñåãîäíÿ, çàâòðà, ïîñëåçàâòðà) è â êàæäîì îòäåëüíûì âðå-
ìåííîì ñîñòîÿíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìàëüíûå ìîäåëè (ìîäåëè Êðèï-
êå), îïèñûâàþùèå îáìåí èíôîðìàöèåé (ìîäåëèðóþùèå ðàçëè÷íûå áàçû
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äàííûõ, òàêèå êàê âåá ñàéòû è ïð.) Ýòîò ïîäõîä èçíà÷àëüíî ìîæåò áûòü
ïðîèíòåðïðåòèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Âðåìåííîé ìíîãîàãåíòíûé ôðåéì � ýòî

F := ⟨
⋃
i∈N

C(i),≤, Rj , j ∈ J⟩,

ãäå i ∈ N è ëþáîå C(i) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì (íàçû-
âàåìûì èíòåðïðåòèðóåìûì êàê âñå èíôîðìàöèîííûå áàçû äàííûõ (âåá
óçëû), äîñòóïíûå âî âðåìÿ i). Ïðè ðàçíûõ i1 è i2 ìíîæåñòâà C(i1) è
C(i2) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ.

Ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àãåíòîâ J ; ëþáîå J ðàçáè-
òî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà àãåíòîâ�ýêñïåðòîâ, J = J1∪J1∪ ...∪
Jk. Êàæäîìó Jm â ëþáîì C(i) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
Q(Ji,m) ìíîæåñòâà C(i) è âñå Q(Ji,m) òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïåðåñå-
êàþùèìèñÿ. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ Q(Ji,m) â C(i)
äàåò âñå ìíîæåñòâî C(i) (ò.å êîìïåòåíöèÿ àãåíòîâ ïîêðûâàåò âñå ñîñòî-
ÿíèÿ). Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè àãåíòîâ Rj ìåæäó ñîñòîÿíè-
ÿìè ëþáîãî ìíîæåñòâà C(i) äëÿ ëþáîãî j ∈ J îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

∀a, b ∈ C(i), aRjb ⇐⇒ ∃Q(Ji,m)[j ∈ Jm&(a, b ∈ Q(Ji,m))].

Òî åñòü, âñå àãåíòû èç Jm ìîãóò âèäåòü âñå ñîñòîÿíèÿ èç Q(Ji,m) (âíóò-
ðè ëþáîãî C(i)) è òîëüêî ýòè ñîñòîÿíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îíè îáëàäàþò
àáñîëþòíî ðàâíûìè è îäèíàêîâûìè âîçìîæíîñòÿìè äëÿ êîíñóëüòàöèè
îá èñòèííîñòè èíôîðìàöèè. Ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåàëèñòè÷íûì è áîëåå
òî÷íûì ïîäõîäîì ê ñîãëàñîâàíèþ èñòèííîñòè èíôîðìàöèè. À èìåííî, â
ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò òåêóùåãî âðåìåíè (ñåãîäíÿ, íàïðèìåð),
äëÿ êàæäîãî ýêñïåðòà ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ñîîáùåñòâî
ýêñïåðòîâ ñ êîòîðûì ýêñïåðò ìîæåò âçàèìíî îáìåíèâàòüñÿ èíôîðìàöèåé
î òîì èñòèííî ëè óòâåðæäåíèå.
Åñòåñòâåííî ëþáîé ôðåéì ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäåëü ââåäåíèåì îçíà÷è-

âàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à èìåííî

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäåëü íà ôðåéìå F çàäàåòñÿ ââåäåíèåì íåêîòî-
ðîãî îçíà÷èâàíèÿ V íà F íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ p, ãäå V (p) ⊆

⋃
i∈N C(i). Âñå ñîñòîÿíèÿ èç V (p) òðàêòó-

þòñÿ êàê òå, íà êîòîðûõ ïåðåìåííûå p èñòèííû îòíîñèòåëüíî V .

Ëîãè÷åñêèé ÿçûê ñòàíäàðòíî âêëþ÷àåò âñå áóëåâñêèå ëîãè÷åñêèå îïå-
ðàöèè, ìîäàëüíûå îïåðàöèè □ è ♢ è óíàðíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè Ki

äëÿ âñåõ i ∈ J , Kiφ � îçíà÷àåò � àãåíò i çíàåò φ, èëè àãåíò i ìîæåò
óçíàòü φ (ìû íå ôèêñèðóåì æåñòêî òðàêòîâêó). Îòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿ-
þùèå èñòèííîñòü ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïåðå÷èñëåíû íèæå. Ïóñòü çàäàí
ôðåéì F := ⟨

⋃
i∈N C(i),≤⟩ è ìîäåëü M := ⟨F, V ⟩ íà íåì.
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Îïðåäåëåíèå 3. ∀a ∈
⋃

i∈N C(i): (F, a) ⊩V p ⇔ p ∈ V (p);

äëÿ âñåõ áóëåâûõ îïåðàöèé îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ èñòèííîñòè îáû÷-
íûå è

∀a ∈ C(i) [(F, a) ⊩V □φ ⇔ ∀b ∈ C(j)(i ≤ j ⇒ (F, b) ⊩V φ)))];

∀a ∈ C(i) [(F, a) ⊩V ♢φ ⇔ ∃b ∈ C(j)(i ≤ j)&(F, b) ⊩V φ)).]

Èñòèííîñòü ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé çíàíèÿ Kj îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

∀a ∈ C(i) [(F, a) ⊩V Kjφ ⇔ ∃b[(aRjb)&(F, b) ⊩V φ)] ∨ [(F, a) ⊩V φ])].

Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè Kiφ îçíà÷àåò, ÷òî àãåíò ìîæåò óçíàòü, õîòÿ
áû ðàç, ÷òî φ áûâàåò èñòèííî. Äàëåå (óæå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì) ïî ëþ-
áîìó ôèêñèðîâàííîìó êëàññó ìîäåëåé îïðåäåëÿþòñÿ ëîãèêè, à èìåííî

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ êëàññà âñåõ ôðåéìîâ K, îïðåäåëåííûõ âûøå
(äëÿ êàæäîãî çàôèêñèðîâàííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà àãåíòîâ J), ìíî-
ãîàãåíòíàÿ ëîãèêà LMA(K), ïîðîæäåííàÿ K, � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
ôîðìóë, èñòèííûõ íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ôðåéìà ïðè âñåõ îçíà÷èâàíèÿõ

Òåîðåìà 5. Ëîãèêà LMA(K) ðàçðåøèìà, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì
ïðîâåðÿþùèé âûïîëíèìîñòü ôîðìóë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, äàíà ôîðìóëà φ è ìû äîëæíû ïðîâåðèòü âõî-
äèò ëè ýòà ôîðìóëà â LMA(K). Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîé ìåòîä âàðèàöèé
ôèëüòðàöèé çäåñü íåïðèìåíèì. Ìîæåò ñëó÷èòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîì ñî-
ñòîÿíèè íåêîòîðîãî C(i) âñå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ïîäôîðìóë ïðîâå-
ðÿåìîé ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè ïîäôîðìóë
íà íåêîòîðûì ñîñòîÿíèè ôðåéìà, ñòîÿùèì âíå C(i) â íåêîòîðîì C(j).
Òîãäà ìû áóäåì âûíóæäåíû ñëèâàòü ýòî ñîñòîÿíèå ñ íåêîòîðûì ñîñòî-
ÿíèåì èç C(j) è ñëåäîâàòåëüíî ïåðåñåêàòü ðàçíûå êîìïîíåíòû ôðåéìà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáðàííîìó ñåìàíòè÷åñêîìó çàäàíèþ ëîãèêè. Ïîýòî-
ìó íåîáõîäèìà ïðåäâàðèòåëüíàÿ íåñëîæíàÿ òåõíèêè îòëè÷íàÿ îò ôèëü-
òðàöèè (è, äàëåå, èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè ïðîñåèâàíèÿ ìîäåëåé). Èòàê,
äîïóñòèì, ÷òî ôîðìóëà φ âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîé ìîäåëè

(F, V ) := ⟨
⋃
i∈N

C(i),≤, Rj , j ∈ J, V ⟩

íà íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè a, (F, a) ⊩V φ; ìû òîãäà åñòåñòâåííî ìîæåì
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååò ìåñòî a ∈ C(0).
Ïåðâûé øàã äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû èçîëèðóåì êàæäîå

ïîäìíîæåñòâî Q(Ji,m) â ëþáîì âðåìåííîì ñãóñòêå C(i) è ìîäèôèöèðóåì
îòäåëüíî êàæäîå Q(Ji,m) (íàïîìíèì, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ââîäèì
îòíîøåíèå ≡ íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà Q(Ji,m):

∀x, y ∈ Q(Ji,m)[x ≡ y⇔[∀p ∈ V ar(φ)[x ⊩V p⇔y ⊩V p]].
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Ïîíÿòíî ÷òî ≡ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, è ìû çàìåùàåì
ëþáîé x ∈ Q(Ji,m) êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè [x]≡. Ìû îñòàâëÿåì ìåæäó
[x]≡ âñå òå æå îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè Rj ÷òî è áûëè ðàíåå. Òî åñòü

∀a, b ∈ Q(Ji,m), [a]≡Rj [b]≡ ⇐⇒ j ∈ Jm.

Ýòó ïðîöåäóðó ìû âûïîëíÿåì ñ êàæäûì Q(Ji,m) â ëþáîì ñãóñòêå C(i)
îòäåëüíî (íàïîìíèì Q(Ji,m) íå ïåðåñåêàþòñÿ). Ýòà ïðîöåäóðà íå ÿâëÿ-
åòñÿ ôèëüòðàöèåé, íî äàåò íàì íåîáõîäèìîå ñâîéñòâî: ëåãêî ïðîâåðèòü
èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóë, ÷òî óêàçàííàÿ òðàíñôîðìàöèÿ ñîõðàíÿåò
èñòèííîñòü ôîðìóë

∀x ∈ F,∀ψ ∈ Sub(φ)[(F, x) ⊩V ψ ⇔ [x]≡ ⊩V ψ].

Â èòîãå êàæäûé ñãóñòîê C(i) â ìîäåëè, ïîëó÷åííîé îïèñàííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì (ñëèÿíèåì ýëåìåíòîâ â ñãóñòêàõ C(i) èñõîäíîé ìîäåëè),
ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì âû÷èñ-
ëèìûì ïî ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Sub(φ). Äàëåå ðàáîòàåì ñ òîëüêî òà-
êèìè ìîäåëÿìè è âûïîëíÿåì äàëåå òåõíèêó ïðîñåèâàíèÿ.
À èìåííî, òåïåðü, ðàññìàòðèâàåì âñå èç ïîëó÷èâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå

ýòîé êîíñòðóêöèè ñãóñòêè C(i) âíóòðè âñåãî ôðåéìà êàê èäåíòè÷íûå
åñëè îíè èçîìîðôíû. Ïóñòü

∀n ∈ N, M(n) := {C(i) | i ≥ n}.
Ââèäó òîãî, ÷òî îñòàëîñü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ìîäåëåé C(i) è èõ
÷èñëî îãðàíè÷åíî ÷èñëîì âû÷èñëèìûì îò ÷èñëà ïîäôîðìóë ìíîæåñòâà
Sub(φ), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî st ∈ N , òàêîå ÷òî

M(st) =M(k),∀k ≥ st.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè âðåìåííûõ ñãóñòêîâ C(i), ðàñïîëîæåííûõ ðàíü-
øå st, ìû ìîæåì îñòàâèòü òîëüêî âû÷èñëèìîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñãóñòêîâ,
âûáèðàÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âîçìîæíîé ñòðóêòóðå è ðàñïîëîæåííûå ïî
âðåìåíè ïðåæäå st.
Ïóñòü

Repr(st) := {C(i1), . . . , C(it)}
� ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûé ðàçëè÷íûõ ñãóñòêîâ èç M(st) ïðè ij >
st. Ïîðÿäîê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé íåâàæíû, íî
èíäåêñû ij âçÿòû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Äàëåå âûáåðåì ìíîæåñòâî

Repr(st2) := {C(k1), . . . , C(kt)}
êîòîðîå òîæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ìîäå-
ëåé C(i) íî óæå èç ìíîæåñòâà M(it) ñëåäóþùèõ ïî âðåìåíè ñòðîãî ïî-
ñëå C(it) (ñíîâà ïîðÿäîê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
íåâàæíû, íî òåì íå ìåíåå èíäåêñû kj âçÿòû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå).
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïîëó÷èâøóþñÿ ìîäåëü, ñ÷èòàÿ âðåìåííîé èíäåêñîì
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ñëåäóþùèì çà kt ÷èñëî st è óäàëÿÿ ïîëíîñòüþ âñå ñãóñòêè âûøå âðåìåíè
kt. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ ìîäåëü ÷åðåç M1.
Ïîñòðîåíèå ìîäåëè M1 çàêîí÷åíî è åå ñòðóêòóðà ïîëíîñòüþ

îïèñàíà âûøå (çäåñü ìû îïÿòü íå èñïîëüçóåì ôèëüòðàöèþ).

Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ èç Sub(φ) è äëÿ ëþáîãî a ∈M1

(M1, a) ⊩V ψ ⇐⇒ (M,a) ⊩V ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåñëîæíîé ïðÿìîé èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîð-
ìóë ψ ó÷èòûâàÿ âûáîð ÷èñåë st è kt âûøå è âûáîð âñåõ îñòàâøèõñÿ â
ìîäåëè ñãóñòêîâ C(i). □

Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿ (M1, a) ⊩V φ äëÿ íåêîòîðîé òàêîé êîíå÷íîé
ìîäåëèM1, òî ðàçâîðà÷èâàÿ öèêë ñãóñòêîâ ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó C(st)
è C(kt) â âîçðàñòàþùóþ áåñêîíå÷íóþ öåïü, ïîëó÷àåì ÷òî (M,a) ⊩V φ è
äëÿ íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé áåñêîíå÷íîé ìîäåëè M .
Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ýòîé ëåììå, ìû ñâîäèì âîïðîñ î âûïîëíè-

ìîñòè â ëîãèêå LMA(K), ïîðîæäåííîé áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè ñ ïðî-
èçâîëüíîé ñòðóêòóðîé ìîäåëåé, ê âûïîëíèìîñòè ôîðìóë íà êîíå÷íûõ
ìîäåëÿõ âèäà M1 ðàçìåðà íå âûøå âû÷èñëèìîãî ïî ðàçìåðó ôîðìóëû.
Òåîðåìà äîêàçàíà. □.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî çíàíèÿ, ëî-
êàëüíîé èíôîðìàöèè àãåíòîâ, ÷åðåç ïðåäëîæåííûå ñåìàíòè÷åñêèå ìî-
äåëè. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé âûãëÿäèò òàê (èòàê ïóñòü ëîãè÷åñêàÿ
ñâÿçêà LCK èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáîçíà÷åíèå äëÿ ëîêàëüíîãî çíàíèÿ).

∀a ∈ C(i) [(F, a) ⊩V LCKφ ⇔ [(F, a) ⊩V φ]∨
[∃j ∈ J, ∃b ∈ C(i)(aRjb & (F, b) ⊩V φ)]].

ßñíî, ÷òî ýòà ñâÿçêà î÷åâèäíî âûðàçèìà â ïðåäëîæåííîì ëîãè÷åñêîì
ÿçûêå, à èìåííî

LCKφ ≡ φ ∨
∨
j∈J

Kjφ.

Òî åñòü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî ôîðìóëà φ èñòèííà óæå â òåêóùåì ñî-
ñòîÿíèè (íà a) è ñóùåñòâóåò àãåíòíûå îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè èç a ê
ñîñòîÿíèþ - áàçå äàííûõ � êîòîðàÿ çíàåò φ. Ëîêàëüíîñòü çäåñü îçíà÷àåò,
÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî âíóòðè òåêóùåãî êëàñòåðà âðåìåíè. C(i). Äó-
ìàåòñÿ, ÷òî òàêîé ïîäõîä ðàçóìåí è õîðîøî ñîâïàäàåò ÷àñòî ñ ðåàëüíîé
ðåãëàìåíòàöèåé ðàáîòû àãåíòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè.

Ñåé÷àñ ìû ââåäåì åùå îäèí âîçìîæíûé ñïîñîá ôîðìàëèçîâàòü ëî-
êàëüíîå îáùåå çíàíèå. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íå íàçíà÷àòü íèêàêîé
ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû èçîëèðîâàííûõ áàç çíàíèé äëÿ òîëüêî ýêñïåðòîâ,
à ðåãëàìåíòèðîâàòü äîñòóï ê èíôîðìàöèè ïðåäïèñàíèåì àãåíòàì àäìè-
íèñòðàòîðîì. Â ïðèíöèïå ïðèíÿòûé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîìó
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àãåíòó æåñòêî íàçíà÷åíî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé è àãåíòîâ, ñ êîòîðûìè îí
ìîæåò êîíñóëüòèðîâàòüñÿ è ïîëó÷àòü îò íèõ èíôîðìàöèþ. Ôîðìàëüíî
ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôðåéì âíåøíå âûãëÿäèò êàê è â ïðåäûäóùåì îïðå-
äåëåíèè

F := ⟨
⋃
i∈N

C(i),≤, Rj , j ∈ J⟩.

Íî â äàííîì ñëó÷àå ìû îïðåäåëÿåì àãåíòíûå îòíîøåíèÿ Rj íåñòàíäàðò-
íûì îáðàçîì, ÷òîáû ñìîäåëèðîâàòü èäåþ àäìèíèñòðèðîâàíèÿ. Çàäàþòñÿ
îíè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáðàíî è çàôèêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî k � ÷èñëî àãåíòîâ. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå çàôèêñèðîâàííîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé a = {a1, . . . , ak} ∈ C(i) â ìîäåëÿõ (âîçìîæíû ïî-
âòîðåíèÿ); è äëÿ êàæäîãî èç íèõ çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé Ina ⊆ C(I), ñ êîòîðûìè àãåíò a (êàê ñîñòîÿíèå) ìîæåò êîí-
ñóëüòèðîâàòüñÿ, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè a:

Ra :=
⋃

{< a, b >| b ∈ Ina} ∪ {< a, a >}.
Òî åñòü òåïåðü ïîâåäåíèå Ra íå ðåãóëÿðíî è ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî

àäìèíèñòðàòîðîì (õîòÿ äóìàåòñÿ, ýòî õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèÿì,
ïðèíÿòûì ðåàëüíûì àäìèíèñòðàòîðàì). Ïîìèìî ýòîãî, ìû ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà Ra ïîëíîñòüþ íå ïðåñåêàþòñÿ � íå èìåþò
îáùèõ ñîñòîÿíèé âîîáùå, íè îäíî ñîñòîÿíèå b ìîäåëè íå ìîæåò âõîäèòü
êàê êîìïîíåíòà áèíàðíûõ îòíîøåíèé < x, y > â ðàçíûõ Ra.
Äëÿ ìîäåëåé íà òàêèõ ôðåéìàõ ìû òàêèì æå êàê è ðàíåå îáðàçîì

îïðåäåëÿåì âû÷èñëåíèå èñòèííîñòè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé, â ÷àñòíîñòè
Ka. Êàê è ðàíåå ëîãèêà ââîäèòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 8. Äëÿ êëàññà K óêàçàííûõ ôðåéìîâ, ìíîãîàãåíòíàÿ
ëîãèêà LRI ïîðîæäåííàÿ K � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë, èñòèííûõ
íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ òàêèõ ôðåéìîâ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ îçíà÷èâàíèÿõ.

Òåîðåìà 9. Ëîãèêà LRI ðàçðåøèìà, ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïðîâå-
ðÿþùèé âûïîëíèìîñòü ôîðìóë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âíà÷àëå èçîëèðóåì êàæäîå ìíîæåñòâî

Ra :=
⋃

{< a, b >| b ∈ Ina} ∪ {< a, a >}
è âûïîëíÿåì íà íåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü

∀x, y ∈ Ina[xEy ⇔ [∀p ∈ V ar(φ)[x ⊩V p ⇔ y ⊩V p]].

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè
íà Ina, è ìû áåðåì ôàêòîð ìíîæåñòâî íà Ina ïî E è çàìåíÿåì âñå b ∈ Ina
íà ñîäåðæàùèå èõ ôàêòîð ìíîæåñòâà [b]E è ïîëàãàåì [a]E := {a}, äàëåå
ñ÷èòàåì [a]ERa[b]E . Âûïîëíÿåì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ êàæäîãî C(i)
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è äëÿ êàæäîãî Ra ïðè a èç C(i). Ïîëó÷àåì ìîäåëü M1. Â M1 î÷åâèäíî
âûïîëíÿåòñÿ

∀x ∈ F,∀ψ ∈ Sub(φ)[(F, x) ⊩V ψ ⇔ (M1, [x]E) ⊩V ψ],

ãäå [x]E � ýòî ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå x ïîñëå ñäåëàííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ.
Ïîñëå ýòîãî â ëþáîì ñãóñòêå C(i) ïîëó÷èâøåéñÿ ìîäåëè èç ìíîæåñòâà

âñåõ ïîëó÷èâøèõñÿRa, èçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé êàê ìîäåëè ñ îçíà÷èâà-
íèåì, óäàëèì âñå êîïèè, îñòàâèâ òîëüêî îäíó òàêóþ óíèêàëüíóþ ìîäåëü
Ra. Â ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ìîäåëèM2 î÷åâèäíî òîæå âûïîëíÿåòñÿ

∀x ∈M1,∀ψ ∈ Sub(φ)[(M1, x) ⊩V ψ ⇔ (M2, xs) ⊩V ψ],

ãäå xs � ýòî ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå x ïîñëå ñäåëàííîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ.
Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå C(i) êîíå÷íî è èìååò ÷èñëî ýëå-

ìåíòîâ íå âûøå ÷èñëà ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîãî ïî ÷èñëó ïîäôîðìóë
ôîðìóëû φ.
Òåïåðü, ðàññìàòðèâàåì âñå èç ïîëó÷èâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîé êîí-

ñòðóêöèè ìîäåëè C(i) âíóòðè âñåãî ôðåéìà êàê èäåíòè÷íûå, åñëè îíè
èçîìîðôíû. Ïóñòü ∀n ∈ N, M(n) := {C(i) | i ≥ m}. Ïîñëå ýòîãî îñòà-
ëîñü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ìîäåëåé C(i).
ßñíî, ÷òî èõ ÷èñëî îãðàíè÷åíî ÷èñëîì âû÷èñëèìûì èç ÷èñëà ïîäôîð-

ìóë íàøåé ôîðìóëû. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî st ∈ N ,
òàêîå ÷òî M(st) =M(k), ∀k ≥ st. Êàê ìû óæå èñïîëüçîâàëè ðàíåå ñðåäè
âðåìåííûõ ñãóñòêîâ C(i), ðàñïîëîæåííûõ ðàíüøå st, ìû ìîæåì îñòà-
âèòü òîëüêî âû÷èñëèìîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñãóñòêîâ, âûáèðàÿ ìàêñèìàëü-
íûå ïî âîçìîæíîé ñòðóêòóðå è ðàñïîëîæåííûå ïî âðåìåíè ïðåæäå st.
Ïóñòü êàê è ðàíåå Repr(st) := {C(i1, . . . , C(it)} � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ
âîçìîæíûé ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òàêîãî ñîðòà èçM(st) ïðè ij > st. Ïîðÿ-
äîê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé íåâàæíû, íî èíäåêñû
ij âçÿòû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå. Äàëåå ìû ñíîâà âûáåðåì ìíîæåñòâî
Repr(stF ) := {C(k1, . . . , C(kt)}, êîòîðîå òîæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
âîçìîæíûé ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé C(i), íî óæå èç M(it) ïðè kj > it. (ñíî-
âà ïîðÿäîê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé íåâàæíû, íî
èíäåêñû kj âçÿòû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå).
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ïîëó÷èâøóþñÿ ìîäåëü, ñ÷èòàÿ âðåìåííûì èíäåê-

ñîì ñëåäóþùèì çà kt ÷èñëî st è óäàëÿÿ ïîëíîñòüþ âñå ñãóñòêè âûøå
âðåìåíè kt. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ ìîäåëü ÷åðåç M3.

Ëåììà 10. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ψ èç Sub(φ) è äëÿ ëþáîãî a ∈M2

(M2, a) ⊩V ψ ⇐⇒ (M3, a) ⊩V ψ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåñëîæíîé ïðÿìîé èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîð-
ìóë ψ ó÷èòûâàÿ âûáîð ÷èñåë st è kt âûøå è âûáîð âñåõ îñòàâøèõñÿ â
ìîäåëè ñãóñòêîâ C(i). □

Â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ (M3, a) ⊩V φ äëÿ íåêîòîðîé òàêîé êî-
íå÷íîé ìîäåëè (M3), òî ðàçâîðà÷èâàÿ öèêë ñãóñòêîâ, ðàñïîëîæåííûõ
ìåæäó (Cst) è (Ckt) â âîçðàñòàþùóþ áåñêîíå÷íóþ öåïü, ïîëó÷àåì, ÷òî
(M,a) ⊩V φ è äëÿ íåêîòîðîé ñòàíäàðòíîé áåñêîíå÷íîé ìîäåëè M .
Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ýòîé ëåììå, ìû ñâîäèì âîïðîñ î âûïîëíè-

ìîñòè â ëîãèêå LRI, ïîðîæäåííîé áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè ñ ïðîèçâîëü-
íîé ñòðóêòóðîé ìîäåëåé, ê âûïîëíèìîñòè ôîðìóë íà êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ
âèäà M3 ðàçìåðà íå âûøå âû÷èñëèìîãî ïî ðàçìåðó ôîðìóëû. Òåîðåìà
äîêàçàíà. □

3 Ââîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî óíèôèöèðóåìîñòè

Êðàòêî íàïîëíèì,÷òî ïîäñòàíîâêà äëÿ ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ (èëè áóêâ) P � ýòî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå ε ìíîæåñòâà
P âî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë For. Ëþáàÿ òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü
ðàñøèðåíà íà ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë ñ ïîñðåäñòâîì ε(φ(x1, . . . , xn)) :=
φ(ε(x1), . . . , ε(xn)).

Îïðåäåëåíèå 11. Ôîðìóëà φ íàçûâàåòñÿ óíèôèöèðóåìîé â ëîãèêå
L, åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà ε (íàçûâàåìàÿ óíèôèêàòîðîì ôîðìóëû
φ) òàêàÿ, ÷òî ε(φ) ∈ L.

Îïðåäåëåíèå 12. Óíèôèêàòîð ε äëÿ ôîðìóëû φ â ëîãèêå L ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå îáùèì ÷åì óíèôèêàòîð ε1 åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà δ
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé áóêâû x, [ε1(x) ≡ δ(ε(x))] ∈ L.

Åñëè ëîãèêà ðàçðåøèìà, òî îáû÷íî ïðîâåðèòü óíèôèöèðóåìîñòü ôîð-
ìóë äîâîëüíî ïðîñòî (òåîðåòè÷åñêè, íî ñëîæíîñòü è äëèíà âû÷èñëåíèé
ìîæåò áûòü íåäîïóñòèìî âûñîêîé) : äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî
ïîäñòàíîâêè ïåðåìåííûõ â � èñòèíà-ëîæíà �{⊥,⊤}. Íî ïðîáëåìà íà-
õîæäåíèÿ âñåõ óíèôèêàòîðîâ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíà.

Îïðåäåëåíèå 13. Ìíîæåñòâî óíèôèêàòîðîâ CU äëÿ äàííîé ôîð-
ìóëû φ â ëîãèêå L ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîæåñòâîì óíèôèêàòîðîâ, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáîãî óíèôèêàòîðà σ ôîðìóëû φ â L,
ñóùåñòâóåò óíèôèêàòîð σ1 èç CU , òàêîé ÷òî σ1 áîëåå îáùèé ÷åì σ.
Äëÿ ìîäàëüíûõ ëîãèê, ðàñøèðÿþùèõ ìîäàëüíóþ ñèñòåìó S4 îïðåäå-

ëåíèå ïðîåêòèâíîñòè ôîðìóë ìîæåò áûòü äàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôîðìóëà φ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé â ëîãèêå L,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ (íàçûâàåìàÿ
ïðîåêòèâíîé ïîäñòàíîâêîé äëÿ φ) òàêàÿ ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì
äëÿ φ â L è □φ→ [xi ≡ σ(xi)] ∈ L äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé xi èç φ.
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Ëåììà 15. Åñëè ïîäñòàíîâêà σp ïðîåêòèâíà äëÿ φ â ëîãèêå L, òî {σp}
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîæåñòâîì óíèôèêàòîðîâ äëÿ φ (ò.å. ïîäñòàíîâêà σp
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì óíèôèêàòîðîì ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü σ ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì äëÿ
φ â L. Òàê êàê σp ïðîåêòèâíà äëÿ φ â L, ìû ïîëó÷àåì □φ → [xi ≡
σp(xi)] ∈ L äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé xi èç φ. Ïðèìåíÿÿ σ ê ôîðìóëàì
âûøå, ìû ïîëó÷àåì σ(□φ) → [σ(xi) ≡ σ(σp(xi))] ∈ L, òî åñòü σ(xi) ≡
σ(σp(xi)) ∈ L. Q.E.D.

Êîíå÷íî íå âñå óíèôèöèðóåìûå ôîðìóëû ïðîåêòèâíû â íåêëàññè÷å-
ñêèõ ëîãèêàõ, ïðèìåðû øèðîêî èçâåñòíû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè äëÿ ðàçðåøèìîé ìîäàëüíîé ëîãèêè L, ðàñøè-
ðÿþùåé S4 ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîåêòèâíà ëè ôîðìóëà φ è âû÷èñ-
ëèòü åå ïðîåêòèâíûé óíèôèêàòîð, òî ïðîáëåìà äîïóñòèìîñòè ïðàâèë âû-
âîäà â L ðàçðåøèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâèëî âûâîäà φ1, . . . φn/ψ íå äî-
ïóñòèìî â L åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò óíèôèêàòîð äëÿ φ1∧· · ·∧φn,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì äëÿ ψ. Íî òîãäà âû÷èñëèìûé áî-
ëåå îáùèé óíèôèêàòîð, ïîëó÷àåìûé ïî ïðîåêòèâíîé ïîäñòàíîâêå äëÿ
φ1 ∧ · · · ∧ φn ïðîâåðÿåò ýòî. Ýòà èíòåðåñíàÿ èäåÿ áûëà ââåäåíà â îáè-
õîä ëîãèêîâ, ðàáîòàþùèõ â íåêëàññè÷åñêîé ëîãèêå, Silvio Ghilardi (ñì.
[18]). Ìû ïðèìåíèì â ýòîé ñòàòüå òåõíèêó ïðîåêòèâíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè â èçó÷àåìûõ â ýòîé ñòàòüå ëîãèêàõ.

4 Ðàçðåøèìîñòü Äîïóñòèìîñòè ÷åðåç Ïðîåêòèâíîñòü

Ïðèìåíåíèå ïðîåêòèâíîñòè â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ëîãèê áëèç-
êèõ ê ëèíåéíûì, ïîçâîëèò äàòü íàì î÷åíü êîðîòêîå è êîìïàêòíîå äîêàçà-
òåëüñòâî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè ïðàâèë âûâîäà. Òàêîé ïîäõîä
÷åðåç òåõíèêó ïðîåêòèâíîñòè áûë íàéäåí Ñèëüâèî Ãèëàðäè è âïîñëåä-
ñòâèè áûë ïðèìåíåí ê ëèíåéíûì ìîäàëüíûì ëîãèêàì (Wojciech Dzik,
Piotr Wojtylak) äëÿ ìîäàëüíûõ ëîãèê, ðàñøèðÿþùèõ S.4.3 [20], [18,19]
è çàòåì áûë ðàçâèò äëÿ âðåìåííûõ ëîãèê â V. Rybakov [17]. Â ýòîì
ïàðàãðàôå íàì íåîáõîäèìà íåêàÿ ëåãêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìíîãîàãåíòíûõ
ôðåéìîâ, äëÿ òîãî ÷òîáû ìû ìîãëè èñïîëüçîâàòü òåõíèêó ïðîåêòèâíûõ
ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 16. Êàê è ðàíåå, â êà÷åñòâå ôðåéìà ìû ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü ëþáóþ âåðñèþ îïðåäåëåííóþ ðàíåå �

F := ⟨
⋃
i∈N

C(i),≤,Rj, j ∈ J⟩.

Íî äëÿ óíèôèêàöèè ÷åðåç ïðîåêòèâíîñòü íàì íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå
íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ â êàæäîì êëàñòåðå C(i): ìû äîïóñêàåì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî C(i) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå Dis ∈
C(i) òàêîå ÷òî,
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∀i ∈ N, ∀j ∈ J, ∀b ∈ C(i), [DisRjb ⇐⇒ b = Dis]&[bRjDis ⇐⇒ b = Dis].

Ýòîò ýëåìåíò Dis íàçûâàåì îò-ñîåäèíåííûì èëè âûêëþ÷åííûì (dis-
joint), òàê êàê ëþáîé àãåíò íå ìîæåò åãî äîñòè÷ü ïî Rj è ñíÿòü ñ íåãî
èíôîðìàöèþ, è òàêæå áóäó÷è â ëþáîì äðóãîì ñîñòîÿíèè íå âèäèò ïî Rj

ýòîò ýëåìåíò (îí êàê áû íåâèäèì àãåíòàì). Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëàãàåì,
÷òî â ëþáîé ìîäåëè ïðè ëþáîì âûáðàííîì îçíà÷èâàíèè íà òàêîì ôðåé-
ìå âñå ïåðåìåííûå íà ýëåìåíòàõ òèïà Dis ëîæíû ( (M,Dis) ⊩V ¬pj).
Ýòè îãðàíè÷åíèÿ, òåì ñàìûì, íèêàê íå îãðàíè÷èâàþò âûðàçèìîñòü èí-
ôîðìàöèè, íî òåõíè÷åñêè ïîëåçíû äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòèâíîñòè. Êàê
è ðàíåå ëîãèêà L � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë èñòèííûõ íà âñåõ òàêèõ
âîçìîæíûõ ìîäåëÿõ.

Òåîðåìà 17. Â ëîãèêå L ëþáàÿ óíèôèöèðóåìàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîåêòèâíîé. Óíèôèöèðóåìîñòü ôîðìóë â ýòîé ëîãèêå àëãîðèòìè-
÷åñêè ðàñïîçíàâàåìà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïðîåêòèâíûé
óíèôèêàòîð äëÿ ëþáîé óíèôèöèðóåìîé ôîðìóëû. Ïîýòîìó ïðîáëåìà äî-
ïóñòèìîñòè ïðàâèë âûâîäà ðàçðåøèìà äëÿ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå íóæíî äîêàçàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàñïîçíà-
âàåìîñòü óíèôèöèðóìûõ ôîðìóë. Ýòà çàäà÷à íå òàê òðèâèàëüíà, êàê
äëÿ ïðîñòî áóëåâîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè, íî ñðàâíèòåëüíî äî-
ñòàòî÷íî íåñëîæíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà
φ(x1, ..., xn) è îíà óíèôèöèðóåìà. Íàøà ëîãèêà îáëàäàåò â ÷àñòíîñòè ìî-
äåëÿìèM , ãäå êàæäûé êëàñòåð C(i) ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ
Dis.
Äîïóñòèì, ÷òî ôîðìóëà φ(x1, ..., xn) óíèôèöèðóåìà â ëîãèêå L è σ1 åå

óíèôèêàòîð. Ïóñòü ïîäñòàíîâêà σ1 äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì,

∀xi, σ1(xi) := αi, ãäå αi ∈ For

Ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå ôîðìóëà φ(x1, ..., xn) èñòèííà íà M , òàê êàê
σ1 åå óíèôèêàòîð. Òîãäà èñòèííîñòü ëþáûõ ïåðåìåííûõ yj èç ôîðìóë
â óêàçàííûõ ôîðìóëàõ αi, ó÷àñòâóþùèõ â ïîäñòàíîâêå σ1, ïðèíèìàþò
èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ëîæü íà ëþáîì ñîñòîÿíèè Dis èç ýòîé ìîäåëèM ,
� ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

σ1(yj) = ⊥
è ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå σ1 íà ýòîé ìîäåëè èñòèííà íàøà ôîðìóëà. Ïðè
ýòîì ìû íå óòâåðæäàåì, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîäñòàíîâêà � óíèôè-
êàòîð â ëîãèêå, íî òåì íå ìåíåå î÷åâèäíî âåðíà

Ëåììà 18. Äëÿ äàííîé ìîäèôèöèðîâàííîé ïîäñòàíîâêè σ1

∀a ∈M, (M,a) ⊩V ¬σ1(yj).
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Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ èç ôîðìóë αi ïðè ýòîé ïîäñòàíîâêå σ1 ïðèíèìà-
åò îäíî è òî æå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå èñòèíà èëè ëîæíà îäíîâðåìåííî
íà âñåõ ñîñòîÿíèÿõ èç ýòîé ìîäåëè (à îíà ñîñòîèò òîëüêî èç òàêèõ ñî-
ñòîÿíèé Dis). Ïîýòîìó (ëåãêàÿ èíäóêöèÿ ïî äëèíå ôîðìóë αi) âåðíà

Ëåììà 19. Â ìîäåëè M ,

∀a, b ∈M, ∀αi(M,a) ⊩V σ1(αi) ⇔(M, b) ⊩V σ1(αi).

Ïîòîìó ïîäñòàíîâêà σ1 âìåñòî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû φ(x1, ..., xn) ïðî-
ñòî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ôîðìóë αi â óêàçàííîé ìîäåëè M ïðè òîì
çàäàííîì îçíà÷èâàíèè σ1, áóäåò óíèôèêàòîðîì ôîðìóëû φ(x1, ..., xn) â
íàøåé ëîãèêå (òàê êàê φ(x1, ..., xn) ïðè σ1 èñòèííà íà èñõîäíîé ìîäåëè
M). Ïîýòîìó è çäåñü äëÿ ïðîâåðêè óíèôèöèðóåìîñòè äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ïðîñòî îäíîýëåìåíòíóþ ìîäåëü è èñòèííîñòü íà íåé.
Êîíå÷íî ìû íå çíàåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ σ1 íà îäíîýëåìåíò-

íîé ìîäåëè (êàê è â áóëåâîé ëîãèêå), íî åãî ìîæíî óòî÷íèòü ïðîñòûì
ïåðåáîðîì ïîëüçóÿñü ðàçðåøèìîñòüþ ëîãèêè (îíà äîêàçûâàåòñÿ êàê è
ðàíåå â ýòîé ñòàòüå äëÿ óïîìÿíóòûõ ëîãèê, ïðîñòî â íà÷àëå äîêàçàòåëü-
ñòâà íàäî ñëèòü âñå ñîñòîÿíèÿ òèïà Dis â ëþáîì êëàñòåðå C(i) â îäíî
ñîñòîÿíèå). Òàêèì îáðàçîì ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ óíèôèöèðóåìîñòè
â òàêèõ ëîãèêàõ ðàçðåøèìà. Çàôèêñèðóåì íåîáõîäèìûé íàì â áóäóùåì
íåêîòîðûé âû÷èñëåííûé òàêèì îáðàçîì óíèôèêàòîð σ3 äëÿ ôîðìóëû
φ(x1, ..., xn),

σ3(xi) = δi, ãäå δi ∈ {⊥,⊤}.
Íî âîò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå îáùèõ óíèôèêàòîðîâ ñîâñåì íå
òàê ïðîñòà.
Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðîåêòèâíîñòè óíèôèöèðóìûõ ôîðìóë,

äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé xi èç ëþáîé äàííîé ôîðìó-
ëû φ ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïîäñòàíîâêó. Ïóñòü V ar(□φ) ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èç □φ è Sub(□φ)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû □φ. Âîçüìåì ëþáîå
X ⊆ Sub(□φ), è äàëåå ôèêñèðóåì ôîðìóëû.
Ïóñòü äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé xi èç V ar(φ),

σ(xi) := [(□φ) ∧ xi] ∨ [¬♢□φ ∧ σ3(xi)]∨

[¬□φ ∧ ♢□φ ∧ ⊥].

Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì äëÿ ôîðìóëû
φ â ëîãèêå L. Âûáèðàåì ëþáóþ ìîäåëü íàøåé ëîãèêè, ò.å. ëþáîé ôðåéì
F (ñ ñîñòîÿíèÿìè Dis â ëþáîì ñãóñòêå) ñ ëþáûì îçíà÷èâàíèåì V äëÿ
ïåðåìåííûõ xi èç äàííîé ôîðìóëû φ. Áåðåì ëþáîå ñîñòîÿíèå a ∈ F .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà (F, a) ⊩V ¬♢□φ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîäñòà-

íîâêè σ3, îíà ÿâëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì äëÿ ôîðìóëû φ â ëîãèêå, ïîýòîìó
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∀b ∈ F, (F, b) ⊩V σ3(φ)) è ñîîòâåòñâåííî ∀b ∈ F, (F, b) ⊩V σ(φ)).

Äîïóñòèì òåïåðü ÷òî (F, a) ⊩V □φ. Òîãäà ïîäñòàíîâêà σ íå ìåíÿåò
èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xi â ñðàâíåíèè ñ èõ èñòèííîñòíûìè
çíà÷åíèÿìè ïðè îðèãèíàëüíîì îçíà÷èâàíèè V . Ïîýòîìó

(F, a) ⊩V xi ⇔ (F, a) ⊩V σ(xi), ∀b ≥ a (F, b) ⊩V xi ⇔ (F, b) ⊩V σ(xi),

ñëåäîâàòåëüíî

(F, a) ⊩V σ(□φ).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé êîãäà

(F, a) ⊩V ¬□φ ∧ ♢□φ.

Ïóñòü C(i) � ýòî íàèìåíüøèé ñãóñòîê, ãäå ôîðìóëà □φ èñòèííà ïðè
îðèãèíàëüíîì îçíà÷èâàíèè V , ïóñòü Dis(i) è Dis(i−1) � ýòî äâà âûáðàí-
íûõ ëþáûõ ñîñòîÿíèÿ òèïà Dis èç C(i) è C(i− 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
äëÿ ëþáîé xi ∈ V ar(φ) ââèäó òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ Dis(i) è Dis(i − 1)
ÿâëÿþòñÿ âûêëþ÷åííûìè èìååò ìåñòî

(F,Dis(i)) ⊩V ¬xi& (F,Dis(i− 1)) ⊩V ¬xi.
Èñïîëüçóÿ ýòî è âíîâü âûêëþ÷åííîñòü ñîñòîÿíèé Dis(i) è Dis(i − 1)
(îãðàíè÷åíèÿ íà ðàáîòó àãåíòíûõ îïåðàöèé Rj) ïðÿìîé èíäóêöèåé ïî
äëèíå ôîðìóëû ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôîðìóëû α
ïîñòðîåííîé èç ïåðåìåííûõ xi

Ëåììà 20.

(F,Dis(i)) ⊩V α ⇔ (F,Dis(i− 1)) ⊩V α.

Êðîìå òîãî âåðíà

Ëåììà 21. Äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ g òèïà Dis èç ëþáîãî ñãóñòêà C(j)
ìîäåëè è ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ V2 íà Ì, è ëþáîé ôîðìóëû β èç Sub(□φ)

(F, g) ⊩V2

∧
β∈Sub(□φ)

([β →
∧
j∈J

Kjβ] ∧ [
∧

j∈J∈Sub(□φ)

[Kjβ → β]).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ àãåíòíûõ îòíîøåíèé
äîñòèæèìîñòè Rj íà ñîñòîÿíèÿõ òèïà Dis.

Èç ýòèõ äâóõ ëåìì, ïðÿìîé èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóë α âûâîäèòñÿ

Ëåììà 22. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû α èç Sub(□φ), ïîñòðîåííîé èç ïåðå-
ìåííûõ xi
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(F,Dis(i)) ⊩V σ(α) ⇔ (F,Dis(i− 1)) ⊩V σ(α).

Äëÿ ñãóñòêîâ C(j) ðàñïîëîæåííûõ íèæå C(i− 1) äîêàçàòåëüñòâî ïðå-
äûäóùåé ëåììû àíàëîãè÷íîå, òàê êàê â òàêèõ ñãóñòêàõ ïðè ïîäñòàíîâêå
σ ïåðåìåííûå èìåþò òî æå îçíà÷èâàíèå ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïîäñòàíîâêè
σ êàê è â C(i− 1).
Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ, ïîñòðîåííàÿ íàìè è ÿâ-

ëÿåòñÿ óíèôèêàòîðîì äëÿ φ. Ïðîåêòèâíîñòü ýòîé ïîäñòàíîâêè î÷åâèäíà.
Òåîðåìà äîêàçàíà
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