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Ïðåäñòàâëåíî È.Á. Ãîðøêîâûì

Abstract: We consider some recently constructed examples of
simple �nite-dimensional right-alternative superalgebras and right-
symmetric algebras. We prove that the central order in any of
these algebras and superalgebras is embedded in a �nite module
over its center (or over the even part of its center in the case of
superalgebras).

Keywords: central order, simple superalgebra, simple algebra,
right-alternative superalgebra, right-symmetric algebra.

1 Ââåäåíèå

Àññîöèàòîð ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèåé â òåîðèè
íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Ïåðâîå åãî ñóùåñòâåííîå ïðèìåíåíèå îòíîñèò-
ñÿ ê òåîðèè àëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð. Ïî îïðåäåëåíèþ àëüòåðíàòèâíàÿ àë-
ãåáðà � ýòî àëãåáðà, â êîòîðîé àññîöèàòîð ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé
ôóíêöèåé îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ïðîòèâîïîëîæíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ
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àññîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà, â êîòîðîé àññîöèàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèåé îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Êàê ïîêàçàë Ý. Êëåéíôåëä â [1],
ýòè àëãåáðû ñëèøêîì áëèçêè ê àññîöèàòèâíûì: â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ïåð-
âè÷íàÿ àññîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íå 2 è
íå 3 ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé.
Íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé ïðèíèìàëèñü ïîïûòêè èçó÷àòü òåîðèþ

àëãåáð, â êîòîðûõ àññîöèàòîð îáëàäàåò áîëåå ñëàáûìè ñâîéñòâàìè (êî-
ñî)ñèììåòðè÷íîñòè. Àëãåáðû, â êîòîðûõ àññîöèàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íîé ôóíêöèåé îò âòîðîãî è òðåòüåãî àðãóìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ ïðà-
âîñèììåòðè÷åñêèìè. Ýòè îáúåêòû (è àíòèèçîìîðôíûå èì ëåâîñèììåò-
ðè÷åñêèå àëãåáðû) âîçíèêàëè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ àáñòðàêòíîé àëãåá-
ðû è ãåîìåòðèè: äëÿ êëàññèôèêàöèè âûïóêëûõ îäíîðîäíûõ êîíóñîâ [2],
ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà [3], ìíîãèå äðóãèå ïðèìåíåíèÿ
ïðèâåäåíû â îáçîðå [4]. Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãîîáðàçèå ýòèõ àëãåáð ñòîëü
âåëèêî, ÷òî íå îñòàâëÿåò øàíñîâ äëÿ àäåêâàòíîé ñòðóêòóðíîé òåîðèè.
Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé îêàçûâàþò-
ñÿ íåâåðíûìè äëÿ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð äàæå â êîíå÷íîìåðíîì
ñëó÷àå. ×àñòíûé ñëó÷àé ëåâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð � àëãåáðû Íîâè-
êîâà � îáëàäàåò ïðèåìëåìîé (õîòü è äàëåêîé îò èäåàëà) êîíå÷íîìåðíîé
ñòðóêòóðíîé òåîðèåé ñ íàäåæäîé íà ïåðåõîä ê áåñêîíå÷íîìåðíûì àëãåá-
ðàì (ñì. ðàáîòû [5], [6], [7], [8], [9]).
Àëãåáðû, â êîòîðûõ àññîöèàòîð ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíêöè-

åé îò âòîðîãî è òðåòüåãî àðãóìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíû-
ìè. Êîíå÷íîìåðíàÿ òåîðèÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð î÷åíü áëèçêà ê
òåîðèè àëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð. Êàê ïîêàçàë À. Àëáåðò â [10], êàæäàÿ
ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà àëüòåðíàòèâíà. Â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òàêæå ïðîñëåæèâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íàëè÷èå
íåàëüòåðíàòèâíûõ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ àëãåáð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â
êà÷åñòâå ïîãðåøíîñòè. Íàïðèìåð, â [11] ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ íåâûðîæ-
äåííàÿ (â ÷àñòíîñòè, óíèòàëüíàÿ ïðîñòàÿ) ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ àëãåáðà
àëüòåðíàòèâíà. Â òî æå âðåìÿ ([12]), ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ïðàâîàëüòåð-
íàòèâíûå íèëü-àëãåáðû èíäåêñà 3.
Îäíàêî, ïåðåõîä ê ñóïåðàëãåáðàì ñèëüíî ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè. Èç-

íà÷àëüíî, èññëåäîâàíèå ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ ñóïåðàëãåáð âåëîñü â ðàì-
êàõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ � àëüòåðíàòèâíûõ è (-1,1) ñóïåðàëãåáð. Â ïîñëåä-
íåå äåñÿòèëåòèå òåîðèÿ ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ
ñóïåðàëãåáð àêòèâíî ðàçâèâàëàñü ïðåèìóùåñòâåííî â ðàáîòàõ Ñ. Â. Ï÷å-
ëèíöåâà è Î. Â. Øàøêîâà (êðàòêîå èçëîæåíèå èìååòñÿ â îáçîðå [13]).
Â ðàáîòå Ý. Ôîðìàíåêà [14] áûëî äîêàçàíî, ÷òî öåíòðàëüíûé ïîðÿäîê

â êîíå÷íîìåðíîé öåíòðàëüíîé ïðîñòîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðå (ò.å. â àë-
ãåáðå ìàòðèö) âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä ñâîèì
öåíòðîì. Â ðàáîòàõ [15] è [16] ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåíåñåí íà àëüòåðíà-
òèâíûå è éîðäàíîâû àëãåáðû. Â ðàáîòå [17] áûëè ðàññìîòðåíû ïðîñòûå
àëüòåðíàòèâíûå è éîðäàíîâû ñóïåðàëãåáðû, äëÿ áîëüøèíñòâà èç íèõ
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áûëî äîêàçàíî âëîæåíèå öåíòðàëüíîãî ïîðÿäêà â ýòèõ ñóïåðàëãåáðàõ â
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä ÷åòíîé ÷àñòüþ ñâîåãî öåíòðà.
Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì óïîìÿíóòûõ âû-

øå ñòàòåé. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû öåíòðàëüíûå ïîðÿäêè â íåêîòî-
ðûõ âàæíûõ ïðîñòûõ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáðàõ è ïðîñòûõ ïðà-
âîàëüòåðíàòèâíûõ ñóïåðàëãåáðàõ, ïîñòðîåííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû. Äëÿ
ýòèõ ïðèìåðîâ äîêàçàíî, ÷òî îíè âëîæèìû â êîíå÷íûé ìîäóëü íàä ñâîèì
öåíòðîì (÷åòíîé ÷àñòüþ ñâîåãî öåíòðà â ñëó÷àå ñóïåðàëãåáð).

2 Ïðèìåðû ïðîñòûõ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ àññîöèàòîðà è êîì-
ìóòàòîðà â ïðîèçâîëüíîé àëãåáðå: (x, y, z) = (xy)z−x(yz), [x, y] = xy−yx.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � àëãåáðà è äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ A âûïîëíå-

íî (x, y, z) = (x, z, y). Òîãäà àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ïðàâîñèììåòðè÷å-

ñêîé àëãåáðîé.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð
ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ýíäîìîðôà. Ýòîò ìåòîä, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëèë ïî-
ñòðîèòü ñëåäóþùèé ïðèìåð òàê íàçûâàåìîé ìàòðè÷íîé RS-àëãåáðû ,
âïåðâûå âîçíèêøèé â [18].

Ïðèìåð 1.Ïóñòü Fn � ýòî ïðÿìàÿ ñóììà n êîïèé ïîëÿ F . Â àëãåáðå
Fn åñòü áàçèñ e1, . . . , en, ãäå ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) è åäèíèöà ñòîèò
íà i-îì ìåñòå. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå : Fn → Mn(F ),
ei = eii. Çàäàäèì íà ïðÿìîé ñóììå ïîäàëãåáð Fn +Mn(F ) ñòðóêòóðó
àëãåáðû ïî ïðàâèëó

v ·A = vA, A · v = vA+ [A, v].

Åñëè n > 1, òî Fn+Mn(F ) � ïðîñòàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ ïðàâîñèììåò-
ðè÷åñêàÿ àëãåáðà.
Ïóñòü V2 � ñòàíäàðòíûé ìîäóëü ñòðîê íàäM2(F ). Çàôèêñèðóåì îòîá-

ðàæåíèå π : V2 →M2(F ) ïî ïðàâèëó

π(x, y) =

(
x y
x y

)
.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû C ∈ M2(F ) îïðåäåëèì ψC(x) = π(x) ⊙ C,
ãäå ⊙ � ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü V2 � ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû 2 íàä ïîëåì F è
íà V2 çàäàíà íåêîòîðàÿ áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ x•y. Íà ïðÿìîé ñóììå ïðî-
ñòðàíñòâ A = V2+M2(F ) îïðåäåëèì óìíîæåíèå, ïîëàãàÿ, ÷òîM2(F ) �
ýòî ìàòðè÷íàÿ ïîäàëãåáðà, vA îïðåäåëåíî êàê óìíîæåíèå ñòðîêè v íà
ìàòðèöó A, è ñóùåñòâóåò òàêàÿ C ∈M2(F ), ÷òî

Av = vA+ [A, [R•
v]], wu = w • u+ ψC(u)π(w)

äëÿ ëþáûõ v, w, u ∈ V2, A ∈ M2(F ), ãäå [φ] � ýòî ìàòðèöà ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà V2.
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Â ðàáîòå [19] À. Ï. Ïîæèäàåâ è È. Ï. Øåñòàêîâ äîêàçàëè, ÷òî ïðà-
âîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà âèäà W + M2(F ), ãäå W � íåïðèâîäèìûé
ìîäóëü íàä sl2, èìååò âèä A èç ïðèìåðà 2.

3 Öåíòðàëüíûå ïîðÿäêè â ïðîñòûõ

ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáðàõ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � àëãåáðà. Òîãäà öåíòðîì àëãåáðû A íà-
çûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Z(A) = {z ∈ A | (z, x, y) = (x, z, y) = (x, y, z) = [x, z] = 0 ∀x, y ∈ A}.

Ïóñòü A � àëãåáðà, Z = Z(A) � öåíòð àëãåáðû A, ïðè÷åì Z íå
ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ âñåé àëãåáðû A. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð
S = {(a, z) | a ∈ A, z ∈ Z, z ̸= 0}. Íà ìíîæåñòâå S ðàññìîòðèì îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè:

(a, x) ∼ (b, y)←→ ay = bx.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç Z−1A, à êëàññ ýê-
âèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò (a, z) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a

z . Íà

Z−1A çàäàäèì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, êàê íà îáû÷íûõ äðîáÿõ. Òîãäà
Z−1A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé A â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû. Êðîìå
òîãî, àëãåáðó Z−1A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàä ïîëåì ÷àñòíûõ Z−1Z.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � àëãåáðà, Z = Z(A) � öåíòð àëãåáðû A,
ïðè÷åì Z íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ âñåé àëãåáðû A. Òîãäà àëãåáðà A
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â àëãåáðå Z−1A.

Çàìåòèì, ÷òî A∩Z−1Z = Z. Â ñàìîì äåëå, âêëþ÷åíèå Z ⊆ A∩Z−1Z
î÷åâèäíî. Ïóñòü b ∈ A ∩ Z−1Z. Ïîñêîëüêó Z−1Z = Z(Z−1A) (äîêàçàíî
â [20], Ïðåäëîæåíèå 8.2), òî [b, x] = (b, x, y) = (x, b, y) = (x, y, b) = 0 äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ A. Íî b ∈ A, òàê ÷òî b ∈ Z(A).

Íà ìàòðè÷íîé RS-àëãåáðå çàäàíî ÿâíîå óìíîæåíèå, ïîýòîìó íà÷íåì
íàøå èññëåäîâàíèå öåíòðàëüíûõ ïîðÿäêîâ â ïðàâîñèììåòðè÷åñêèõ àë-
ãåáðàõ ñ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 1. Ïóñòü B � àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì
â ìàòðè÷íîé RS-àëãåáðå A = Fn + Mn(F ). Òîãäà B âêëàäûâàåòñÿ â
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z(B)-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = Z−1B. Çàìåòèì, ÷òî F = Z−1Z. Â àë-
ãåáðå B åñòü áàçèñ e1, . . . , en, eij íàä ïîëåì F , ãäå ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

è åäèíèöà ñòîèò íà i-îì ìåñòå. Ñóùåñòâóåò z ∈ Z òàêîé, ÷òî ei = fi
z ,

eij =
fij
z è fi, fij ∈ B. Ïóñòü a = (α1, . . . , αn) +

∑
βijeij ∈ B, αi, βij ∈ F .

Åñëè F ̸= m, òî
n∑

i=1

(fim(fmm(afkk)))fki = βmkz
4.
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Åñëè k = m, òî äëÿ s ̸= k

n∑
i=1

(fik(fkk((fkk(afkk))fks)))fsi = βkkz
6.

Êðîìå òîãî, èìååì äëÿ s ̸= k

n∑
i=1

(fik(fkm(fmm((fkk(afkk))fkm))))fmi = αkz
7.

Òàêèì îáðàçîì, αkz
7, βkmz

6 ∈ B ∩ F = Z, îòêóäà

az7 ∈
n∑

i=1

Zei +
n∑

i,j=1

Zeij .

Òàêèì îáðàçîì Z-ìîäóëü Bz7 âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-
ìîäóëü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Z-ìîäóëü Bz7 èçîìîðôåí Z-ìîäóëþ B.

□

Ïåðåéäåì ê äðóãîìó ïðèìåðó ïðîñòîé ïðàâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû.

Ëåììà 2. Ïóñòü B � àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì
â àëãåáðå A = V2 + M2(F ), ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâà F (1, 0) è F (0, 1) íå
çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè •. Òîãäà B âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé Z(B)-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = Z−1B. Çàìåòèì, ÷òî F = Z−1Z. Â
àëãåáðå B åñòü áàçèñ e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), e11, e12, e21, e22 íàä ïîëåì F .
Ïóñòü áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ • íà V2 çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e1 • e1 = (γ1, δ1), e1 • e2 = (γ2, δ2), e2 • e1 = (γ3, δ3), e2 • e2 = (γ4, δ4).

Ïóñòü C =

(
ε1 ε2
ε3 ε4

)
. Ñóùåñòâóåò z ∈ Z òàêîé, ÷òî ei =

fi
z , eij =

fij
z , γi =

µi

z , δi =
νi
z , εi =

ξi
z è fi, fij ∈ B, µi, νi, ξi ∈ Z. Ïóñòü a = (α, β) +

∑
αijeij .

1) Ïðåäïîëîæèì, δ1 ̸= 0. Òîãäà

χ1(a) = −
1

ν31
(f21(((f1(af11))f22)f21))(ν1f11 − ν1f22 + (ν3 − µ1)f21) = αz4,

χ2(a) = −
1

ν31
(f21(((f1((af22)f21))f22)f21))(ν1(f11 − f22) + (ν3 − µ1)f21) = βz5.

Íî òîãäà

f1i(az
6−χ1(a)f1z−χ2(a)f2)fj1+f2i((az

6−χ1(a)f1z−χ2(a)f2))fj2 = αijz
8.

Òàêèì îáðàçîì, αz4, βz5, αijz
8 ∈ B ∩ F = Z, îòêóäà az8 ∈ Ze1 + Ze2 +∑

Zeij . Òàêèì îáðàçîì, Z-ìîäóëü Bz8 âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûé Z-ìîäóëü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Z-ìîäóëü Bz8 èçîìîðôåí Z-
ìîäóëþ B.
2) Ïðåäïîëîæèì, γ4 ̸= 0. Òîãäà
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1

µ34
(f12(((f2(af22))f11)f12))(−µ4f11 + µ4f22 + (µ2 − ν4)f12) = βz4,

1

µ34
(f12(((f2((af11)f12))f11)f12))(−µ4f11 + µ4f22 + (µ2 − ν4)f12) = αz5.

Òîãäà, êàê è â ïóíêòå 1, ïîëó÷àåì az8 ∈ Ze1 + Ze2 +
∑
Zeij . Òàêèì

îáðàçîì, Z-ìîäóëü Bz8 âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-ìîäóëü.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Z-ìîäóëü Bz8 èçîìîðôåí Z-ìîäóëþ B.

□

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � ïðàâîñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ
öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì ëèáî â ìàòðè÷íîé RS-àëãåáðå, ëèáî â àëãåáðå
V2 +M2(F ), ïðè÷åì ïðîñòðàíñòâà F (1, 0) è F (0, 1) íå çàìêíóòû îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè •. Òîãäà B âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé
Z(B)-ìîäóëü.

4 Ïðèìåðû ïðîñòûõ ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ ñóïåðàëãåáð

Îïðåäåëåíèå. Z2-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà B = A+M , AM +MA ⊆
M , A2+M2 ⊆ A, íàçûâàåòñÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíîé ñóïåðàëãåáðîé ,
åñëè äëÿ ëþáûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ A ∪M âûïîëíåíî

(x, y, z) + (−1)|z||y|(x, z, y) = 0,

ãäå |a| = 0, åñëè a ∈ A è |a| = 1, åñëè a ∈M .

Ñóïåðàëãåáðà B = A+M íàçûâàåòñÿ ñóïåðàëãåáðîé àáåëåâà òèïà ,
åñëè ÷åòíàÿ ÷àñòü A àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, à íå÷åòíàÿ ÷àñòü M
ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì A-áèìîäóëåì. Õîðîøî èçâåñòíû ñëåäóþùèå äâå
ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå ñóïåðàëãåáðû àáåëåâà òèïà.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü Fn ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé n êîïèé ïîëÿ F è
[Fn] ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, èçîìîðôíûì Fn. Ðàññìîò-
ðèì Bn|n = Fn + [Fn] � ïðÿìóþ ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî
ñëåäóþùèì óìíîæåíèåì:

x · y = xy,

[x] · [y] = xy,

x · [y] = [xy],

[x] · y = [xτ(y)],

ãäå x, y ∈ Fn, xy � ïðîèçâåäåíèå â Fn, τ(a1, . . . , an) = (a2, . . . , an, a1).
Òîãäà Bn|n � ïðîñòàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàë-
ãåáðà àáåëåâà òèïà.
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Ïðèìåð 4. Ïóñòü [F 2] ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, èçî-
ìîðôíûì F 2. Ðàññìîòðèì B2|2(ν) = F 2 + [F 2] � ïðÿìóþ ñóììó âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñëåäóþùèì óìíîæåíèåì:

x · y = xy,

[x] · [y] = xχ(y),

x · [y] = [xy],

[x] · y = [xy∗],

ãäå x, y ∈ F 2, xy � ïðîèçâåäåíèå â F 2, (a1, a2)
∗ = (a2, a1), χ(a1, a2) =

(a1 + a2, a1 + νa2), ν ∈ F . Òîãäà B2|2(ν) � ïðîñòàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ
ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà àáåëåâà òèïà.

Â ðàáîòå [21] Ñ. Â. Ï÷åëèíöåâ è Î. Â. Øàøêîâ äîêàçàëè, ÷òî íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ëþáàÿ öåíòðàëüíàÿ
ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà àáåëåâà òèïà
ëèáî àññîöèàòèâíà, ëèáî èçîìîðôíà ñóïåðàëãåáðå Bn|n, ëèáî èçîìîðôíà
ñóïåðàëãåáðå B2|2(ν) äëÿ íåêîòîðîãî ν èç îñíîâíîãî ïîëÿ.

Â ðàáîòå Æ. Ï. Äà Ñèëâû, Ë. Ñ. È. Ìóðàêàìè è È. Ï. Øåñòàêîâà
[22] âîçíèêëè ïðàâîàëüòåðíàòèâíûå ñóïåðàëãåáðû, ÷åòíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêèå àëãåáðû íàçûâàþòñÿ
àñèììåòðè÷íûìè äóáëÿìè.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü w ∈ M2(F ) ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöåé
ñ íåíóëåâûì ñëåäîì è [M2(F )] ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,
èçîìîðôíûì M2(F ). Ðàññìîòðèì B4|4(w) =M2(F )+[M2(F )] � ïðÿìóþ
ñóììó âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñî ñëåäóþùèì óìíîæåíèåì:

x · y = xy,

[x] · [y] = tr(y)

tr(w)
x,

[x] · y = [xy],

x · [y] = [xy − ([x][y])D],

ãäå x, y ∈ M2(F ), xy � ïðîèçâåäåíèå â M2(F ), a
D = aw − wa äëÿ ëþáî-

ãî a ∈ M2(F ) è a � ýòî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ, ïðèìåíåííàÿ ê
ýëåìåíòó a ∈M2(F ). Òîãäà B4|4(w) � ïðîñòàÿ íåàññîöèàòèâíàÿ ïðàâî-
àëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà.

Â ðàáîòå [23] Ñ. Â. Ï÷åëèíöåâ è Î. Â. Øàøêîâ äîêàçàëè, ÷òî ëþáîé
àñèììåòðè÷íûé äóáëü íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íå 2 ëèáî àëüòåðíàòè-
âåí, ëèáî èçîìîðôåí ñóïåðàëãåáðå B4|4(w) äëÿ íåêîòîðîé w ∈ M2(F ),
tr(w) ̸= 0.



ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÅ ÏÎÐßÄÊÈ Â ÏÐÎÑÒÛÕ ÑÓÏÅÐÀËÃÅÁÐÀÕ 91

5 Öåíòðàëüíûå ïîðÿäêè â ïðîñòûõ

ïðàâîàëüòåðíàòèâíûõ ñóïåðàëãåáðàõ

Ïóñòü B = A+M � Z2-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà è Z = Z(B)0 � ÷åòíàÿ
÷àñòü öåíòðà àëãåáðû B, ïðè÷åì Z íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ âñåé
àëãåáðû B. Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ àëãåáð, ìîæíî îïðåäåëèòü
Z2-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Z−1B.
Êàê è ðàíüøå, áóäåì íàçûâàòü Z2-ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó B öåí-

òðàëüíûì ïîðÿäêîì â Z2-ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå Z−1B. Àëãåáðó
Z−1B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàä ïîëåì ÷àñòíûõ Z−1Z.

Íà÷íåì èçó÷åíèå ñ öåíòðàëüíûõ ïîðÿäêîâ â ñóïåðàëãåáðàõ àáåëåâà
òèïà.

Ëåììà 3. Ïóñòü B � ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà, ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â ñóïåðàëãåáðå Bn|n è Z = Z(B)0. Òîãäà B
âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = Z−1B, F = Z−1Z. Â àëãåáðå B åñòü
áàçèñ e1, . . . , en, [e1], . . . , [en], ãäå ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) è åäèíèöà ñòîèò

íà i-îì ìåñòå. Ñóùåñòâóåò z ∈ Z òàêîé, ÷òî ei = fi
z , [ei] = gi

z . Ïóñòü
a = (α1, . . . , αn) + [(β1, . . . , βn)] ∈ B, αi, βi ∈ F . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

cn := ((fna)fn) = (0, . . . , 0, αn)z
2,

ci−1 := gi−1(gi−1ci) = αn[ei−1]z
2(n−(i−2)) = αngi−1z

2(n−(i−2))−1

äëÿ 2 ≤ i ≤ n. Òàêèì îáðàçîì,

(g1 + · · ·+ gn)
n∑

i=1

ciz
2(i−1) = αnz

2n.

Îòñþäà αnz
2n ∈ B ∩ F = Z. Àíàëîãè÷íî, αiz

2n ∈ B ∩ F = Z äëÿ âñåõ
i ∈ {1, . . . , n}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

az2n ∈
n∑

i=1

(Zei + Z[ei]).

Òàêèì îáðàçîì Z-ìîäóëü Bz2n âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-
ìîäóëü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Z-ìîäóëü Bz2n èçîìîðôåí Z-ìîäóëþ B.

□

Ëåììà 4. Ïóñòü B � ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ
öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â ñóïåðàëãåáðå B2|2(ν) è Z = Z(B)0. Òîãäà B
âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = Z−1B, F = Z−1Z. Â àëãåáðå B åñòü
áàçèñ (1, 0), (0, 1), [(1, 0)], [(0, 1)] íàä ïîëåì F . Ñóùåñòâóåò z ∈ Z òàêîé,

÷òî (1, 0) = b1
z , (0, 1) = b2

z , [(1, 0)] =
d1
z , [(0, 1)] =

d2
z è bi, di ∈ B. Ïóñòü
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a = (α1, α2) + [(β1, β2)] ∈ B, αi, βi ∈ F . Òîãäà

(b1 + b2 + d2)(b1(ab1)) = α1z
3,

(b1 + b2 + d1)(b2(ab2)) = α2z
3,

(b1 + b2 + d2)((b1(ab2))d1) = β1z
4,

(b1 + b2 + d1)((b2(ab1))d1) = β2z
4.

Òàêèì îáðàçîì, αiz
3, βiz

4 ∈ B ∩ F = Z, îòêóäà

az4 ∈ Z(1, 0) + Z(0, 1) + Z[(1, 0)] + Z[(0, 1)].

Òàêèì îáðàçîì Z-ìîäóëü Bz4 âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-
ìîäóëü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Z-ìîäóëü Bz4 èçîìîðôåí Z-ìîäóëþ B.

□

Äàëåå, ðàññìîòðèì öåíòðàëüíûå ïîðÿäêè â àññèììåòðè÷íûõ äóáëÿõ.
Êàê ëåãêî âèäåòü, îñîáåííîñòü ýòèõ àëãåáð â òîì, ÷òî èõ ÷åòíàÿ ÷àñòü
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â àëãåáðå ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 5. Ïóñòü B � ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà, ÿâëÿþùàÿñÿ
öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â ñóïåðàëãåáðå B4|4(w) è Z = Z(B)0. Òîãäà B
âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B = Z−1B, F = Z−1Z. Â àëãåáðå B åñòü

áàçèñ eij , [eij ], ãäå i, j ∈ {1, 2}. Ñóùåñòâóåò z ∈ Z òàêîé, ÷òî eij =
fij
z ,

[eij ] =
gij
z , α = zα

z , β =
zβ
z , γ =

zγ
z , δ =

zδ
z . Ïóñòü a =

∑
αijeij+

∑
βij [eij ] ∈

B, αij , βij ∈ F . Ïóñòü

w =

(
α β
γ δ

)
.

Òîãäà

f21((f11((f11(af11))f11))f12) + ((f11((f11(af11))f11))f12)f21 = α11z
6,

f21((((f12(af12))f22)f21)f12) + ((((f12(af12))f22)f21)f12)f21 = α12z
6,

f12((((f21(af21))f11)f12)f21) + ((((f21(af21))f11)f12)f21)f12 = α21z
6,

((f22((f22(af22))f22))f21)f12 + f12((f22((f22(af22))f22))f21) = α22z
6,

(zα + zδ)(((g22(af22))f12)f21 + f21((g22(af22))f12)) = β11z
5,

(zα + zδ)(((g11(af21))f12)f21 + f21((g11(af21))f12)) = −β12z5,
(zα + zδ)(((g22(af12))f21)f12 + f12((g22(af12))f21)) = −β21z5,
(zα + zδ)(((g11(af11))f12)f21 + f21((g11(af11))f12)) = β22z

5.

Òàêèì îáðàçîì, αijz
6, βijz

5 ∈ B ∩ F = Z, îòêóäà

az6 ∈
∑

Zeij +
∑

Z[eij ].



ÖÅÍÒÐÀËÜÍÛÅ ÏÎÐßÄÊÈ Â ÏÐÎÑÒÛÕ ÑÓÏÅÐÀËÃÅÁÐÀÕ 93

Òàêèì îáðàçîì Z-ìîäóëü Bz6 âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-
ìîäóëü. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Z-ìîäóëü Bz6 èçîìîðôåí Z-ìîäóëþ B.

□

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü B � ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåáðà, ÿâëÿþùà-
ÿñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â îäíîé èç ñóïåðàëãåáð B4|4(w), Bn|n, B2|2(ν)
è Z = Z(B)0. Òîãäà B âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-ìîäóëü.

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì õàðàêòå-
ðèñòèêè íå 2, ÿâëÿþùàÿñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â àëãåáðå ìàòðèö
âòîðîãî ïîðÿäêà è B = A + M � ïðàâîàëüòåðíàòèâíàÿ ñóïåðàëãåá-
ðà, ÿâëÿþùàÿñÿ öåíòðàëüíûì ïîðÿäêîì â ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíîé ñó-
ïåðàëãåáðå. Òîãäà B âêëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Z-ìîäóëü,
ãäå Z = Z(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [23] ñóïåðàëãåáðà Z−1B
ëèáî àññîöèàòèâíà, ëèáî èçîìîðôíà àëüòåðíàòèâíîé ñóïåðàëãåáðå Øå-
ñòàêîâà S4|2(σ), ëèáî èçîìîðôíà ñóïåðàëãåáðå B4|4(w). Ïåðâûå äâà ñëó-
÷àÿ áûëè ðàçîáðàíû â ðàáîòå [17]. Òðåòèé ñëó÷àé ðàçîáðàí â ëåììå 3. □
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