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Ïðåäñòàâëåíî Î.Ñ. Ðîçàíîâîé

Abstract: In this paper, it is shown that the problem of chaotic
dynamics of a polymer molecule in a liquid can be written as a
coe�cient inverse problem for a nonlocal in time parabolic equa-
tion. The weak solvability of this inverse problem is established for
the cases of the Dirichlet and Neumann boundary conditions.

Keywords: polymer chain, chaotic dynamics, nonlocal parabolic
equation, inverse problem, solvability.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü T > 0 è Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd, d ≥ 2, ñ ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé ∂Ω. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷å îá îïðåäåëåíèè ôóíê-
öèé u : ΩT → R+ = [0,+∞) è λ : [0, T ] → R, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
â ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîì öèëèíäðå ΩT = Ω × (0, T ) ñëåäóþùåìó
íåëèíåéíîìó ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

∂tu−∆u+ φ
(∫ T

0
u(·, t) dt

)
u− λu = 0, (1)

Starovoitov,V.N., Titova,A.A. Inverse problem on chaotic dynamics of a

polymer molecule.

© 2024 ÑòàðîâîéòîâÂ.Í, ÒèòîâàÀ.À.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò
�23-21-00261, https://rscf.ru/project/23-21-00261/).

Ïîñòóïèëà 26 àâãóñòà 2024 ã., îïóáëèêîâàíà 4 äåêàáðÿ 2024 ã.

1167

https://orcid.org/0000-0002-0392-3180


1168 Â.ÍÑÒÀÐÎÂÎÉÒÎÂ, À.À.ÒÈÒÎÂÀ

íà÷àëüíîìó è ãðàíè÷íîìó óñëîâèÿì:

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

∂u

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (3)

à òàêæå äîïîëíèòåëüíîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàåìîìó îáû÷íî óñëîâèåì ïå-
ðåîïðåäåëåíèÿ: ∫

Ω
u(x, t) dx = 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. (4)

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ u0 : Ω → R+ ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèåé, n �
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω, x � ðàäèóñ�âåêòîð òî÷åê â Rd è t �
ñêàëÿðíàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðóþ ïî òðàäèöèè áóäåì íàçûâàòü âðåìåíåì.
Ôóíêöèþ φ : R+ → R+ ìû áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, ÷òî áóäåò ïîÿñíåíî äàëåå â ðàáîòå. Êîýôôèöèåíò λ = λ(t) â óðàâ-
íåíèè (1) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç èñêîìûõ ôóíêöèé, à äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ ê
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å (1)�(3) äîáàâëåíî óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (4).
Òàêîãî ðîäà çàäà÷è îòíîñÿò ê êëàññó êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷.
Çàäà÷ó (1)�(4) ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé AN . Áóêâà N
â íàçâàíèè îçíà÷àåò, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î çàäà÷å Íåéìàíà. Â äàííîé ðàáîòå
åù¼ áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à AD, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è AN
òåì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèå Íåéìàíà (3) çàìåíåíî óñëîâèåì Äèðèõëå:

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]. (5)

Èçó÷åíèþ òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ðàáîò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ êàê ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíè-
ÿìè, òàê è ìíîæåñòâîì ðàçíîâèäíîñòåé îáðàòíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíî â ðàìêàõ ñòàòüè ñäåëàòü ïðåòåíäóþùèé íà ïîëíîòó
îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ìû è íå ñòàâèì òàêîé öåëè. Íàèáîëåå
áëèçêèé ê äàííîé ñòàòüå êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ ïðåäñòàâëåí â
êíèãå [1]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàì íå óäàëîñü íàéòè ðàáîòû, ãäå èçó-
÷àëèñü áû çàäà÷è, ïîäîáíûå íàøåé. Âî-ïåðâûõ, óðàâíåíèå (1) ñîäåðæèò
÷ëåí ñ èíòåãðàëîì îò ðåøåíèÿ ïî âñåìó èíòåðâàëó âðåìåíè, íà êîòîðîì
ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Ýòà ñèòóàöèÿ íåîáû÷íà íå òîëüêî äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷,
íî è âîîáùå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîÿâëåíèå òàêîãî èíòåãðàëà
â óðàâíåíèè áóäåò îáúÿñíåíî äàëåå. Äàæå åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷ëåí
ñ λ îòñóòñòâóåò, òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à, òî, íàïðèìåð,
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçàíà ëèøü ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà âåëè÷èíó äàííûõ çàäà÷è [2, 3]. Ôàêòè÷åñêè T äîëæíî áûòü äîñòà-
òî÷íî ìàëûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âíîñèò îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó îáû÷íî òðå-
áóåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðèáëèæ¼ííîé ïðÿìîé çàäà÷è [1, 4],
÷òî íåîáõîäèìî ïðè ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êàêîé-
ëèáî òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Â ðàáîòå [5] ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ
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çàäà÷à ñ ïîäîáíûì íåëîêàëüíûì ïî âðåìåíè ÷ëåíîì â ãðàíè÷íîì óñëî-
âèè. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïðèìåí¼í äîâîëüíî îðèãèíàëüíûé ìåòîä, çàêëþ÷à-
þùèéñÿ âî âêëþ÷åíèè óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ â óðàâíåíèå, âûïèñàí-
íîå äëÿ ëàïëàñèàíà îò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå
ñìîãëè àäàïòèðîâàòü äàííûé ìåòîä ê íàøåìó ñëó÷àþ, ïðè ýòîì ñóùå-
ñòâåííóþ ðîëü ñûãðàëî íàëè÷èå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (1). Â
îáùåì ñëó÷àå, êîãäà îò ôóíêöèè φ òðåáóåòñÿ ëèøü íåïðåðûâíîñòü áåç
îãðàíè÷åííîñòè, ýòîò íåëèíåéíûé ÷ëåí íå ÿâëÿåòñÿ ìëàäøèì ÷ëåíîì â
óðàâíåíèè. Ýòîò ôàêò âíîñèò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè â äîêàçàòåëüñòâî
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è, êîòîðûå ìû íå ñìîãëè ïðåîäîëåòü. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå â äàííîé ðàáîòå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äîêàçàíî ëèøü â ñëó÷àå
îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè φ. Ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè-
÷åíèé íà âåëè÷èíó äàííûõ çàäà÷è.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî îáðàòíûì çàäà÷àì ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûìè ìàññà óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ,
íà íà÷àëüíûå äàííûå è äð., ÷òî äèêòóåòñÿ íåâîçìîæíîñòüþ ïðîâåñòè
äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, óñëîâèå
ïåðåîïðåäåëåíèÿ (4) çàïèñûâàþò ñ âåñîâîé ôóíêöèåé ïîä èíòåãðàëîì,
êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ∂Ω. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà î÷åíü ïî-
ìîãàåò ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è Äèðèõëå è âèçóàëüíî íå ñèëüíî îòëè-
÷àåòñÿ îò íàøåé. Îäíàêî íàøà ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîçíèêëà ïðè îïèñà-
íèè êîíêðåòíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, à èìåííî, õàîòè÷íîé äèíàìèêè
ïîëèìåðíîé öåïî÷êè â æèäêîñòè. Ïåðåìåííàÿ t èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà
äëèíû äóãè âäîëü öåïî÷êè, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u = u(x, t) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî t-å çâåíî öåïè íàõîäèòñÿ â òî÷êå
x. Â ñèëó òîãî, íà ïîëîæåíèå êàæäîãî çâåíà öåïè âëèÿþò âñå îñòàëü-
íûå çâåíüÿ, â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò óïîìÿíóòûé âûøå èíòåãðàë îò u
ïî âñåé äëèíå öåïî÷êè. Ýòîò èíòåãðàë ñòîèò â àðãóìåíòå ôóíêöèè φ,
êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà âçàèìîäåéñòâèå çâåíüåâ öåïè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå φ
íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ. Óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (4)
íåëüçÿ çàïèñàòü èíà÷å, ïîñêîëüêó èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïî
âñåé îáëàñòè Ω äîëæåí áûòü ðàâåí åäèíèöå äëÿ âñåõ t. Òî åñòü âñå çâå-
íüÿ öåïè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà äîëæíû áûòü â Ω. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
èìååò ìåñòî è ñ äðóãèìè äàííûìè çàäà÷è. Ââîäèìûå íà íèõ îãðàíè÷åíèÿ
íå äîëæíû ïðîòèâîðå÷èòü ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó.
Ìîäåëü õàîòè÷íîé äèíàìèêè ïîëèìåðíîé ìîëåêóëû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

èññëåäóåìîé îáðàòíîé çàäà÷å, áûëà ïðåäëîæåíà â [6]. Öåëü äàííîé ðàáî-
òû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêè ýòîé ìîäåëè â
âèäå îáðàòíîé çàäà÷è, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì
äëÿ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòè.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ AN è AD ìû âîñïîëüçóåìñÿ èõ ñïåöèôèêîé è

çàïèøåì â âèäå çàäà÷ CN è CD ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíèå êàê ðàç è
ïðåäñòàâëÿþò ïðåäëîæåííóþ â [6] ìîäåëü äëÿ ñëó÷àÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ
Äèðèõëå. Îáîáù¼ííàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è CD áûëà äîêàçàíà ðàíåå â
[7], à äëÿ çàäà÷è CN ìû ñäåëàåì ýòî â äàííîé ðàáîòå. Çàäà÷à ñ óñëîâèåì
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Íåéìàíà ðàññìîòðåíà íàìè èç ñîîáðàæåíèé îáùíîñòè. Â êîíöå êîíöîâ,
îáðàòíûå çàäà÷è, ïîäîáíûå AN è AD, ìîãóò âñòðåòèòüñÿ è äðóãèõ îá-
ëàñòÿõ.

2 Ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è

2.1. Çàäà÷à AN . Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è AN íåò óðàâíåíèÿ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè λ. Ñëåäóÿ ðàñïðîñòðàí¼ííîìó ïîäõîäó ê
èññëåäîâàíèþ êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, èç óðàâíåíèé (1)�(4)
ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ λ. Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (1) ïî
Ω, ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (3) è (4) íå ñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

λ(t) =

∫
Ω
φ
(∫ T

0
u(x, s) ds

)
u(x, t) dx, t ∈ (0, T ]. (6)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1)�(3), (6) íàçîâ¼ì çàäà÷åé BN . Ýòà çàäà÷à ïðè
âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ãëàäêîñòè è èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé
u è λ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å AN .
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è BN èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå

ïîäõîäû, îäíàêî îíè íåïðèìåíèìû â íàøåì ñëó÷àå. Ìû ïðîâåä¼ì äàëü-
íåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è BN
íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

v(x, t) = u(x, t)e−
∫ t
0 λ(s) ds.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (1), ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò â ΩT ñëåäóþ-
ùåìó óðàâíåíèþ

∂tv −∆v + φ
(∫ T

0
u(·, t) dt

)
v = 0, (7)

ïðè÷¼ì

v(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω

∂v

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ].

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (7) ïî Ω ñ ó÷¼òîì (6) äà¼ò:

d

dt

∫
Ω
v(x, t) dx = −

∫
Ω
φ
(∫ T

0
u(x, t) dt

)
v(x, t) dx =

− e−
∫ t
0 λ(s) ds

∫
Ω
φ
(∫ T

0
u(x, t) dt

)
u(x, t) dx = −λ(t)e−

∫ t
0 λ(s) ds =

dµ(t)

dt
,

ãäå µ(t) = e−
∫ t
0 λ(s) ds. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

µ(t) =

∫
Ω
v(x, t) dx−

∫
Ω
u0(x) dx+ 1.
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Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
∫
Ω u0(x) dx = 1, ïî-

ýòîìó çàäà÷à BN ïðèâîäèò ê çàäà÷å CN äëÿ ôóíêöèé v è µ:

∂tv −∆v + φ
(∫ T

0

v(·, t)
µ(t)

dt
)
v = 0, (8)

µ(t) =

∫
Ω
v(x, t) dx, (9)

v(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω, µ(0) = 1, (10)

∂v

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ], (11)

ãäå v0 = u0. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïðÿìàÿ çàäà÷à ñ äâîéíîé íåëîêàëüíîñòüþ
� ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì Äèðèõ-
ëå âìåñòî óñëîâèÿ Íåéìàíà (11) óæå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [7], ïî-
ýòîìó â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå
çàäà÷è AD.

2.2. Çàäà÷à AD. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (6) â ñëó÷àå óñëîâèÿ Äèðè-
õëå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ λ:

λ(t) =

∫
Ω

(
−∆u(x, t) + φ

(∫ T

0
u(x, s) ds

)
u(x, t)

)
dx, t ∈ (0, T ]. (12)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1)�(3), (12) íàçîâ¼ì çàäà÷åé BD. Âèäèì, ÷òî â (12)
ïîä èíòåãðàëîì ïîÿâèëîñü íåïðèÿòíîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå äåëàåò íåîáõî-
äèìîé èíòåãðèðóåìîñòü âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåñóùåñòâåííûì, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîèñêàòü áî-
ëåå ãëàäêèå ðåøåíèÿ. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêíóò çíà÷èòåëüíûå ñëîæ-
íîñòè, ñâÿçàííûå ñ çàìûêàíèåì îöåíîê ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó, òàê æå êàê
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ìû ïðîâåä¼ì äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà-
÷è. Èñïîëüçóÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðàññóæäåíèé, ìû
ïîëó÷èì çàäà÷ó CD äëÿ ôóíêöèé v è µ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì
(8)�(10), à òàêæå êðàåâîìó óñëîâèþ

v(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]. (13)

Çàäà÷à CD èññëåäîâàíà â ðàáîòå [7] â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî ïîòåíöè-
àëà âçàèìîäåéñòâèÿ φ. Äîêàçàíà å¼ îáîáù¼ííàÿ ðàçðåøèìîñòü äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî T ∈ (0,∞) áåç îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷èíó íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìû ïðè òàêèõ æå óñëîâèÿõ âûâåäåì îáîáù¼í-
íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è AD. Òåì ñàìûì áóäåò óñòàíîâëåíà ýêâèâà-
ëåíòíîñòü çàäà÷ AD è CD.
Çàäà÷à CN äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èññëåäîâàëàñü. Ìû äîêàæåì å¼

îáîáù¼ííóþ ðàçðåøèìîñòü è, òàê æå êàê è â ñëó÷àå êðàåâîãî óñëîâèÿ
Äèðèõëå, ïîêàæåì å¼ ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷å AN .
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3 Îáîáù¼ííàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ CD è AD

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà
Ëåáåãà è Ñîáîëåâà Lp(Ω), H1

0 (Ω), Lq(0, T ;Lp(Ω)) è Lq(0, T ;H1
0 (Ω)), ãäå

p, q ∈ [1,∞]. Íîðìà â L2(Ω) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç ∥ · ∥.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, T ∈
(0,∞), v0 ∈ L2(Ω) è v0 ≥ 0. Ôóíêöèþ v : ΩT → R+ íàçîâ¼ì îáîáù¼ííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è CD, åñëè

(1) v ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), à òàêæå φ(ζ) v ∈ L1(ΩT ), ãäå

ζ(x) =

∫ T

0
ϱ(x, t) dt, ϱ(x, t) =

v(x, t)∫
Ω v(x, t) dx

;

(2) èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫ T

0

∫
Ω

(
v ∂th−∇v · ∇h− φ(ζ) v h

)
dx dt+

∫
Ω
v0h0 dx = 0 (14)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé â ΩT ôóíêöèè h, òàêîé
÷òî h(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Ω è ïðè t = T . Çäåñü h0 = h|t=0.

Íàïîìíèì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [7].

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ∈ (0,∞), v0 ∈ L2(Ω),
∫
Ω v0 dx > 0,

v0 ≥ 0 è φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî 0 ≤ φ(ξ) ≤ K
äëÿ âñåõ ξ ∈ R+ è íåêîòîðîãî K > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííîå
ðåøåíèå v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) çàäà÷è CD, òàêîå ÷òî
v ≥ 0, ∂tv ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), v ∈ C(0, T ;L2(Ω)),

1

2
∥v(·, t)∥2 +

∫ t

0
∥∇v(·, s)∥2 ds+

∫
Ω
φ(ζ) v2(·, t) dx ≤ 1

2
∥v0∥2 (15)

è
∫
Ω v(x, t) dx > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ãäå

ζ(x) =

∫ T

0

v(x, t)∫
Ω v(x, t) dx

dt.

Èç ýòîé òåîðåìû íåñëîæíî âûâåñòè îáîáù¼ííóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà-
÷è AD. Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, T ∈
(0,∞), u0 ∈ L2(Ω), u0 ≥ 0 è

∫
Ω u0 dx = 1. Ïàðó ôóíêöèé u : ΩT → R+ è

λ : [0, T ] → R íàçîâ¼ì îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì çàäà÷è AD, åñëè

(1) u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;H1
0 (Ω)), φ

( ∫ T
0 u(·, t) dt

)
u ∈ L1(ΩT ),

λ ∈ L1(0, T );
(2)

∫
Ω u(x, t) dx = 1 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ];
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(3) èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫ T

0

∫
Ω

(
u ∂tψ −∇u · ∇ψ − φ

( ∫ T

0
u(·, s) ds

)
uψ + λuψ

)
dx dt

+

∫
Ω
u0ψ0 dx = 0 (16)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé â ΩT ôóíêöèè ψ, òàêîé
÷òî ψ(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Ω è ïðè t = T . Çäåñü ψ0 = ψ|t=0.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè u ìû âîçüì¼ì

u(x, t) =
v(x, t)

µ(t)
, µ(t) =

∫
Ω
v(x, t) dx,

ãäå v � îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è CD ñ v0 = u0. Êàê ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû 1, µ ∈ C[0, T ] è µ(t) > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå M1 è M2, òàêèå ÷òî M1 ≤ µ(t) ≤ M2 äëÿ
âñåõ t ∈ [0, T ]. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå ôóíêöèè u êîððåêòíî. Çà-
ìåòèì, ÷òî u ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ϱ èç îïðåäåëåíèÿ 1. Êðîìå òîãî,
u ∈ C(0, T ;L2(Ω)), u ≥ 0 â ΩT è

∫
Ω u(x, t) dx = 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Äàëåå, çàìåòèâ, ÷òî µ(0) = 1, âîçüì¼ì ôóíêöèþ λ, òàêóþ ÷òî

e−
∫ t
0 λ(s) ds = µ(t),

òî åñòü

λ(t) = −µ
′(t)

µ(t)
,

ãäå µ′(t) = dµ(t)/dt. Âèäèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè λ ∈ L1(0, T )
íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû µ′ ∈ L1(0, T ). Òàêîé îöåíêè â òåîðåìå 1 è â [7] íåò,
îäíàêî â [8] ïîêàçàíî, ÷òî∫

ΩT

t |∂tv(x, t)|2 dx dt ≤
1

4
∥v0∥2. (17)

Ýòà îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì äîìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ (8) íà t∂tv
è èñïîëüçîâàíèåì ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèè
v0 ∈ H1

0 (Ω) âåñ t â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî óáðàòü. Òà-
êèì îáðàçîì, ∫ T

0
t |µ′(t)|2 dt ≤ |Ω|

4
∥v0∥2,

ãäå |Ω| � ìåðà Ëåáåãà îáëàñòè Ω. Ïîñêîëüêó µ îòäåëåíà îò íóëÿ è v0 =

u0, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ λ, òàêàÿ ÷òî
∫ T
0 tλ2(t) dt ≤

C, ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò M1, |Ω| è ∥u0∥. Áîëåå òîãî, äàëåå ìû
ïîêàæåì, ÷òî λ ≥ 0, ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè è òîãî, ÷òî
M1 ≤ µ ≤ M2, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî λ ∈ L1(0, T ). Ýòîò ôàêò ñðàçó
ïîëó÷àåòñÿ èç òîãî, ÷òî ∫ T

0
λ(t) dt = − lnµ(T ).
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Ïîêàæåì, ÷òî λ ≥ 0 ïî÷òè âñþäó íà [0, T ]. Èç îöåíêè (17), îãðàíè÷åí-
íîñòè ïîòåíöèàëà φ è ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêè (15) ñëåäóåò, ÷òî∫

ΩT

t |∆v(x, t)|2 dx dt ≤ C

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C. Ïîýòîìó äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî: ∫

Ω
∆v(x, t) dx =

∫
∂Ω

∂v(x, t)

∂n
ds ≤ 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî v ≥ 0 â Ω è v = 0 íà ∂Ω, à n �
âíåøíÿÿ íîðìàëü. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (8) ïî Ω, ìû
ïîëó÷èì, ÷òî

µ′(t) =
d

dt

∫
Ω
v(x, t) dx ≤ 0,

à çíà÷èò, λ(t) ≥ 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ].
Ïîñêîëüêó v ∈ C(0, T ;L2(Ω)), èç íåïðåðûâíîñòè µ ñëåäóåò, ÷òî u ∈

C(0, T ;L2(Ω)). Â ñèëó îöåíêè (15) ñïðàâåäëèâà ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà:

1

2
∥u(·, t)∥2 +

∫ t

0
∥∇u(·, s)∥2 ds

+

∫ t

0

∫
Ω
φ
(∫ T

0
u(x, p) dp

)
u2(x, s) dx ds ≤ 1

2M2
1

∥u0∥2 (18)

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].
Çàìåòèì åù¼, ÷òî ∫ T

0
λ(t) dt ≤ ln

1

M1
,

à M2 = µ(0) = 1.
Íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè u è λ óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëü-

íîìó òîæäåñòâó (16). Ïóñòü {λk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-
íûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé, ñõîäÿùàÿñÿ ê ôóíêöèè λ â L1(0, T ), è µk(t) =

e−
∫ t
0 λk(s) ds. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µk} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà [0, T ] ê ôóíêöèè µ. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ
ψ : ΩT → R, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè èç ï. 3 îïðåäåëåíèÿ 2, è ïîëî-
æèì h = ψ/µk â (14). Òîãäà∫ T

0

∫
Ω

(
µu∂t

( ψ
µk

)
− µ

µk
∇u · ∇ψ − µ

µk
φ
(∫ T

0
u(x, s) ds

)
uψ

)
dx dt

+

∫
Ω
u0ψ0 dx = 0 (19)

äëÿ âñåõ k ∈ N. Òàê êàê

µu∂t

( ψ
µk

)
=

µ

µk
u ∂tψ − µ

µ2k

dµk
dt

uψ =
µ

µk
u ∂tψ +

µ

µk
λk uψ,

ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞ â (19), ïîëó÷àåì (16).
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Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ∈ (0,∞), u0 ∈ L2(Ω),
∫
Ω u0 dx = 1,

u0 ≥ 0 è φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî 0 ≤ φ(ξ) ≤ K
äëÿ âñåõ ξ ∈ R+ è íåêîòîðîãî K > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííîå
ðåøåíèå (u, λ) çàäà÷è AD, òàêîå ÷òî u ≥ 0, λ ≥ 0, u ∈ C(0, T ;L2(Ω)),∫
Ω u(x, t) dx > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (18).

Çàìåòèì, ÷òî íàìè äîêàçàíî íåìíîãî áîëüøå, ÷åì óòâåðæäàåòñÿ â òåî-
ðåìå. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ

√
t∆u ëåæèò â L2(ΩT ). Ìîæíî ÷òî-íèáóäü

ñêàçàòü è î ∂tu. Âûâîä ýòèõ ôàêòîâ è äðóãèõ ñâîéñòâ ãëàäêîñòè ïîëó-
÷åííîãî ðåøåíèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé è íå ÿâëÿåòñÿ
öåëüþ äàííîé ðàáîòû.

4 Çàäà÷à AN

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è AN äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è çà-
äà÷è AD. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è CN , êîòîðàÿ äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè íèêåì íå ðàññìàòðèâàëàñü.

4.1. Îáîáù¼ííàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è CN . Ïî áîëüøîìó ñ÷¼òó,
îáîáù¼ííàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è CN â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî ïîòåíöè-
àëà âçàèìîäåéñòâèÿ φ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â [7] äëÿ çàäà÷è CD è
äàæå ïðîùå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû îïóñòèì íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè. Îïðå-
äåëåíèå îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è CN ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì 1
ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìû îòêàçûâàåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ îáðàùåíèÿ â
íóëü ôóíêöèé v è h íà ∂Ω. Òî åñòü â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâî
H1

0 (Ω) íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà H1(Ω).

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ∈ (0,∞), v0 ∈ L2(Ω),
∫
Ω v0 dx > 0,

v0 ≥ 0 è φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî 0 ≤ φ(ξ) ≤ K
äëÿ âñåõ ξ ∈ R+ è íåêîòîðîãî K > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííîå
ðåøåíèå v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)) çàäà÷è CN , òàêîå ÷òî
v ≥ 0, ∂tv ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), v ∈ C(0, T ;L2(Ω)),

1

2
∥v(·, t)∥2 +

∫ t

0
∥∇v(·, s)∥2 ds+

∫ t

0

∫
Ω
φ(ζ(x)) v2(x, s) dx ds ≤ 1

2
∥v0∥2

(20)
è ∫

Ω
v(x, t) dx ≥ C∗ > 0

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ãäå

ζ(x) =

∫ T

0

v(x, t)∫
Ω v(x, t) dx

dt è C∗ = e−KT

∫
Ω
v0(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîéØàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷-
êå. Ïóñòü BR � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå â ïðîñòðàí-
ñòâå L1(Ω). ×èñëî R áóäåò îïðåäåëåíî ïîçäíåå. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
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Ψ : BR → BR, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå Øàóäåðà. Äëÿ êàæäîãî
w ∈ BR îáîçíà÷èì ÷åðåç uw îáîáù¼ííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

∂tvw −∆vw + φ(w) vw = 0,
∂vw
∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0, vw|t=0 = v0. (21)

Èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [9,
Ch. 3]) ñëåäóåò, ÷òî ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå.
Ïîëîæèì

Ψ(w) =

∫ T

0
ϱw(·, t) dt, ϱw =

vw∫
Ω vw dx

.

Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ
Ψ , òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, vw � îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è CN . Òàêèì
îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå Øàóäåðà íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî Ψ(BR) ⊂
BR äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 è Ψ : BR → L1(Ω)�íåïðåðûâíîå êîìïàêòíîå
îòîáðàæåíèå.
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî vw � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü f : R →

R � íåîòðèöàòåëüíàÿ ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî f ′(ξ) < 0
ïðè ξ < 0 è f(ξ) = 0 ïðè ξ ≥ 0. Óìíîæåíèå óðàâíåíèÿ (21) íà f ′(vw) è
èíòåãðèðîâàíèå ïî Ω äà¼ò ðàâåíñòâî

d

dt

∫
Ω
f(vw) dx+

∫
Ω

(
f ′′(vw)|∇vw|2 + φ(w)vwf

′(vw)
)
dx = 0,

èç êîòîðîãî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

d

dt

∫
Ω
f(vw) dx ≤ 0, t ∈ (0, T ).

Òàê êàê v0 ≥ 0, f(v0) = 0. Ïîýòîìó f(vw) = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, vw ≥ 0
äëÿ âñåõ all t > 0.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C∗,

÷òî ∫
Ω
vw(x, t) dx ≥ C∗ > 0 (22)

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è äëÿ ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè w. Ýòà îöåíêà
íàì ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì. Êðîìå òîãî, èç íå¼ ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíà-
òåëü â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ϱw íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðîèíòåãðèðîâàâ
óðàâíåíèå (21) ïî Ω, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

d

dt

∫
Ω
vw(x, t) dx = −

∫
Ω
φ(w(x)) vw(x, t) dx ≥ −K

∫
Ω
vw(x, t) dx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∫
Ω
vw(x, t) dx ≥ e−Kt

∫
Ω
v0(x) dx > 0

äëÿ âñåõ t > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âçÿòü C∗ = e−KT
∫
Ω v0(x) dx â

îöåíêå (22).
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Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî ∥ϱw(·, t)∥L1(Ω) =
∫
Ω ϱw(x, t) dx = 1 äëÿ âñåõ t ∈

[0, T ] è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥Ψ(w)∥L1(Ω) ≤
∫ T

0
∥ϱw∥L1(Ω) dt = T.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âîçüì¼ì R = T , òî ïîëó÷èì, ÷òî Ψ(BR) ⊂ BR.
Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ Ψ . Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ

çàäà÷è (21) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

1

2
∥vw(·, t)∥2 +

∫ t

0
∥∇vw(·, s)∥2 ds+

∫ t

0

∫
Ω
φ(w(x)) v2w(x, s) dx ds ≤

1

2
∥v0∥2

(23)
äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ]. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{wk} â BR, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â L1(Ω) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè w ∈ BR.
Òîãäà wk → w ïî ìåðå (Ëåáåãà) íà Ω è â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà î ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà φ(wk) → φ(w) â Lp(Ω) äëÿ âñåõ
p ∈ [1,∞). Â ñèëó (23) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wk′}, òàêàÿ
÷òî vwk′ → V è ∇vwk′ → ∇V ñëàáî â L2(ΩT ) äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè

V ∈ L2(0, T ;H1(Ω)). Èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (21) ñëåäóåò,
÷òî V = vw. Áîëåå òîãî, â ñèëó îöåíêè (22) ∇ϱwk′ → ∇ϱw ñëàáî â L2(ΩT ),

à çíà÷èò,
∫ T
0 ϱwk′ dt→

∫ T
0 ϱw dt ñèëüíî â L

2(Ω). Òî åñòü Ψ(wk′) → Ψ(w) â

L2(Ω) ⊂ L1(Ω). Îïÿòü èñïîëüçóÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (21),
ìû ïîëó÷èì, ÷òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ψ(wk)} ñõîäèòñÿ ê Ψ(w) â
L1(Ω), òî åñòü îòîáðàæåíèå Ψ íåïðåðûâíî.
Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü êîìïàêòíîñòü Ψ . Ïóñòü {wk}�ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü â BR. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ å¼
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wk′}, ÷òî Ψ(wk′) ñõîäèòñÿ â L1(Ω). Ñîãëàñíî
îöåíêå (23), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vwk

} îãðàíè÷åíà â L2(0, T ;H1(Ω)). Ïî-
ýòîìó, â ñèëó (22), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∇ϱwk

} îãðàíè÷åíà â L2(ΩT ) è,
êàê ñëåäñòâèå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {∇Ψ(wk)} îãðàíè÷åíà â L2(Ω). Ïî-
ñêîëüêó H1(Ω) êîìïàêòíî âêëàäûâàåòñÿ â L2(Ω), ñóùåñòâóåò ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {Ψ(wk′)}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â L2(Ω). Òàêèì îáðàçîì, îòîá-
ðàæåíèå Ψ : BR → BR ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
Èòàê, âñå óñëîâèÿ òåîðåìûØàóäåðà âûïîëíåíû è ñóùåñòâóåò w ∈ BR,

òàêîå ÷òî Ψ(w) = w. Òîãäà v = vw ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì ðåøåíèåì
çàäà÷è CN . Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé îöåíêè (20) äëÿ
ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] ñëåäóåò èç (23). Îíà áóäåò ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ
t, åñëè v ∈ C(0, T ;L2(Ω)). Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî âêëþ÷åíèÿ.
Èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè φ âûòåêàåò, ÷òî ∂tv ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).
Ñëåäîâàòåëüíî, v ∈ C(0, T ;L2

w(Ω)), òî åñòü∫
Ω
v(x, t) η(x) dx→

∫
Ω
v(x, t0) η(x) dx (24)
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ïðè t→ t0 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè η ∈ L2(Ω). Â òî æå âðåìÿ,

∥v(·, t)∥2 − ∥v(·, t0)∥2 = −2

∫ t

t0

∥∇v(·, s)∥2 ds−
∫ t

t0

∫
Ω
φ(ζ(x)) v2(x, s) dx ds.

Èç àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ
÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → t0. Ïîýòîìó ôóíê-
öèÿ t 7→ ∥v(·, t)∥ íåïðåðûâíà, à ýòî âìåñòå ñ (24) îçíà÷àåò, ÷òî v ∈
C(0, T ;L2(Ω)).
Òåîðåìà äîêàçàíà. □

4.2. Îáîáù¼ííàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è AN . Òåïåðü ìû ìîæåì
äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è AN ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è AD â ïàðàãðàôå 3. Îòêàçàâøèñü â îïðåäåëåíèè 2 îò òðåáîâàíèÿ
îáðàùåíèÿ â íóëü ôóíêöèé u è ψ íà ∂Ω, ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå îáîá-
ù¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è AN . Êàê è â ï. 4.1, ïðîñòðàíñòâî H1

0 (Ω) â ýòîì
îïðåäåëåíèè íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà H1(Ω).

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T ∈ (0,∞), u0 ∈ L2(Ω),
∫
Ω u0 dx = 1,

u0 ≥ 0 è φ : R+ → R+ �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî 0 ≤ φ(ξ) ≤ K
äëÿ âñåõ ξ ∈ R+ è íåêîòîðîãî K > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííîå
ðåøåíèå (u, λ) çàäà÷è AN , òàêîå ÷òî

(1) u ≥ 0, u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1(Ω)), u ∈ C(0, T ;L2(Ω)),

1

2
∥u(·, t)∥2 +

∫ t

0
∥∇u(·, s)∥2 ds

+

∫ t

0

∫
Ω
φ(ζ(x))u2(x, s) dx ds ≤ e2KT

2
∥u0∥2 (25)

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ãäå ζ(x) =
∫ T
0 u(x, t) dt.

(2) λ ∈ L1(0, T ), λ ≥ 0 è∫ T

0
λ(t) dt ≤ KT. (26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå ñõåìîé, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è AD â òåîðåìå 2. Ïîëîæèì

u(x, t) =
v(x, t)

µ(t)
, µ(t) =

∫
Ω
v(x, t) dx,

ãäå v � îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è CN ñ v0 = u0. Êàê ñëåäóåò èç
òåîðåìû 3, µ ∈ C[0, T ] è µ(t) ≥ C∗ > 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Ïîýòîìó
u ∈ C(0, T ;L2(Ω)). Êðîìå òîãî,

∫
Ω u(x, t) dx = 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è

u ≥ 0 â ΩT .

Çàìåòèâ, ÷òî µ(0) = 1, âîçüì¼ì ôóíêöèþ λ, òàêóþ ÷òî e−
∫ t
0 λ(s) ds =

µ(t), òî åñòü

λ(t) = −µ
′(t)

µ(t)
,
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ãäå µ′(t) = dµ(t)/dt. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè λ, òàêîé ÷òî
∫ T
0 tλ2(t) dt ≤

C, ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò C∗, |Ω| è ∥u0∥, óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå,
êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2. Áîëåå òîãî,∫ T

0
λ(t) dt = − lnµ(T ).

Çàìåòèì, ÷òî λ(t) ≥ 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ], ïîñêîëüêó, èíòåãðèðóÿ
óðàâíåíèå (8) ïî Ω, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

µ′(t) =
d

dt

∫
Ω
v(x, t) dx ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, λ ∈ L1(0, T ) è∫ T

0
λ(t) dt ≤ ln

1

C∗
.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, C∗ = e−KT
∫
Ω v0(x) dx = e−KT , ïîýòîìó ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà (26).
Â ñèëó (20) ñïðàâåäëèâà ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà:

1

2
∥u(·, t)∥2 +

∫ t

0
∥∇u(·, s)∥2 ds

+

∫ t

0

∫
Ω
φ
(∫ T

0
u(x, p) dp

)
u2(x, s) dx ds ≤ 1

2C2
∗
∥u0∥2

äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], èç êîòîðîé ñëåäóåò (25).
Íàêîíåö, òàê æå êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

ôóíêöèè u è λ óäîâëåòâîðÿþò àíàëîãó èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (16),
âûïèñàííîìó äëÿ ñëó÷àÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ Íåéìàíà. Òàêèì îáðàçîì,
ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò îáîáù¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è AN .
Òåîðåìà äîêàçàíà. □
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