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Abstract: The paper proposes a nonlinear mathematical model of
intersectoral balance considering economic constraints. The model
generalizes the traditional linear Leontief input-output model and
is formalized as an optimal resource allocation problem with neoclassical
production functions and constraints on sectoral production capacities.
We formulate and investigate the problem of finding competitive
equilibrium in the space of goods and prices. The constraint on
production capacities leads to additional costs in the network associated
with production shortages. We apply Yang’s duality approach and
Fenchel’s duality theory for a dual problem construction to describe
the formation of equilibrium prices in the model accounting for
additional costs. Possible operating modes of an open production
network with limited production capacities are analyzed.
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1 Введение

Современные цели приоритетного развития российского обрабатыва-
ющего комплекса в условиях неоднородности производственной системы
поднимают проблемы, связанные с рисками выхода на экономические
ограничения в условиях реструктуризации экономики. Такие риски мо-
гут быть связаны с ограниченностью мощностей экономики, дефицитом
трудовых ресурсов и эффективностью процессов импортозамещения в
условиях внешних шоков. Содержательный анализ этих проблем и ва-
риантов их решения должен проводиться в ходе формирования средне-
срочных программ экономического развития.

Естественным инструментом для выявления и анализа таких рисков в
среднесрочном периоде развития экономики являются математические
модели, основанные на анализе интересов и логики поведения основ-
ных экономических агентов и учитывающие сложившиеся особенности
функционирования рассматриваемой экономической системы. Модели,
предназначенные для анализа среднесрочных экономических рисков в
условиях реструктуризации и внешних шоков неоднородной производ-
ственной системы должны учитывать отраслевую структуру экономики
и позволять строить среднесрочные оценки рисков разбалансированно-
сти экономики в заданных сценариях макроэкономического развития.

В работе предлагается новая математическая модель межотраслевого
баланса для анализа и прогнозирования среднесрочных рисков с уче-
том ограничений на производственные мощности отраслей, позволяю-
щая анализировать инфляцию издержек. Работа является продолже-
нием наших исследований в области математического моделирования и
развития новых методов анализа рисков в экономике в условиях струк-
турных изменений, основанных на нелинейных моделях межотраслево-
го баланса с учетом замещения производственных факторов [1],[2],[3].
Нелинейные модели межотраслевого баланса являются развитием тра-
диционного подхода к анализу межотраслевых связей, основанного на
линейной модели межотраслевого баланса В.Леонтьева [4],[5]. Линейная
модель Леонтьева уже более 70 лет является классическим инструмен-
том межотраслевого анализа [6], [7], однако базовое предположение о
постоянстве норм затрат на выпуск единицы продукции делает ее плохо
применимой в условиях замещения производственных факторов. Кри-
тика модели, даже в активный период ее использования в прикладных
исследованиях, была связана с жесткостью гипотезы о постоянстве мат-
рицы коэффициентов прямых затрат (матрицы Леонтьева). Попытки
введения нелинейности напрямую в коэффициенты матрицы Леонтьева
[8] не получили распространения в приложениях, так как не давали со-
держательного описания процессов замещения, а вводимые зависимости
были достаточно искусственны и плохо интерпретируемы.

Содержательный учет замещения производственных факторов приво-
дит к нелинейным соотношениям в моделях межотраслевого баланса и
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требует развития нового математического аппарата для постановки за-
дач и их исследования. Наш подход основан на описании конкурентного
экономического равновесия в сети поставок и цен, которое определя-
ется в результате решения задачи оптимального распределения ресур-
сов с неоклассическими положительно-однородными производственны-
ми функциями и двойственных задач специального вида, основанных на
математическом аппарате двойственности по Янгу. Результаты исследо-
вания математических моделей, предложенных в работах [1],[2], позво-
лили разработать прикладные модели для сценарного анализа макро-
экономических шоков в реальных производственных сетях (см., напри-
мер [9]). В работе [3] предложено обобщение подхода двойственности по
Янгу в случае использования вариационных неравенств для описания
производственных сетей. Результаты позволили формализовать понятие
эффективной производственной ниши экономического кластера в сети
поставок.

В данной работе мы рассматриваем модификацию нелинейной моде-
ли межотраслевого баланса с учетом экономических ограничений. Учет
ограничения на производственные мощности отраслей в задаче опти-
мального распределения ресурсов приводит к новой постановке двой-
ственных задач, которые определяют формирование равновесных цен в
производственной сети. Преимуществом модели является содержатель-
ное описание дополнительных издержек, связанных с дефицитом про-
дукции в сети.

Усложнение задачи, по сравнению с работами [1],[2], связано с тем,
что ограничение на производственные мощности фактически нарушает
положительную однородность производственных функций в модели, что
приводит к недостаточности разработанного нами ранее аппарата двой-
ственной по Янгу задачи для анализа экономического равновесия. С ис-
пользованием теории двойственности Фенхеля и преобразования Янга в
данной работе построено новое двойственное описание к задаче распре-
деления ресурсов с ограничениями на мощности производства. В работе
исследован механизм возникновения издержек в условиях дефицита то-
варов в производственной сети их влияние на экономическое равновесие.

Среди наиболее близких к нашей тематике исследований следует вы-
делить работы, направленные на развитие методов анализа распростра-
нения шоков в производственных сетях и их агрегированного воздей-
ствия на экономику [10], [11],[12]. В этих работах межотраслевые взаи-
модействия моделируются на основе нелинейных зависимостей. В тер-
минах достаточно простой модели совершенной конкуренции в закры-
той (без внешних связей) сети с производственными функциями Кобба-
Дугласа изучается зависимость мультипликатора шоковых воздействий
от топологии сети и продемонстрирована связь макропоследствий шо-
ков с наличием доминантных секторов. Однако предлагаемый в работах
математический аппарат оказывается ограниченно применимым для бо-
лее общего класса производственных функций [13],[14] и недостаточно
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развит для анализа среднесрочных экономических рисков в условиях
реструктуризации реальных производственных сетей.

Развиваемый в наших работах подход представляется более целост-
ным, так как полученные теоретические результаты исследований име-
ют естественную экономическую интерпретацию и позволяют предло-
жить новые методы среднесрочного анализа рисков в реальных произ-
водственных сетях.

Статья организована следующим образом.
В разделе 2 приводится постановка задачи распределения ресурсов в

производственной сети с ограниченными мощностями.
В разделе 3 на основе подхода двойственности по Янгу и Фенхелю по-

строено двойственная задача, описыывающая формирование цен в про-
изводственной сети с учетом издержек, возникающих при выходе про-
изводства на ограничение по мощностям.

В разделе 4 исследована задача максимизации прибыли открытой эко-
номической системы с заданными ценами первичных ресурсов.

В заключении, на основе результатов исследования модели, проанали-
зированы возможные режимы функционирования открытой экономики
с ограничениями на производственные мощности в условиях ограничен-
ности суммарных расходов конечного потребителя.

2 Задача оптимального распределения ресурсов с
учетом ограничений на производственные мощности

Рассмотрим функционирование производственной сети, экономически-
ми агентами в которой являются производители продукции и конечные
потребители. Будем считать, что конечный спрос в экономике представ-
лен в агрегированном виде, т.е. конечных потребителей мы рассматрива-
ем как одного экономического агента в системе. Производители исполь-
зуют при производстве продукцию,выпущенную отраслями внутри сети,
а также первичные производственные факторы, например, трудовые ре-
сурсы. В качестве первичного фактора в сети мы также рассматриваем
импортные продукты, используемые отраслями для промежуточного по-
требления. Будем считать, что в условиях открытой экономики цены на
первичные факторы формируются на внешних рынках и являются за-
данными в рамках сценарных условий модели. Опишем поведение эко-
номических агентов, выделенных в сети.

Предположим, что структура производственной сети задана m чисты-
ми отраслями, n первичными производственными факторами и одним
агрегированным конечным потребителем продукции чистых отраслей.
Обозначим
Xj =

(
Xj

1 , . . . , X
j
m

)
- вектор промежуточного потребления отраслью

j = 1, ...,m продукции отраслей 1, ...,m,
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lj =
(
lj1, . . . , l

j
n

)
- вектор затрат первичных производственных факторов

1, ..., n отрасли j = 1, ...,m.
Будем считать, что производство продукции каждой отраслью j =

1, ...,m задается неоклассической производственной функцией Fj

(
Xj , lj

)
∈

Φm+n, где Φm+n - класс вогнутых, не равных тождественно нулю, моно-
тонно неубывающих, непрерывных и положительно однородных порядка
1 на Rm+n

+ функций, обладающих свойством Fj (0, 0) = 0. Предположим,
что каждая отрасль использует для производства продукции, помимо
промежуточных продуктов, хотя бы один первичный ресурс (например,
труд).

Предположим, что максимально возможный спрос на продукцию от-
расли j, который может быть удовлетворен при полной загрузке произ-
водства, ограничен величиной Mj > 0. Обозначим M = (M1, ...,Mm).

Обозначим l = (l1, ..., ln) > 0 вектор суммарных затрат первичных
ресурсов 1, ..., n в производственной сети, а через X0 =

(
X0

1 , . . . , X
0
m

)
-

вектор поставок произведенной продукции конечным потребителям.
Заметим, что все указанные выше потоки мы измеряем в постоянных

ценах некоторого фиксированного базового года.
Заданные технологии производства и ограничения определяют техно-

логическое множество A(l,M) допустимых конечных поставок X0 ≥ 0,
для которых найдутся вектора X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0
такие, что выполняется система неравенств

Fj

(
Xj , lj

)
≥

m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (1)

Mj ≥
m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (2)

m∑
j=1

lj ≤ l (3)

X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0. (4)

Заметим, что в силу свойств функций Fj и конечных ограничений на
мощности Mj , технологическое множество A(l,M), заданное нелиней-
ными неравенствами (1)-(4), является выпуклым компактом в Rm

+ для
любого l > 0.

Будем считать, что поведение агрегированного конечного потребителя
продуктов сети является рациональным, т.е. описывается неоклассиче-
ской функцией полезности F0(X

0), аргументом которой является век-
тор конечного потребления продуктов отраслей X0 =

(
X0

1 , ..., X
0
m

)
≥ 0.

Предположим, что функция полезности является вогнутой, монотонно
неубывающей, непрерывной и положительно однородной порядка 1, а
также обладает свойством F0 (0) = 0, т.е. F0(X

0) ∈ Φm.
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Поставим задачу поиска конкурентного равновесия в производствен-
ной сети: вычислить равновесные цены и промежуточное потребление
продуктов и первичных ресурсов, доступных в сети, обеспечивающих
равенство спроса и предложения на рынке товаров, при условии, что
каждый производитель максимизирует прибыль, а потребитель макси-
мизирует свою полезность в денежном выражении p0F0(X

0), где p0 > 0
- масштабирующий коэффициент, переводящий размерность полезности
в денежное выражение.

С учетом (1)-(4) задача поиска конкурентного равновесия сводится к
следующей задаче оптимального распределения ресурсов

p0F0

(
X0
)
→ max (5)

Fj

(
Xj , lj

)
≥

m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (6)

Mj ≥
m∑
i=0

Xi
j , j = 1, . . . ,m (7)

m∑
j=1

ljk ≤ lk, k = 1, ..., n, (8)

X0 ≥ 0, X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0. (9)
Предположим, что производственная сеть является продуктивной, т.е.

существует набор векторов X1 ≥ 0, . . . , Xm ≥ 0, l1 ≥ 0, . . . , lm ≥ 0
такой, что Fj

(
Xj , lj

)
>
∑m

i=1X
i
j , j = 1, ...,m.

Теорема 1. Множество векторов
{
X̂0, X̂1, ..., X̂m, l̂1, ..., l̂m

}
, удовле-

творяющих ограничениям задачи оптимального распределения ресур-
сов (6)-(9), является решением задачи (5)-(9) тогда и только тогда,
когда существуют множители Лагранжа p̃ = (p̃1, ..., p̃m) ≥ 0, v =
(v1, ..., vm) ≥ 0 и s = (s1, ..., sn) ≥ 0 такие, что(

X̂j , l̂j
)
∈ Argmax{p̃jFj

(
Xj , lj

)
− (p̃+ v)Xj − slj |Xj ≥ 0, lj ≥ 0}, (10)

j = 1, . . . ,m,

p̃j

(
Fj

(
X̂j , l̂j

)
− X̂0

j −
m∑
i=1

X̂i
j

)
= 0, j = 1, . . . ,m, (11)

vj

(
Mj − X̂0

j −
m∑
i=1

X̂i
j

)
= 0, j = 1, . . . ,m, (12)

sk

lk −
m∑
j=1

l̂jk

 = 0, k = 1, ..., n, (13)

X̂0 ∈ Argmax{p0F0(X
0)− (̃p+ v)X0 |X0 ≥ 0}. (14)
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Доказательство. В силу предположения о продуктивности производ-
ственной сети задача выпуклого программирования (5)-(9) удовлетво-
ряет условию Слейтера 1.

Обозначим через p̃ = (p̃1, ..., p̃m) ≥ 0, v = (v1, ..., vm) ≥ 0,
s = (s1, ..., sn) ≥ 0 множители Лагранжа к ограничениям (6), (7), (8)
соответственно. Запишем функцию Лагранжа для задачи (5)-(9)

L
(
X0, X1, ..., Xm, l1, ..., lm, p̃1, ..., p̃m, v1, ..., vm, s1, ..., sn

)
=

sl + vM +
(
p0F0(X

0)− (p̃+ v)X0
)
+

m∑
j=1

(
p̃jFj

(
Xj , lj

)
− (p̃+ v)Xj − slj

)
.

Утверждение Теоремы 1 очевидно следует из теоремы Каруша-Куна-
Таккера [15]. □

Множители Лагранжа к ограничениям (6), (8) имеют естественную
экономическую интерпретацию

• p̃ = (p̃1, . . . , p̃m) ≥ 0 - цены, по которым производители продают
произведенную продукцию;

• s = (s1, . . . , sn) ≥ 0 - цены на первичные факторы производства;
• p̃+v - цены, по которым покупается продукция отраслей, где ком-

поненты вектора v = (v1, ..., vm) ≥ 0 могут интерпретироваться
как наценки на товары, возникающие в результате их дефицита,
связанного с ограничением на мощность производства (7).

В рамках данной интерпретации множителей Лагранжа выполнение со-
отношения (10) говорит о том, что спрос на промежуточные и первичные
ресурсы в сети, а также предложение продукции производители форми-
руют таким образом, чтобы максимизировать свою прибыль при ценах
продажи произведенной продукции p̃, покупки промежуточных ресур-
сов p̃+ v и ценах на первичные ресурсы s. Соотношение (14) описывает
спрос агрегированного конечного потребителя с функцией полезности
F0(X

0) при ценах p̃ + v на продукты и заданном масштабе цен в эко-
номике p0. Таким образом, нехватка мощностей для удовлетворения те-
кущего спроса приводит к возникновению разницы в цене потребления
и производства продукции отрасли. Можно считать, что в этой ситу-
ации в производственной сети между производителем и потребителем
продукции возникают агенты-посредники, которые закупают дефицит-
ный продукт у производителя по ценам p̃ и продают его потребителям с
наценкой2 v.

1В этом случае множитель Лагранжа, соответствующий функционалу, может быть
выбран равным 1.

2Соответствующая дополнительная прибыль, формирующаяся в результате у по-
средников, формально должна учитываться в полном балансе производства и рас-
пределения продукции и услуг в сети, но не входит в аргументы производственной
функции отрасли, так как не участвует в формировании основного капитала, исполь-
зуемого в процессе производства и не увеличивает прибыль производителя.
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Таким образом, набор потоков продуктов X̂0, X̂1, ..., X̂m, l̂1, ..., l̂m и
набор цен p̃ = (p̃1, ..., p̃m) , v = (v1, ..., vm) , s = (s1, ..., sn), удовлетворяю-
щие условиям Теоремы 1, определяют положение конкурентного эконо-
мического равновесия в производственной сети.

Заметим, компоненты векторов p̃, v, s должны рассматриваться в рас-
четах как индексы по отношению к некоторому базовому году, так как
все соотношения Теоремы 2 остаются верными при общем масштабиро-
вании цен.

3 Двойственная задача

Для определения равновесных цен построим двойственное описание к
задаче распределения ресурсов (5)-(9).

Введем преобразование Янга производственной функции Fj(X
j , lj),

которое назовем функцией себестоимости производства отрасли j (по-
дробнее, см.[2])

qj (p, s) = inf

{
pXj + slj

Fj (Xj , lj)

∣∣Xj ≥ 0, lj ≥ 0, Fj

(
Xj , lj

)
> 0

}
∈ Φm+n (15)

и преобразование Янга функции полезности F0(X
0), которое будем ин-

терпретировать как индекс потребительских цен

q0 (q) = inf

{
qX0

F0 (X0)

∣∣X0 ≥ 0, F0

(
X0
)
> 0

}
∈ Φm. (16)

Преобразование Янга является инволюцией [1], т.е.

F0

(
X0
)
= inf

{
qX0

q0 (q)

∣∣ q ≥ 0, q0 (q) > 0

}
,

Fj

(
Xj , lj

)
= inf

{
pXj + slj

qj (p, s)

∣∣ p ≥ 0, s ≥ 0, qj (p, s) > 0.

}
.

Обозначим FA (l,M) - оптимальное значение функционала в задаче
(5)-(9) в зависимости от векторов отраслевых ограничений на доступный
объем первичных ресурсов l и производственных мощностей M . Функ-
ция FA (l,M) ∈ Φn и может быть интерпретирована как агрегированная
производственная функция [2]. Тогда справедливо следующее утвержде-
ние.

Теорема 2. Агрегированная производственная функция может быть
построена как решение следующей задачи

FA (l,M) = min
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj(p̂, s))+ + sl | q0 (p̂) ≥ p0

. (17)
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Минимум в задаче (17) достигается на векторах p̂ = (p̂1, . . . , p̂m) ≥ 0,
s = (s1, . . . , sn) ≥ 0, таких, что верно

p̂ = p̃+ v, (18)

где вектора p̃ ≥ 0 , v ≥ 0 являются множителями Лагранжа к огра-
ничениям (6) и (7), а вектор s ≥ 0 является множителем Лагранжа
к ограничению (8) соответственно.

Доказательство. Для всех l > 0, M ≥ 0 построим двойственную по
Фенхелю задачу к задаче (5)-(9). Для этого перепишем исходную задачу
в виде

inf
{
f(X0) + g(X0)

∣∣X0 ≥ 0
}
,

где
f(X0) = −p0F0(X

0),

а функция g(X0) является индикаторной функцией технологического
множества A(M, l), т.е.

g(X0) = IA(M,l) =

{
0, если X0 ∈ A(l,M),

+∞, иначе

Построим соответствующие сопряженные функции

f∗ (−p) = sup{p0F0(X
0)−pX0

∣∣X0 ≥ 0} =

{
0, если p ≥ 0, q0(p) ≥ p0,

+∞, иначе,
(19)

g∗ (p) = sup{pX0 − g(X0)
∣∣X0 ≥ 0} = sup

{
pX0

∣∣X0 ∈ A(M, l)
}
, (20)

где g∗(p) -опорная функция технологического множества A(M, l), кото-
рое задано ограничениями (6)-(9).

Найдем функцию g∗(p). Построим функцию Лагранжа для задачи
(20) и перегруппируем слагаемые

L
(
p,X0, X1, ..., Xm, l1, ..., lm, p̃, v, s

)
=
(
p,X0

)
+

m∑
j=1

p̃j

(
Fj

(
Xj , lj

)
−

m∑
i=1

Xi
j

)
−
(
p̃, X0

)
+

m∑
j=1

vj

(
Mj −

m∑
i=1

Xi
j

)
−
(
v,X0

)
+

n∑
k=1

sk

lk −
m∑
j=1

ljk

 =

(v,M) + (s, l)+(
p− p̃− v,X0

)
+

m∑
j=1

(
p̃jFj

(
Xj , lj

)
−
(
p̃+ v,Xj

)
−
(
s, lj

))
.

Функция Лагранжа линейная по X0, поэтому условия

p ≤ p̃+ v,
(
p− p̃− v,X0

)
= 0 (21)
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являются необходимыми условиями максимума функции Лагранжа по
X0 ≥ 0.

Аналогично, в силу положительной однородности Fj

(
Xj , lj

)
для лю-

бого j = 1, ...,m конечный максимум функции Лагранжа по Xj , lj может
достигаться только на множестве Xj ≥ 0, lj ≥ 0 таких что

p̃jFj

(
Xj , lj

)
≤
(
p̃+ v,Xj

)
+
(
s, lj

)
Последнее неравенство очевидно верно, если Fj

(
Xj , lj

)
= 0. Если

Fj

(
Xj , lj

)
> 0, то максимум может достигаться только на множестве

Xj ≥ 0, lj ≥ 0 таких что

p̃j ≤
(
p̃+ v,Xj

)
+
(
s, lj

)
Fj (Xj , lj)

.

Следовательно
p̃j ≤ qj (p̃j + v, s) ,

где qj (p̃j + v, s) - себестоимость (15) отрасли j при ценах ресурсов p̃j +
v, s, т.е.

qj (p̃j + v, s) = inf

{(
p̃+ v,Xj

)
+
(
s, lj

)
Fj (Xj , lj)

∣∣Xj ≥ 0, lj ≥ 0, Fj

(
Xj , lj

)
> 0

}
.

Таким образом, условия

p̃j ≤ qj (p̃j + v, s) , (p̃j − qj (p̃j + v, s))Fj

(
Xj , lj

)
= 0 (22)

являются необходимыми условиями существования конечного максиму-
ма функции Лагранжа по Xj , lj .

Заметим, что в случае, когда выпуск всех отраслей строго положите-
лен (все отрасли существенны), т.е. Fj > 0 для всех j = 1, ...,m, выпол-
няется равенство

p̃j = qj (p̃j + v, s) .

С учетом соотношений (21),(22) по теореме Каруша-Куна-Таккера по-
лучим, что на решении задачи (20) оптимальное значение функционала
совпадает со значением функции Лагранжа, т.е.

g∗(p) = inf
v≥0,s≥0

{(v,M) + (s, l) | p̃+ v ≥ p, qj (p̃j + v, s) ≥ p̃j , p̃j ≥ 0} .
(23)

По теореме Фенхеля

inf
p
{f∗(−p) + g∗(p)} = − inf

X0
{f(X0) + g(X0)} = FA (l,M) .

Объединяя выражения для сопряженных функций (19) и (23), полу-
чим

FA (l,M) = inf
v,s

{ (v,M) + (s, l) |

q0 (p) ≥ p0, p̃+ v ≥ p, qj (p̃j + v, s) ≥ p̃j , p̃j ≥ 0, v ≥ 0, s ≥ 0 }
(24)
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Индикаторная функция f∗ множества {p ≥ 0, q0 (p) ≥ p0} в выражении
(24) фигурирует в ограничениях на p.

Вернемся теперь к обозначению (18) p̂ = p̃+ v и заметим, что условия
на v в (24)

v ≥ p̂j − qj (p̂j , s) , v ≥ 0

можно переписать в виде

v ≥ (p̂j − qj (p̂j , s))+ .

Так как задача (24) линейна по v, то на решении это ограничение вы-
полняется в виде равенства

v = (p̂j − qj (p̂j , s))+

и задачу (24) можно записать в виде

FA (l,M) = inf
p≥0,p̂≥0,s≥0

m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂j , s))+ + (s, l) | q0 (p) ≥ p0, p̂j ≥ p,

 .
(25)

Так как функция q0(p) монотонно неубывающая, то q0 (p̂) ≥ q0 (p) ≥ p0,
если p̂ ≥ p. Вектор p не входит явно в функционал задачи (25), поэтому
выберем p = p̂. Тогда

FA (l,M) = inf
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂j , s))+ + (s, l) | q0 (p̂) ≥ p0


Минимум в последней задаче достигается в силу линейности и положи-
тельной однородности входящих в выражение функций и ограниченно-
сти функционала нулем снизу. Поэтому

FA (l,M) = min
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂j , s))+ + (s, l) | q0 (p̂) ≥ p0

.

Теорема 2 доказана. □

Замечание 1. Если вектора p̂, s являются решением задачи (17) для
некоторых значений l,M и верно FA (l,M) > 0, то выполняется равен-
ство

q0(p̂) = p0. (26)
Действительно, допустим, что q0(p̂) > p0 для оптимальных цен p̂ ≥
0, s ≥ 0. Обозначим α = p0

q0(p̂)
< 1. Тогда, в силу положительной однород-

ности функции q0(p̂) по p̂, вектор αp̂ по-прежнему будет удовлетворять
условию q0(αp̂) = αq0(p̂) = p0 ≥ p0. Однако значение функционала на
векторах αp̂, αs будет меньше значения на p̂, s вследствие положитель-
ной однородности функции под минимумом.
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В терминах построенной модели могут быть описаны как замкнутые,
так и открытые по первичным ресурсам экономические системы. Для
замкнутой экономической системы в постановке задачи распределения
ресурсов (5)-(9) задано ограничение на количество доступных первич-
ных ресурсов l, а цены на них устанавливаются исходя из равенства
спроса и предложения. В открытой экономической системе первичные
ресурсы могут закупаться извне по заданным внешним рынком ценам,
которые являются входными параметрами задачи.

4 Экономическое равновесие в открытой
производственной сети с ограниченными мощностями

Рассмотрим функционирование производственной сети как открытой
экономической системы с заданными ценами ŝ > 0 на первичные ресур-
сы. Будем считать, что все ограничения на производственные мощности
Mj < +∞. Поставим задачу максимизации прибыли экономической си-
стемы по объему используемых первичных ресурсов l

ΠA(ŝ) = sup
l≥0

{FA (l,M)− ŝl}. (27)

Очевидно, что FA (l,M) ≤ p0F0(M), поэтому супремум в задаче (27) до-
стигается. Действительно, так как ŝ > 0 то, если хотя бы для одного
первичного ресурса i верно li > p0F0(M)/ŝi, то значение под супрему-
мом отрицательно. Следовательно, множество значений l, для которых
функционал задачи неотрицателен, является ограниченным. В этом слу-
чае можно рассматривать задачу максимизации непрерывной функции
(FA (l,M)− ŝl) на компакте 0 ≤ li ≤ p0F0(M)/si, i = 1, ..., n.

Теорема 3. Прибыль экономической системы может быть вычислена
как решение задачи

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, ŝ))+ | q0 (p̂)) ≥ p0, p̂ ≥ 0 ŝ ≥ 0

. (28)

Доказательство. Подставим выражение для FA (l,M) из Теоремы 2 в
(27)

ΠA(ŝ) = max
l≥0

min
p̂≥0, s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + sl − ŝl | q0 (p̂)) ≥ p0

.

Очевидно, что функционал в данной задаче является выпуклым по p̂, s
и линейным по l, поэтому можно переставить местами максимум и ми-
нимум. Тогда

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0,s≥0

max
l≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ + sl − ŝl | q0 (p̂)) ≥ p0

.
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Для того чтобы внутренний максимум достигался в некоторой точке s,
необходимо выполнение соотношений

(s− ŝ) ≤ 0, (s− ŝ) l = 0.

Тогда

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0,s≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, s))+ | q0 (p̂)) ≥ p0, s ≤ ŝ

.

Поскольку при всех j функция qj (p̂, s) не убывает по s, то минимум в
последнем выражении достигается при s = ŝ. Следовательно,

ΠA(ŝ) = min
p̂≥0


m∑
j=1

Mj (p̂j − qj (p̂, ŝ))+ | q0 (p̂)) ≥ p0

.

Теорема 3 доказана. □

Замечание 2. Из Теорем 1, 3 и Замечания 1 очевидно следуют сле-
дующие утверждения.

• Предложение 1. Конкурентное равновесие в открытой экономи-
ческой системе с заданными ценами первичных ресурсов ŝ > 0,
вектором спроса конечных потребителей с компонентами p̂jX

0
j >

0 и мощностями отраслей M = (M1, ...,Mm) > 0 определяется
из решения задачи (10) с равновесными ценами p̂ = p̃ + v, где p̂
является решением задачи (28), а v = (p̂j − qj (p̂, ŝ))+. Кроме то-
го, на решении выполняются условия дополняющей нежесткости
(11), (12), (13).

• Предложение 2. Если потоки продуктов X̂0, X̂1, ..., X̂m, l̂1, ..., l̂m

и цены p̂ = (p̂1, ..., p̂m) , v = (v1, ..., vm) , ŝ = (ŝ1, ..., ŝn) являются
равновесными, то

ΠA(ŝ) = q0(p̂)F0(X
0)− ŝ

m∑
j=1

l̂j .

Если при этом F0(X
0) > 0, то q0(p̂) = p0.

5 Заключение

Рассмотрим открытую экономическую систему с заданными ценами
первичных ресурсов ŝ. Пусть суммарный спрос конечных потребителей
ограничен заданной величиной их суммарных денежных расходов. Ре-
зультаты исследования предложенной в работе модели межотраслевого
баланса с неоклассическими производственными функциями и ограни-
чениями на производственные мощности позволяют описать различные
режимы, которые могут быть реализованы в точке экономического рав-
новесия сети.
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Предположим, что вектор цен p̂ является решением задачи (28), т.е.
соответствует равновесным ценам. Тогда возможны следующие вариан-
ты.

1) Если ΠA(ŝ) > 0, то ограничение по мощностям лимитирует выпуск
и

q0(p̂) = p0. (29)
В этом случае хотя бы для одной отрасли j

vj = p̂j − qj (p̂, ŝ) > 0.

Тогда, в силу условий дополняющей нежесткости (11) и (12), получим

Fj

(
X̂j , l̂j

)
= Mj ,

т.е. производство функционирует на максимальной мощности и vj > 0.
2) Если ΠA(ŝ) = 0 и q0(p̂) = p0, то мощности не лимитируют про-

изводство. В этом случае производство и спрос на первичные ресурсы
лимитируются денежными расходами конечных потребителей, так как
в силу Предложения 2

ŝl = p0F0(X
0).

3) Если ΠA(ŝ) = 0 и q0(p̂) > p0, то F0(X
0) = 0, так как потребители не

могут купить товары по слишком высоким для них ценам p̂. Это озна-
чает, что высокие внешние цены ŝ на первичные ресурсы определяют,
исходя из условия рентабельности, настолько высокий уровень цен про-
изводителей p̂, что продукты оказываются недоступными для конечных
потребителей, т.е. система оказывается экономически непродуктивной.
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