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Ïðåäñòàâëåíî àâòîðîì

Abstract: In this paper, we calculate the planarity rank of the
variety generated by all semigroups of order three and calculate the
planarity ranks of its subvarieties generated by each semigroups of
order three.

Keywords: Cayley graph, planarity rank, semigroup.

1 Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ïîëóãðóïï ìàëûõ ïîðÿäêîâ ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïî íåñêîëü-
êèì ïðè÷èíàì:
1) Îñíîâû àëãåáðû: Ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ñòðóê-

òóð â àëãåáðå. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé íà íåì àñ-
ñîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé. Èçó÷åíèå ïîëóãðóïï ïîìîãàåò ïîíÿòü
îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû è îïåðàöèè.
2) Èçó÷åíèå ñâîéñòâ: Ïîëóãðóïïû ìàëûõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü ïî-

ëåçíû äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ïîëóãðóïï â öåëîì. Îíè ìîãóò ñëóæèòü
ïðèìåðàìè èëè êîíòðïðèìåðàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ è òåîðåì.

Solomatin, D.V., Planarity ranks of semigroup varieties generated by all

semigroups of order three.
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3) Ïðèëîæåíèÿ: Ïîëóãðóïïû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ, âêëþ÷àÿ òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ, òåîðèþ àâòîìàòîâ è äèñêðåòíóþ
ìàòåìàòèêó.
4) Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ: Èçó÷åíèå ïîëóãðóïï ìàëûõ ïîðÿäêîâ

ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêðûòèþ íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè
àëãåáðû.
5) Îáó÷åíèå è îáðàçîâàíèå: Ïîëóãðóïïû ìàëûõ ïîðÿäêîâ ìîãóò áûòü

ïîëåçíû â îáðàçîâàòåëüíûõ öåëÿõ, ïîìîãàÿ ñòóäåíòàì ëó÷øå ïîíÿòü è
âèçóàëèçèðîâàòü àáñòðàêòíûå àëãåáðàè÷åñêèå êîíöåïöèè.
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîíêðåòíàÿ öåëü èçó÷åíèÿ ïîëóãðóïï ìàëûõ ïî-

ðÿäêîâ ìîæåò çàâèñåòü îò êîíòåêñòà è èíòåðåñîâ èññëåäîâàòåëÿ. Çàäà-
äèìñÿ öåëüþ ïåðå÷èñëåíèÿ ìíîãîîáðàçèé Ìàðòûíîâà, òî åñòü ìíîãîîá-
ðàçèé, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà Ìàðòûíîâà îá îãðàíè÷åííîñòè êîíå÷íûõ
ðàíãîâ ïëàíàðíîñòè çíà÷åíèåì 4 âåðíà [1]. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèìè ìíî-
ãîîáðàçèÿìè ñðåäè ïðî÷èõ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ êîììóòàòèâíûõ ìî-
íîèäîâ [2, òåîðåìà 56], ìîäóëÿðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï [íà ðåöåí-
çèðîâàíèè]. Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ, êîíå÷íûå ðàíãè
ïëàíàðíîñòè êîòîðûõ ïðåâûøàþò 4 [2, òåîðåìà 60], òåì èíòåðåñíåå îòûñ-
êàíèå ìíîãîîáðàçèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãèïîòåçå Ìàðòûíîâà. Â êà÷åñòâå
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåä¼ì íîâóþ ñåðèþ ìíîãîîáðàçèé Ìàðòûíîâà,
÷åì ñôîðìèðóåì ôóíäàìåíò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ðàíãîâ ïëàíàð-
íîñòè ïîëóãðóïïîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ ïîëóãðóïïàìè ÷åò-
âåðòîãî ïîðÿäêà. Áîëåå ïîäðîáíî â [3] ïðèâîäèòñÿ ìîòèâàöèÿ èçó÷åíèÿ
êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï, òàì æå ïåðå÷èñëåíû âñå ïîëóãðóïïû äî ÷åòâåðòî-
ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Â [4] ðàçâåðíóòî îïèñûâàþòñÿ ïîëóãðóïïîâûå
ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííûå ïîëóãðóïïàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Sn ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæä¼ííîå âñåìè ïîëóãðóïïàìè ïîðÿäêà
n. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âû÷èñëåí ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S3 è
âû÷èñëåíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè åãî ïîäìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäàåìûõ êàæ-
äîé èç ïîëóãðóïï òðåòüåãî ïîðÿäêà.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðàâûì ãðàôîì Êýëè ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâàX îáðà-
çóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ, èëè ïðîñòî ãðàôîì Êýëè, íàçûâàåì îðèåíòèðîâàí-
íûé ìóëüòèãðàô ñ ïîìå÷åííûìè ðåáðàìè, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ S, à âñÿêàÿ åãî äóãà íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå a, çàêàí÷èâà-
åòñÿ â âåðøèíå b è ïîìå÷åíà ýëåìåíòîì x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ïîëóãðóïïå S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ax = b. Ëåâûé ãðàô Êýëè
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ òåì ëèøü îòëè÷èåì, ÷òî âåðøèíà a ñîåäè-
íåíà ñ âåðøèíîé b äóãîé, íà÷èíàþùåéñÿ â âåðøèíå a, çàêàí÷èâàþùåé-
ñÿ â âåðøèíå b è ïîìå÷åííîé ýëåìåíòîì x ∈ X, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ïîëóãðóïïå S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî xa = b. Â ñâÿçè ñî ñêà-
çàííûì â îïðåäåëåíèè îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðóþ ïðåäñòîèò ðåøàòü
ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï, ýòî ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ,
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àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìàÿ â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà
ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàô Êýëè
îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà íåðàçëîæèìûõ îáðàçóþùèõ ïî-
ëóãðóïïû è ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî íåðàçëîæèìûõ îáðàçó-
þùèõ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îñíîâà ãðàôà Êýëè ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì
ãðàôîì.
Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâîé SCay (S,X) ãðàôà Êýëè Cay (S,X) ïîëóãðóï-

ïû S îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ X íàçûâàåì
îáûêíîâåííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé èç èñõîäíîãî ãðàôà ïóò¼ì óäàëåíèÿ
ìåòîê, ïåòåëü, îðèåíòàöèè äóã è êðàòíûõ ðåáåð.
Ñâîáîäíóþ n-ïîðîæäåííóþ ïîëóãðóïïó ìíîãîîáðàçèÿ V áóäåì îáî-

çíà÷àòü êàê Fn(V).
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî r íàçûâàåì ðàíãîì ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ V

ïîëóãðóïï, åñëè âñå Fn(V) ñâîáîäíûå â V ïîëóãðóïïû ðàíãà n ≤ r
ïëàíàðíûå (ò. å. äîïóñêàþò ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè), à ñâîáîäíàÿ â ýòîì
ìíîãîîáðàçèè ïîëóãðóïïà ðàíãà r + 1 íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíîé. Â òàêîì
ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü rπ (V) = r. Åñëè äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ V òàêîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà r íå ñóùåñòâóåò, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V èìååò
áåñêîíå÷íûé ðàíã ïëàíàðíîñòè è ïèøåì rπ (V) =∞.

3 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïóñòü

Nn =
〈
a
∣∣ an = an+1

〉
� àïåðèîäè÷åñêàÿ ìîíîãåííàÿ ïîëóãðóïïà ïîðÿäêà n,

Y2 = {0, 1}

� äâóõýëåìåíòíàÿ ïîëóðåøåòêà,

C = {0, ab, b}

� ïîäïîëóãðóïïà ïîëóãðóïïû Áðàíäòà B2 = ⟨a, b | a2 = b2 = 0, aba =
= a, bab = b⟩,

Ln = ⟨l1, l2, . . . , ln | xy = x⟩
� ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé ïîðÿäêà n,

Zn =
〈
a
∣∣ an+1 = a

〉
� öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n,

S1

� îáîçíà÷àåò ìîíîèä, ïîëó÷åííûé èç S ïðèñîåäèíåíèåì íåéòðàëüíîãî
ýëåìåíòà.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå ïîëóãðóïïîé S, îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷åðåç var S, ñ äðóãîé, � ÷åðåç var Σ îáîçíà÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèå
ïîëóãðóïï, çàäàííîå ñèñòåìîé òîæäåñòâ Σ. Òîãäà, ñëåäóÿ [4, Òàáëèöà 2],
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áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òàêèõ îáîçíà÷åíèé äëÿ 13 ìíîãîîáðàçèé, ïîðîæ-
äàåìûõ îäíîé èç 18 âîçìîæíûõ ïîëóãðóïï òðåòüåãî ïîðÿäêà:

var N2 = var{xy ≈ zt};

var N3 = var{xyz ≈ hkt, xy ≈ yx};

var N2 ∨ var Y2 = var{x2y ≈ xy, xy ≈ yx};

var Y2 = var{x2 ≈ x, xy ≈ yx};

var C = var{xy2 ≈ xy, x2y2 ≈ y2x2};

var L2 ∨ var Y2 = var{x2 ≈ x, xyz ≈ xzy};

var N1
2 = var{x3 ≈ x2, xy ≈ yx};

var Y2 ∨ var Z2 = var{x3 ≈ x, xy ≈ yx};

var L1
2 = var{x2 ≈ x, xyx ≈ xy};

var L2 ∨ var N2 = var{xyz ≈ xy};

var L2 = var{xy ≈ x};

var N2 ∨ var Z2 = var{x2yz ≈ yz, xy ≈ yx};

var Z3 = var{x3y ≈ y, xy ≈ yx}.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæä¼ííîå âñåìè ïîëóãðóïïàìè ïî-

ðÿäêà 3 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé òîæäåñòâ [4, òåîðåìà 4.1]:

S3 = var{x8y ≈ x2y, xy8 ≈ xy2, x7yx ≈ xyx7 ≈ xyx, xyx6zx ≈ xyzx,

x2yx ≈ xyx2, xyxzx ≈ x2yzx, xhyxty ≈ xhxyty, xhyxy ≈ xhxy2,

xyxty ≈ x2yty, xyxy ≈ x2y2}.
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Òåîðåìà 1.

rπ (var N2) = rπ
(
var L1

2

)
= rπ (var L2 ∨ var N2) = rπ (var L2) =∞;

rπ (var L2 ∨ var Y2) = 4;

rπ (var N3) = rπ (var N2 ∨ var Y2) = rπ (var Y2) = rπ (var C) = 3;

rπ
(
var N1

2

)
= rπ (var Y2 ∨ var Z2) = rπ (var N2 ∨ var Z2) = 2;

rπ (var Z3) = rπ (S3) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâèì â òðè ýòàïà. Íà ïåðâîì
ýòàïå ïðèâåäåì ññûëêè íà ðàíåå äîêàçàííûå òåîðåìû, â êîòîðûõ áûëè
âû÷èñëåíû ðàíãè ïëàíàðíîñòè íåêîòîðûõ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî-
îáðàçèé ïîëóãðóïï. Íà âòîðîì ýòàïå, èçîáðàçèì ïëîñêèå óêëàäêè îñíî-
âû ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé n-ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïû îñòàâøèõñÿ ìíî-
ãîîáðàçèé, ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì n, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî,
÷òî ðàíã ïëàíàðíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ íå ìåíåå ÷åì n.
Íà òðåòüåì ýòàïå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíî-
ãîîáðàçèÿ ðàâåí n, óêàæåì â îñíîâå ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé (n + 1)-
ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîäãðàô, ãî-
ìåîìîðôíûé îäíîìó èç ãðàôîâ êðèòåðèÿ Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî [5],
òî åñòü ïîëíîìó ãðàôó ïÿòîãî ïîðÿäêà (K5) èëè ïîëíîìó äâóäîëüíîìó
ãðàôó, ñîäåðæàùåìó ïî òðè âåðøèíû â êàæäîé èç äîëåé (K3,3).
1 ýòàï. Áåñêîíå÷íîñòü ðàíãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ñ

íóëåâûì óìíîæåíèåì, ïîðîæäàåìîå ïîëóãðóïïîé N2, ïîêàçàíà â [2, òåî-
ðåìà 57]. Òàì æå óêàçàí ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ àáåëåâûõ
ãðóïï ýêñïîíåíòû òðè, ðàâíûé rπ (var Z3) = 1. Äàëåå, òàê êàê var Y2
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ òèïà (1, 1), òî åñòü
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì x1+1 ≈ x1 è xy ≈ yx, òî rπ (var Y2) = 3
ïî äàííûì èç [2, òåîðåìà 56]. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà [2, òåîðåìà 63]
íå òðóäíî áûëî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îñíîâà ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé n-
ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var L2∨var Y2, çàäàâàåìîãî òîæ-
äåñòâîì xyz ≈ xzy, êîòîðîå â îáîçíà÷åíèÿõ èç [2, òåîðåìà 63, Ðèñ.3] èìå-
åò âèä R2 = Q2, èçîìîðôíà îáúåäèíåíèþ n êîïèé (n− 1)-ìåðíîãî êóáà,
ïîýòîìó rπ (var L2 ∨ var Y2) = 4. Òàê êàê var Y2 ∨ var Z2 ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãîîáðàçèåì êîììóòàòèâíûõ ìîíîèäîâ òèïà (1, 2), òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâàì x1+2 ≈ x1 è xy ≈ yx, òî rπ (var Y2 ∨ var Z2) = 2 ïî äàííûì
èç [2, òåîðåìà 56].
Èñïîëüçóÿ ðàçâèòûé â [6] èíñòðóìåíòàðèé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

îñíîâà ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var L1
2 ÿâëÿåò-

ñÿ àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì, òî åñòü ëåñîì, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ïëàíàð-
íà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ÷èñëà ñâîáîäíûì îáðàçóþùèõ è rπ

(
var L1

2

)
=

= ∞. Â ñàìîì äåëå, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â n-ïîðîæäåííîé ñâîáîä-
íîé ïîëóãðóïïå ìíîãîîáðàçèÿ var L1

2 èíäóêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå n + n (n− 1) + n (n− 1) (n− 2) + ... + n (n− 1) · ... · 3 · 2 + n! =
=

∑n
i=1

∏n
j=n−i+1 j = eΓ (1 + n, 1)− 1 = −1 + e

∫∞
1

tn

et dt è ñêëàäûâàåòñÿ
èç ñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõ: ïåðâûå n ýëåìåíòîâ ýòî îáðàçóþùèå, ñëîâà
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äëèíû 1, êîòîðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà 0-óðîâíå äåðåâüåâ ëåñà, âûáðàâ
èõ â êà÷åñòâå êîðíåâûõ âåðøèí; ñ êàæäûì èç n îáðàçóþùèõ â ñèëó òîæ-
äåñòâ áàçèñíîãî íàáîðà {x2 ≈ x, xyx ≈ xy} ñìåæíî ïî (n−1) âåðøèí, ñëî-
âà äëèíû 2, êîòîðûå ðàñïîëîæàòñÿ íà 1-óðîâíå äåðåâüåâ, ýòî ôîðìèðóåò
ñëàãàåìîå n (n− 1); è òàê äàëåå, íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì óðîâíå êàæäî-
ãî äåðåâà ó êàæäîé âåðøèíû ðàñïîëàãàåòñÿ äî÷åðíèõ âåðøèí íà åäèíèöó
ìåíüøå, ÷åì áûëî ïîòîìêîâ íà ïðåäûäóùåì óðîâíå. Ïðè ýòîì, çàöèê-
ëèâàíèÿ ìåæäó óðîâíåé è ñêëåèâàíèÿ ðàçíûõ âåðøèí íà îäíîì óðîâíå
èñêëþ÷åíû, òàê êàê òîæäåñòâà, âûïîëíÿåìûå â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîãî-
îáðàçèè, ìîãóò ôîðìèðîâàòü ð¼áðà ëèøü ìåæäó òàêèìè íà÷èíàþùèìèñÿ
íà îäèí è òîò æå ñèìâîë ñëîâàìè u, v, ÷òî |length(u) − length(v)| ≤ 1,
òî åñòü äëèíà èõ îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäèí ñèìâîë. Â áåñêîíå÷-
íîñòè ðàíãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ var L2 ∨ var N2 ìîæíî óáåäèòü-
ñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì. Îñíîâà ãðàôà Êýëè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû
ìíîãîîáðàçèÿ var L2 ∨ var N2 ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì, òî åñòü
ëåñîì, â êîòîðîì n + n2 = n(n + 1) âåðøèí n îáðàçóþùèõ èç êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû íà 0-óðîâíå äåðåâüåâ, à êàæäàÿ èç âåðøèí 0-óðîâíÿ ñîåäè-
íåíà ñ n âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè 1-óðîâíÿ, ÿâëÿþùèìèñÿ ñëîâàìè äëèíû
2, ñëåäîâàòåëüíî, rπ (var L2 ∨ var N2) =∞. Íàêîíåö, áåñêîíå÷íîñòü ðàí-
ãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ëåâûõ íóëåé rπ (var L2) = ∞
óïîìÿíóòà ïðè äîêàçàòåëüñòâå [2, òåîðåìà 63].
2 ýòàï. Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ãðàôà Êýëè 3-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé

ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var N3 = var{xyz ≈ hkt, xy ≈ yx} ïðåäñòàâëå-
íà íà Ðèñ.1 ñëåâà. Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ãðàôà Êýëè 3-ïîðîæäåííîé
ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ varN2∨var Y2 = var{x2y ≈ xy, xy ≈
≈ yx} ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ.2 ñëåâà. Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ãðàôà Êýëè
3-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var C = var{xy2 ≈
≈ xy, x2y2 ≈ y2x2} ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ.3 ñëåâà. Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñ-
íîâû ãðàôà Êýëè 2-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ
var N1

2 = var{x3 ≈ x2, xy ≈ yx} ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ.4 ñëåâà. Ïëîñêàÿ
óêëàäêà îñíîâû ãðàôà Êýëè 2-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíî-
ãîîáðàçèÿ var N2 ∨ var Z2 = var{x2yz ≈ yz, xy ≈ yx} ïðåäñòàâëåíà íà
Ðèñ.5 ñëåâà. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî èç òîæäåñòâ ñèñòåìû {x2yz ≈ yz, xy ≈
≈ yx} âûòåêàåò òîæäåñòâî x2 ≈ y2, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
îñíîâû ãðàôà Êýëè íà Ðèñ.5. Â ñàìîì äåëå, y2 ≈ x2y2 ≈ y2x2 ≈ x2.
3 ýòàï. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè 4-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ïîëó-

ãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var N4 = var{xyz ≈ hkt, xy ≈ yx} ïðåäñòàâëåí
íà Ðèñ.1 ñïðàâà. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè 4-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé
ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var N2∨var Y2 = var{x2y ≈ xy, xy ≈ yx} ïðåä-
ñòàâëåí íà Ðèñ.2 ñïðàâà. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè 4-ïîðîæäåííîé
ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var C = var{xy2 ≈ xy, x2y2 ≈ y2x2}
ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.3 ñïðàâà. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè 3-ïîðîæäåí-
íîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var N1

2 = var{x3 ≈ x2, xy ≈ yx}
ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.4 ñïðàâà. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè 3-ïîðîæäåí-
íîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ var N2 ∨ var Z2 = var{x2yz ≈
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yz, xy ≈ yx} ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ.5 ñïðàâà. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè
2-ïîðîæäåííîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ìíîãîîáðàçèÿ S3 ïðåäñòàâëåí íà
Ðèñ.6.

Ðèñ. 1. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà
SCay(F3(var N3), {a, b, c}) è ïîäãðàô ãðàôà

SCay(F4(var N3), {a, b, c, d}), ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3

Ðèñ. 2. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà
SCay(F3(var N2 ∨ var Y2), {a, b, c}) è ïîäãðàô
ãðàôà SCay(F4(var N2 ∨ var Y2), {a, b, c, d}),

ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3

Ðèñ. 3. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà
SCay(F3(var C), {a, b, c}) è ïîäãðàô ãðàôà

SCay(F4(var C), {a, b, c, d}), ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K5

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □



ÐÀÍÃÈ ÏËÀÍÀÐÍÎÑÒÈ ÏÎËÓÃÐÓÏÏÎÂÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈÉ 151

Ðèñ. 4. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà SCay(F2(var N
1
2 ), {a, b})

è ïîäãðàô ãðàôà SCay(F3(var N
1
2 ), {a, b, c}),

ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3

Ðèñ. 5. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ãðàôà
SCay(F2(var N2 ∨ var Z2), {a, b}) è ïîäãðàô ãðàôà

SCay(F3(var N2 ∨ var Z2), {a, b, c}),
ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3

Ðèñ. 6. Ïîäãðàô ãðàôà SCay(F2(S3), {a, b}),
ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3

Òàê êàê â èñõîäíîì ñïèñêå ïîëóãðóïïû ïðåäñòàâëåíû ñ òî÷íîñòüþ
äî àíòèèçîìîðôèçìà (òðàíñïîíèðîâàíèÿ òàáëèöû óìíîæåíèÿ), òî ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü âîïðîñ ïëàíàðíîñòè ëåâûõ ãðàôîâ Êýëè òåõ æå ïîëó-
ãðóïï. Òîãäà áóäåò ó÷òåíî ìíîãîîáðàçèå ïîëóãðóïï ïðàâûõ íóëåé è äðó-
ãèå îñòàâøèåñÿ íå ðàññìîòðåííûìè ìíîãîîáðàçèÿ.

Äëÿ âñÿêîé ïîëóãðóïïû S ÷åðåç
←−
S îáîçíà÷èì äâîéñòâåííóþ ïîëó-

ãðóïïó, àíòèèçîìîðôíóþ ïîëóãðóïïå S. Òî åñòü òàêóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò

áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå φ : S →
←−
S , óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó àíòè-

ãîìîìîðôèçìà ∀x, y ∈ S : φ (xy) = φ(y)φ(x). ßñíî, ÷òî S ∼=
←−−
(
←−
S ).

Â ÷àñòíîñòè,
←−
Ln = ⟨l1, l2, . . . , ln | xy = y⟩ = Rn � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ

íóëåé ïîðÿäêà n.

Òåîðåìà 2.

rπ

(
var
←−
N2

)
=∞;
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rπ

(
var
←−
L2

)
= 4;

rπ

(
var
←−
N3

)
= rπ

(
var
←−
N2 ∨ var

←−
Y2

)
= rπ

(
var
←−
Y2

)
=

= rπ

(
var
←−
C
)
= rπ

(
var
←−
L2 ∨ var

←−
Y2

)
= 3;

rπ

(
var
←−
N1

2

)
= rπ

(
var
←−
Y2 ∨ var

←−
Z2

)
= rπ

(
var
←−
L1
2

)
=

= rπ

(
var
←−
L2 ∨ var

←−
N2

)
= rπ

(
var
←−
N2 ∨ var

←−
Z2

)
= 2;

rπ

(
var
←−
Z3

)
= rπ

(←−
S3

)
= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàí-
ãà ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ïîëóãðóïï äâîéñòâåííûõ ê
ïîëóãðóïïàì íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìîæíî âìåñòî ïðàâîãî ãðàôà Êý-
ëè ñòðîèòü ëåâûé ãðàô Êýëè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû èñõîäíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ëåâûé

ãðàô Êýëè ñîâïàäàåò ñ ïðàâûì, ñðàçó ïðèõîäèì ê âûâîäó: rπ

(
var
←−
N2

)
=

= rπ (var N2) =∞; rπ

(
var
←−
N3

)
= rπ (var N3) = 3; rπ

(
var
←−
N2 ∨ var

←−
Y2

)
=

= rπ (var N2 ∨ var Y2) = 3; rπ

(
var
←−
Y2

)
= rπ (var Y2) = 3; rπ

(
var
←−
N1

2

)
=

= rπ
(
var N1

2

)
= 2; rπ

(
var
←−
Y2 ∨ var

←−
Z2

)
= rπ (var Y2 ∨ var Z2) = 2;

rπ

(
var
←−
N2 ∨ var

←−
Z2

)
= rπ (var N2 ∨ var Z2) = 2; rπ

(
var
←−
Z3

)
=

= rπ (var Z3) = 1, � òàê êàê ïåðå÷èñëåííûå ìíîãîîáðàçèÿ êîììóòàòèâ-
íû. Çàìåòèì, ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè åñëè ïåðåïèñàòü
âñå ñëîâà èìåþùèõñÿ òîæäåñòâ â îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ è
ñòðîèòü ïðàâûå ãðàôû Êýëè ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïï îïðåäåëÿåìûõ ïîëó-
÷èâøèìèñÿ òîæäåñòâàìè ìíîãîîáðàçèé.

Äîêàæåì, ÷òî rπ

(
var
←−
C
)

= rπ (var C) = 3. Â ñàìîì äåëå, ïëîñêàÿ

óêëàäêà îñíîâû ëåâîãî ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû F3(var C) ïðåäñòàâ-
ëåíà íà Ðèñ.7, à ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3 ïîäãðàô â îñíîâå ëåâîãî
ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû F4(var C), èçîìîðôíîãî ïðàâîìó ãðàôó Êýëè

47-ýëåìåíòíîé äâîéñòâåííîé ïîëóãðóïïû F4(var
←−
C ), ñîñòîèò èç ñëåäó-

þùèõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ ìåæäó âåðøèíàìè ìíî-
æåñòâ {a, a2, b} è {ca, ba, da}: a−ca; a−ba; a−da; a2−ca; a2−ba; a2−da;
b− cb−acb− bc− c−ac−aca− ca; b−ab−aba− ba; b−db−adb− bd−d−
− ad− ada− da.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî rπ

(
var
←−
L2 ∨ var

←−
Y2

)
= rπ (var L2 ∨ var Y2) − 1 =

= 3. Â ñàìîì äåëå, ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ëåâîãî ãðàôà Êýëè ïîëóãðóï-
ïû F3(var L2∨var Y2) ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ.8, à ãîìåîìîðôíûé ãðàôóK3,3

ïîäãðàô â îñíîâå ëåâîãî ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû F4(var L2∨var Y2), èçî-
ìîðôíîãî ïðàâîìó ãðàôó Êýëè 32-ýëåìåíòíîé äâîéñòâåííîé ïîëóãðóïïû
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Ðèñ. 7. Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ëåâîãî ãðàôà Êýëè
ïîëóãðóïïû F3(var C)

F4(var
←−
L2 ∨ var

←−
Y2), ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ìàðøðóòîâ ìåæäó âåðøèíàìè ìíîæåñòâ {ab, ba, bca} è {ca, cba, dba}:
ab−b−cb−bc−c−ac−ca; ab−cba; ab−dba; ba−a−ca; ba−cba; ba−dba;
bca− ca; bca− cba; bca− dcba− cdba− dba.

Ðèñ. 8. Ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâû ëåâîãî ãðàôà Êýëè
ïîëóãðóïïû F3(var L2 ∨ var Y2)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàæåì è ðàâåíñòâà rπ

(
var
←−
L1
2

)
=

= rπ

(
var
←−
L2 ∨ var

←−
N2

)
= 2. Â ñàìîì äåëå, ïëîñêàÿ óêëàäêà îñíîâ ëåâûõ

ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïïû F2(var L1
2) è ïîëóãðóïïû F2(var L2 ∨ var N2)

ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ.9, à ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3 ïîäãðàô â îñíîâå
ëåâîãî ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû F3(var L

1
2), èçîìîðôíîãî ïðàâîìó ãðàôó

Êýëè 15-ýëåìåíòíîé äâîéñòâåííîé ïîëóãðóïïû F3(var
←−
L1
2), ñîñòîèò èç

ñëåäóþùèõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ ìåæäó âåðøèíàìè
ìíîæåñòâ {ca, cab, cba} è {ba, ca, acb}: ca− a− ba; ca− bca; ca− ac− c−
−bc−cb−acb; cab−ab−ba; cab−bca; cab−acb; cba−ba; cba−bca; cba−acb. Â
ñâîþ î÷åðåäü, ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3 ïîäãðàô â îñíîâå ëåâîãî ãðàôà
Êýëè ïîëóãðóïïû F3(var L2∨var N2), èçîìîðôíîãî ïðàâîìó ãðàôó Êýëè

12-ýëåìåíòíîé äâîéñòâåííîé ïîëóãðóïïû F3(var
←−
L2 ∨ var

←−
N2), ñîñòîèò èç

ñëåäóþùèõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ ìåæäó âåðøèíàìè
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ìíîæåñòâ {a, ab, ac} è {a2, ba, ca}: a− a2; a− ba; a− ca; ab− a2; ab− ba;
ab− ca; ac− a2; ac− ba; ac− ca.

Ðèñ. 9. Ïëîñêàÿ óêëàäêà
îñíîâ ëåâîãî ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïï

F2(var L
1
2) [ñëåâà] è F2(var L2 ∨ var N2) [ñïðàâà]

Òîò ôàêò, ÷òî ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëóãðóïï ïðàâûõ íó-
ëåé ðàâåí ÷åòûðåì èçâåñòåí äàâíî [2, òåîðåìà 63]. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî ìíîãîîáðàçèå S3 ñàìîäâîéñòâåííî, ïîýòîìó rπ

(←−
S3

)
= rπ (S3) = 1.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □

Ñëåäñòâèå 1. Ðàíã ïëàíàðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäåííîãî ïîëóãðóï-
ïàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà ëèáî íå ïðåâûøàåò 4, ëèáî áåñêîíå÷åí, â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå ýòî ìíîãîîáðàçèå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó:

{var N2, var L2, var L2 ∨ var N2, var L
1
2}

4 Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû ñòàòüè ïðîøëè àïðîáàöèþ íà êîíôåðåíöèè ¾Êîìáèíàòîðíî-
âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû àëãåáðû è ëîãèêè¿, 15 èþëÿ - 19 èþëÿ, 2024,
Îìñê, Ðîññèÿ, ïðîâîäèìîé â Îìñêîì íàó÷íîì öåíòðå ÑÎ ÐÀÍ è ïî-
ñâÿùåííîé ïàìÿòè Â.À. Ðîìàíüêîâà, ðàíåå èññëåäîâàâøåãî ðåãóëÿðíûå
çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè ãðàôàìè Êýëè ãðóïï [7].
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