
S e©MR
ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru
ISSN 1813-3304

Òîì 20, � 2, ñòð. 144�145 (2023) ÓÄÊ 519.71

https://doi.org/10.33048/semi.2023.20.??? MSC 68Q12,03D15

ÍÅÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ OBDD
ÁÎËÜØÎÉ ØÈÐÈÍÛ

À.Ô. Ãàéíóòäèíîâà
11/10/2019 ORCID-iD_icon-vector.svg

file:///Users/tao/Downloads/5008697/ORCID-iD_icon-vector.svg 1/1

Abstract: In the paper we investigate Ordered Binary Decision
Diagrams (OBDDs) � a model for computing boolean functions.
We provide a comparative complexity analysis of quantum and
classical nondeterministic OBDDs of large width. We explore the
complexity of calculating the well-known boolean function `Equality`
in non-deterministics quantum OBDDs (NQOBDDs) for di�erent
orders of reading variables. We show that, using an order of reading
variables, for which the width of classical nondeterministic OBDDs
is constant, the width of NQOBDD is linear. We de�ne a boolean
function for which the width of NQOBDDs is exponential, regardless
of the variables order. For this function, we present a quantum
algorithm that computes it with zero error. We introduce a new
hierarchy based on quantum nondeterministic OBDDs of large
width.

Keywords: branching program, ordered binary decision diagram,
nondeterminism, quantum algorithm, complexity, complexity class,
computational model, hierarchy of complexity classes, lower bound,
upper bound.
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1 Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé êâàíòîâûõ ìîäåëåé â
ñðàâíåíèè ñ èõ êëàññè÷åñêèìè àíàëîãàìè, è ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ
êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè ÿâëÿ-
åòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû
(BP � Branching Programs) � èçâåñòíàÿ ìîäåëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ
ôóíêöèé, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè îïåðàöèé �if�, �then�, �else� è �goto�.
Ýòà ìîäåëü èìååò ðàçíîîáðàçíûå ïðèëîæåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, â îáëàñòè
âåðèôèêàöèè ìîäåëåé è ïðîãðàìì, â áàçàõ äàííûõ è ò.ä. [1, c. 5�11].
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ëîãàðèôì ñëîæíîñòè âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû ñîîòâåò-
ñòâóåò îáú¼ìó ïàìÿòè ìàøèíû Òüþðèíãà, à ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ïóòè � âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ [2, 3].
Ìîäåëü êâàíòîâûõ BP, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óíèòàðíûõ ýâîëþöèé

êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ çàêëþ÷èòåëüíûì èçìåðåíèåì äëÿ èçâëå÷åíèÿ ðå-
çóëüòàòà âû÷èñëåíèé, áûëà âïåðâûå îïðåäåëåíà â ðàáîòå [4]. Â ðàáî-
òàõ [5, 6] áûëè îïðåäåëåíû íåñêîëüêî èíûå ìîäåëè êâàíòîâûõ âåòâÿùèõ-
ñÿ ïðîãðàìì. Áûëà äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ ýòèõ ìîäåëåé. Ñ òåõ
ïîð ìîäåëü êâàíòîâûõ BP àêòèâíî èññëåäîâàëàñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè.
Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâàíòîâûå BP ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíåå
êëàññè÷åñêèõ àíàëîãîâ.
Óïîðÿäî÷åííûå âåòâÿùèåñÿ äèàãðàììû ðåøåíèé (OBDD � Ordered

Binary Decision Diagrams) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäåëü BP ñ îãðàíè÷åíè-
ÿìè: íà êàæäîì âû÷èñëèòåëüíîì ïóòè ïåðåìåííûå ñ÷èòûâàþòñÿ â îä-
íîì è òîì æå ïîðÿäêå íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïîñêîëüêó äëèíà OBDD
íå ïðåâîñõîäèò äëèíû n âõîäà, åñòåñòâåííîé ìåðîé ñëîæíîñòè äëÿ ýòîé
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ å¼ øèðèíà. OBDD ôèêñèðîâàííîé øèðèíû, èñïîëüçó-
þùèå îäèíàêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà êàæäîì øàãå (ñòàáèëüíûå OBDD),
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíå÷íûå àâòîìàòû, îáðàáàòûâàþùèå ñëîâà
ôèêñèðîâàííîé äëèíû. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû OBDD: äåòåðìèíèðîâàí-
íûå, íåäåòåðìèíèðîâàííûå, âåðîÿòíîñòíûå, êâàíòîâûå, èññëåäîâàëèñü
ðàçíûìè àâòîðàìè [7, 5, 8, 6, 9, 10]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå
OBDD ìîãóò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì äåòåðìè-
íèðîâàííûå è íåäåòåðìèíèðîâàííûå [7], à êâàíòîâûå OBDD � ýêñïîíåí-
öèàëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûìè, ÷åì äåòåðìèíèðîâàííûå è ñòàáèëüíûå
âåðîÿòíîñòíûå è ÷òî äàííàÿ îöåíêà òî÷íà [8]. Áûëî ïðîäåìîíñòðèðî-
âàíî ïðåâîñõîäñòâî êâàíòîâîãî íåäåòåðìèíèçìà íàä êëàññè÷åñêèì äëÿ
ìîäåëåé OBDD: áûëà ïðåäñòàâëåíà ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ íåäåòåðìè-
íèðîâàííûìè êâàíòîâûìè OBDD (NQOBDD) êîíñòàíòíîé øèðèíû, â
òî âðåìÿ êàê êëàññè÷åñêèå íåäåòåðìèíèðîâàííûå OBDD (NOBDD) äëÿ
ýòîé ôóíêöèè èìåþò íåêîíñòàíòíóþ øèðèíó [9]. Áîëåå äåòàëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD è èõ ñðàâíåíèå ñ
êëàññè÷åñêèìè ìîäåëÿìè áûëî ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [10], ãäå ðàññìàò-
ðèâàëèñü NQOBDD ëèíåéíîé è ñóáëèíåéíîé øèðèíû, äëÿ êîòîðûõ, â
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÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâàíòîâûå è êëàññè÷åñêèå íåäåòåðìèíè-
ðîâàííûå ìîäåëè íåñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé.
Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàåìûå NQOBDD èìåëè

ëèíåéíóþ è ñóáëèíåéíóþ øèðèíó. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èñ-
ñëåäîâàíèå íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD, ñîñðåäîòà÷èâàÿñü ïðåèìóùå-
ñòâåííî íà ïðîãðàììàõ ñâåðõëèíåéíîé øèðèíû. Îäíîé èç îñîáåííîñòåé
ìîäåëè OBDD ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ìîæåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûé
ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû î ñðàâ-
íèòåëüíîé ñëîæíîñòè êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ OBDD îñíîâûâàëèñü íà
ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèÿõ, äëÿ êîòîðûõ ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ
ïåðåìåííûõ âõîäà íå âàæåí, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êîíêðåòíîì
íàáîðå çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà íóëåé è åäèíèö â ýòîì íàáîðå, à íå îò èõ
ðàñïîëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì øèðèíà OBDD äëÿ òàêèõ ôóíêöèé íå áîëåå ÷åì
ëèíåéíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê íåîáõîäèìî èññëåäîâà-
íèå íåñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñëîæíîñòü
OBDD ìîæåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñåòü îò òîãî, â êàêîì ïîðÿä-
êå ïðîãðàììà ñ÷èòûâàåò ïåðåìåííûå. Èçâåñòíû ïðèìåðû ôóíêöèé, äëÿ
êîòîðûõ ðàçíèöà â ñëîæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìîãî ïîðÿäêà
ñ÷èòûâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíà. Ïðè ýòîì çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øå-
ãî ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [11,
c. 135]. Äëÿ óñòðàíåíèÿ çàâèñèìîñòè ñëîæíîñòè îò ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ
ïåðåìåííûõ âõîäà èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïðèåìû ïðè êîíñòðóèðîâàíèè
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ íå óäà¼òñÿ ïîäîáðàòü îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñ÷è-
òûâàíèÿ.
Â äàííîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì NQOBDD ëèíåéíîé è ñâåðõëèíåéíîé

øèðèíû. Ìû ðàññìàòðèâàåì èçâåñòíóþ áóëåâó ôóíêöèþ �Ðàâåíñòâî� è
ñëîæíîñòü å¼ âû÷èñëåíèÿ â êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD ïðè
èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè NQOBDD,
âïåðâûå ïðåäñòàâëåííîãî â ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèè [10], ìû ïîêàçûâà-
åì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè �íàèõóäøåãî ïîðÿäêà� êâàíòîâàÿ íåäåòåðìè-
íèðîâàííàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíà, à ïðè èñïîëüçîâàíèè
�íàèëó÷øåãî� ïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì êëàññè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü äëÿ ýòîé
ôóíêöèè ðàâíà 3, êâàíòîâàÿ ñëîæíîñòü ëèíåéíà. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî
äîêàçàííûå íèæíèå îöåíêè òî÷íû. Íà îñíîâå ôóíêöèè �Ðàâåíñòâî� ìû
êîíñòðóèðóåì ôóíêöèþ, íå ÷óâñòâèòåëüíóþ ê èñïîëüçóåìîìó ïîðÿäêó
ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ âõîäà, äëÿ êîòîðîé äîêàçûâàåì íèæíþþ îöåí-
êó ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ â êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD è
ïðåäëàãàåì êâàíòîâûé àëãîðèòì å¼ âû÷èñëåíèÿ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ìû ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàò î èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè,
îñíîâàííûõ íà ìîäåëè íåäåòåðìèíèðîâàííûõ êâàíòîâûõ OBDD ñâåðõ-
ëèíåéíîé øèðèíû.
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Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì Â ðàçäåëå 2 ïðåäñòàâëåíû
îïðåäåëåíèÿ ìîäåëåé. Ðàçäåë 3 ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ, èñ-
ïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ìåòîäó äîêàçàòåëü-
ñòâà íèæíåé îöåíêè êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD. Êàê áûëî
óïîìÿíóòî âûøå, äàííûé ìåòîä âïåðâûå áûë ïðåäñòàâëåí â ìàòåðèàëàõ
êîíôåðåíöèè [10]. Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñëîæíîñòè âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè �Ðàâåíñòâî� â êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD ïðè
èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Äîêàçû-
âàþòñÿ âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè. Â ðàçäåëå 6 ìû îïðåäåëÿ-
åì è èññëåäóåì ôóíêöèþ �XOR-ïåðåìåøàííîå ðàâåíñòâî�. Äîêàçûâàåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè
â êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîãî
ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ êâàíòîâûé àëãîðèòì äëÿ íåäåòåðìè-
íèðîâàííîãî âû÷èñëåíèÿ äàííûõ ôóíêöèè â ìîäåëè OBDD. Â ðàçäåëå
7 ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò î èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè, îñíîâàííûõ íà
êâàíòîâûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD áîëüøîé øèðèíû.

2 Îïðåäåëåíèÿ ìîäåëåé

Â ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì âåðõíèé èíäåêñ äëÿ íóìåðàöèè âåêòîðîâ è
íàáîðîâ, íèæíèé èíäåêñ � äëÿ íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ è íàáîðîâ.
Äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà (BP � Branching Program)

íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn} � ýòî îðèåíòèðîâàííûé
àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñ ôèíàëüíûìè âåðøèíàìè, ïîìå÷åííûìè 0 è 1 (áó-
äåì íàçûâàòü èõ îòâåðãàþùèìè è ïðèíèìàþùèìè âåðøèíàìè, ñîîòâåò-
ñòâåííî). Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà ïîìå÷åíà áóëåâñêîé ïåðåìåííîé
x ∈ X, è èìååò äâà èñõîäÿùèõ ðåáðà, ïîìå÷åííûõ 0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî.
Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà îáðàáàòûâàåò âõîäíîé íàáîð σ ∈ {0, 1}n ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Âû÷èñëåíèå íà÷èíàåòñÿ èç âûäåëåííîé íà÷àëüíîé âåðøè-
íû. Äëÿ êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé xj , îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä èç ýòîé âåðøèíû ëèáî ïî 0-ðåáðó, ëèáî ïî 1-ðåáðó,
â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèåì σj , êîòîðîå ïðèíèìàåò ïåðåìåííàÿ xj âî
âõîäíîì íàáîðå. BP ïðåäñòàâëÿåò áóëåâó ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1},
åñëè äëÿ ëþáîãî σ ∈ {0, 1}n çíà÷åíèå äîñòèãíóòîé ôèíàëüíîé âåðøèíû
ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì f(σ).
Ñëîæíîñòü Size(P ) âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû P � ýòî êîëè÷åñòâî å¼

âíóòðåííèõ âåðøèí. Äëèíà Length(P ) âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû P � ýòî
ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â êîíå÷íóþ. Äëèíà BP
î÷åâèäíûì îáðàçîì îöåíèâàåò âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèè f â õóäøåì ñëó÷àå. Ñëîæíîñòü BP îöåíèâàåò ïàìÿòü, çàòðà÷èâàå-
ìóþ â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ.
Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ îäèí ðàç ÷èòàþùåé, åñëè íà ëþ-

áîì ïóòè èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â ôèíàëüíóþ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ ñ÷è-
òûâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
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Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà íàçûâàåòñÿ óðîâíåâîé, åñëè å¼ âåðøèíû ìîãóò
áûòü ðàçáèòû íà óðîâíè 0, 1, . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî i ð¼áðà,
èñõîäÿùèå èç âåðøèí óðîâíÿ i, âåäóò òîëüêî â âåðøèíû óðîâíÿ (i+ 1).
ØèðèíàWidth(P ) óðîâíåâîé BP P � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí

íà óðîâíå. Î÷åâèäíî, ÷òî Size(P ) ≤ Length(P ) ·Width(P ).
Óðîâíåâàÿ BP P íàçûâàåòñÿ çàáûâàþùåé, åñëè âî âñåõ âåðøèíàõ îä-

íîãî óðîâíÿ P òåñòèðóåòñÿ îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ.
OBDD (Ordered Binary Decision Diagram) � ýòî óðîâíåâàÿ çàáûâàþùàÿ

îäèí ðàç ÷èòàþùàÿ âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà.
Ïîñêîëüêó äëÿ ìîäåëè OBDD äëèíà íå ïðåâîñõîäèò n, åñòåñòâåííîé

ìåðîé ñëîæíîñòè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ øèðèíà OBDD.
Ìîäåëü OBDD êîíñòàíòíîé øèðèíû, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ åñòå-

ñòâåííûé ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ, à ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îä-
íîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ âõîäà, îäèíàêîâû äëÿ âñåõ óðîâíåé, ýêâèâà-
ëåíòíà ìîäåëè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ [12].
Íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ OBDD (NOBDD) äîïóñêàåò ïåðåõîäû èç âåð-

øèíû òåêóùåãî óðîâíÿ â áîëåå ÷åì îäíó âåðøèíó ïîñëåäóþùåãî óðîâíÿ
ïðè ñ÷èòûâàíèè îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âõîäíîãî
íàáîðà σ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ ïóòåé. NOBDD
P ïðèíèìàåò âõîäíîé íàáîð σ, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü,
ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó íàáîðó, êîòîðûé çàâåðøàåòñÿ â ïðèíèìàþ-
ùåé âåðøèíå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, P îòâåðãàåò íàáîð σ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâîé OBDD íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâå-

äåíèÿ èç òåîðèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ áîëüøåé èíôîðìàöèè ñì.,
íàïðèìåð [13]. Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà (QS) ñ d óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè
(èñïîëüçóþùàÿ log d êâàíòîâûõ áèòîâ) ìîæåò áûòü îïèñàíà ïðè ïîìî-
ùè d-ìåðíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà Hd. ×è-
ñòîå ñîñòîÿíèå QS � ýòî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Hd, âåêòîð-ñòîëáåö |ψ〉 =
(z0, . . . , zd−1) ñ åäèíè÷íîé íîðìîé (óíèòàðíûé âåêòîð): || |ψ〉 || =

√
〈ψ|ψ〉 =

1 (〈ψ| � ñîïðÿæåííûé ê |ψ〉 âåêòîð-ñòðîêà). Êîìïëåêñíîå ÷èñëî zi (i =
0, . . . , d − 1) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ |i〉, ãäå |i〉
îáîçíà÷àåò óíèòàðíûé âåêòîð ñî çíà÷åíèåì 1 â ïîçèöèè i (íóìåðàöèÿ
ýëåìåíòîâ âåêòîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ 0). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñòîå ñîñòîÿ-
íèå � ýòî ñóïåðïîçèöèÿ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé QS ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè
àìïëèòóäàìè. Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ � ýòî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ êâàíòî-
âîé ñèñòåìû çà îïðåäåë¼ííûé ïåðèîä âðåìåíè, îïèñûâàåòñÿ d-ìåðíîé
óíèòàðíîé ìàòðèöåé U . Ìàòðèöà U íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ UU † = I, ãäå U †� òðàíñïîíèðîâàííàÿ êîìïëåêñíîñîïðÿæ¼ííàÿ
ê U ìàòðèöà, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óíèòàðíàÿ ýâîëþöèÿ ÿâëÿåòñÿ
îáðàòèìûì ïðåîáðàçîâàíèåì.
Êâàíòîâîå èçìåðåíèå � ýòî ïðîöåäóðà èçâëå÷åíèÿ êëàññè÷åñêîé èí-

ôîðìàöèè èç êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Îðòîãîíàëüíîå èçìåðåíèå QS îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îïåðàòîðîâ O = {P1, . . . , Pt}, äåéñòâóþùèõ â Hd òà-
êèõ, ÷òî Pi = P †i , P

2
i = Pi, PiPj = 0,

∑t
i=1 Pi = I (i, j = 1, . . . , t, i 6= j,
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t ≤ d). Åñëè |ψ〉 � ñîñòîÿíèå QS äî èçìåðåíèÿ, òî ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îäíî èç çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà {1, . . . , t}. Ïðè ýòîì:

(1) pk = ||Pk|ψ〉||2 � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñõîäîì èçìåðåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèå k;

(2) |ψ′〉 = Pk|ψ〉
||Pk|ψ〉|| � ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû ïîñëå èçìåðåíèÿ,

ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå k.

Êâàíòîâàÿ OBDD Qøèðèíû d è äëèíû l ((d, l)-QOBDD) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

Q =
(
|ψ0〉, R,Ofinal

)
,

ãäå |ψ0〉 � íà÷àëüíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ; R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (äëèíû l)
èíñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ d-ìåðíûå óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàíòî-
âîé ñèñòåìû QS ñ d óñòîé÷èâûìè ñîñòîÿíèÿìè, îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

R = {〈ji, Ui(0), Ui(1)〉}li=1,

ãäå Ui(0) è Ui(1) � óíèòàðíûå (d × d)-ìàòðèöû, îïèñûâàþùèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûå íà i-îì øàãå, Ofinal = {Paccept, Preject} � ñèñòåìà
îïåðàòîðîâ, çàäàþùèõ ôèíàëüíîå èçìåðåíèå ñ èñõîäàìè accept è reject,
ñîîòâåòñòâåííî.
QOBDD Q îáðàáàòûâàåò âõîä σ = σ1 . . . σn ∈ {0, 1}n ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Q íà÷èíàåò ðàáîòó â ñóïåðïîçèöèè |ψ0〉. Ïóñòü ïîñëå òåêóùåãî øàãà
Q íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |ψ〉. Òîãäà íà ñëåäóþùåì i-îì øàãå (i = 1, . . . , n)
ðàáîòû Q ñ÷èòûâàåò î÷åðåäíîé ñèìâîë σji âõîäíîãî ñëîâà σ ∈ Σn, îïðå-
äåëÿåìûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ R èíñòðóêöèé ïðîãðàììû, è ïðåîáðàçó-
åò òåêóùóþ ñóïåðïîçèöèþ |ψ〉 â ñóïåðïîçèöèþ |ψ′〉 = Ui(σji)|ψ〉. Ïîñëå
ñ÷èòûâàíèÿ âõîäíîãî íàáîðà ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå ôèíàëüíîé ñóïåð-
ïîçèöèè |ψfinal〉 = Un(σin) · · ·U1(σi1)|ψ0〉. Åñëè èñõîä èçìåðåíèÿ accept,
âõîä ïðèíèìàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îòâåðãàåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü ïðè-
íÿòèÿ ñëîâà σ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

PrQaccept(σ) = ||Paccept|ψfinal〉||2.
Q íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f , åñëè Q ïðèíèìàåò âõîä

σ ñ âåðîÿòíîñòüþ > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(σ) = 1. Òàêóþ OBDD
áóäåì íàçûâàòü íåäåòåðìèíèðîâàííîé êâàíòîâîé OBDD (NQOBDD). Q
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f áåç îøèáêè, åñëè Q ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
âõîäû σ, äëÿ êîòîðûõ f(σ) = 1 è ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 âõîäû σ,
äëÿ êîòîðûõ f(σ) = 0.

3 Ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ
íîðìîé || · ||2. ×åðåç 0 îáîçíà÷èì íóëåâîé ýëåìåíò V .
Ñèñòåìà âåêòîðîâ ψ1, ψ2, . . . , ψd ∈ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé,

åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà α1, α2, . . . , αd ∈ C, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ
òàêèå, ÷òî α1ψ1+ · · ·+αdψd = 0. Åñëè ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî
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ïðè α1 = α2 = · · · = αd = 0 , òî ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìîé. Äâà âåêòîðà ψ1 è ψ2 ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ψ1 = αψ2 èëè ψ2 = βψ1 ïðè íåêîòîðûõ α, β, ò.å. êîãäà
âåêòîðû ψ1 è ψ2 êîëëèíåàðíû.

Ëåììà 1. Ïóñòü ψ1, ψ2, . . . , ψd ∈ V � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ, U � óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà âåê-
òîðà Uψ1, Uψ2, . . . , Uψd ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåõîä ê äðó-
ãîìó áàçèñó. Âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò
ñâîéñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïðåîáðàçóåìûõ âåêòîðîâ. �

Ñâîéñòâà íîðìû:

(1) ||ψ|| = 0⇒ ψ = 0;
(2) ∀ψ, φ ∈ V, ||ψ + φ|| ≤ ||ψ||+ ||φ|| (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà);
(3) ∀α ∈ C,∀ψ ∈ V, ||αψ|| = |α| · ||ψ||.

Ëåììà 2. Ïóñòü âåêòîðà ψ1, . . . , ψm, ψ ∈ V , ψ1, . . . , ψm � ëèíåéíî-
íåçàâèñèìû. Ïóñòü U � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà V òà-
êîå, ÷òî

||Uψi|| = 0, i = 1, . . . ,m,

||Uψ|| 6= 0.

Òîãäà ñèñòåìà âåêòîðîâ {ψ1, . . . , ψm, ψ} ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, âåêòîð ψ ëè-
íåéíî çàâèñèì ñ ñèñòåìîé ψ1, . . . , ψm. Òîãäà ñóùåñòâóþò α1, α2, . . . , αm ∈
C, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ òàêèå, ÷òî ψ = α1ψ1 + · · ·+ αmψm.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè èìååì Uψ = U(α1ψ1 + · · ·+αmψm) = α1Uψ1 + · · ·+

αmUψm.
Ïî ñâîéñòâó íîðìû èìååì ||Uψ|| ≤ |α1| · ||Uψ1||+ · · ·+ |αm| · ||Uψm||.
Ïî óñëîâèþ ëåììû ||Uψ1|| = · · · = ||Uψm|| = 0. Çíà÷èò ||Uψ|| = 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

4 Íèæíÿÿ îöåíêà øèðèíû NQOBDD

Ïóñòü f : {0, 1}n → {0, 1} � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, π = (i1, . . .,
in) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ {1, . . . , n}. Äëÿ X = {x1, . . . ,
xn}, öåëîãî k (0 < k < n) îáîçíà÷èì Xπ

k = {xi1 , . . . , xik}. Íàáîð çíà÷åíèé
σ ∈ {0, 1}k, ñîïîñòàâëåííûé ïåðåìåííûì èç ìíîæåñòâà Xπ

k îïðåäåëÿåò

ïîäôóíêöèþ fσπ,k : {0, 1}n−k → {0, 1}.
Ìíîæåñòâî ïàð Sπk = {(σ, γ) : σ ∈ {0, 1}k, γ ∈ {0, 1}n−k} íàçîâåì ñòðî-

ãèì 1-ïîëíûì ìíîæåñòâîì (strong 1-fooling set) äëÿ ôóíêöèè f , åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) fσπ,k(γ) = 1 äëÿ ëþáîé ïàðû (σ, γ) ∈ Sπk ,
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(2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð (σ, γ), (σ′, γ′) ∈ Sπk âûïîëíÿåòñÿ fσπ,k(γ
′) = 0

è fσ
′

π,k(γ) = 0.

Äëÿ äâóõ íàáîðîâ σ, σ′ ∈ {0, 1}k áóäåì ãîâîðèòü ÷òî íàáîð γ ∈ {0, 1}n−k
îòëè÷àåò íàáîð σ îò íàáîðà σ′ åñëè âûïîëíÿåòñÿ fσπ,k(γ) > 0 è fσ

′
π,k(γ) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå ñâîéñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.

Òåîðåìà 1. [10] Äëÿ ëþáîé QOBDD Q, íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñ-
ëÿþùåé ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1} è èñïîëüçóþùåé ïîðÿäîê π =
(i1, . . . , in) ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåòñÿ

Width(Q) ≥ max
k
|Sπk |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d = maxk |Sπk |, ãäå Sπk = {(σ1, γ1), . . . , (σd, γd)}
� ñòðîãîå 1-ïîëíîå ìíîæåñòâî äëÿ ôóíêöèè f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò QOBDD Q, íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ f ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîðÿäêà π ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ, øèðèíà êîòîðîé < d.
Ðàññìîòðèì óðîâåíü k. Ïóñòü Ψ = {|ψ(σj)〉 | j = 1, . . . , d} � ìíîæåñòâî
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïðîãðàììà ïîñëå îáðàáîòêè
âõîäîâ σ1, . . . , σd, ò.å. |ψ(σj)〉 = U(σj)|ψ0〉.

Ëåììà 3. Ìíîæåñòâî Ψ ëèíåéíî íåçàâèñèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ Ψ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì ìíîæåñòâîì. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ñîñòîÿíèå |ψ〉 = |ψ(σi)〉 ∈ Ψ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà Ψ:

|ψ(σi)〉 =

d∑
j=1
j 6=i

αj |ψ(σj)〉,

ïðè ýòîì íåâåðíî, ÷òî αj = 0 äëÿ âñåõ j.
Ïóñòü γi òàêîå, ÷òî (σi, γi) ∈ Sπk . Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñòðîãîãî 1-

ïîëíîãî ìíîæåñòâà, äëÿ âñåõ âõîäîâ σj (j 6= i), âûïîëíÿåòñÿ fσ
j

π,k(γ
i) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðîãðàììà Q ïðèíèìàåò âõîäû σjγi ñ íóëåâîé âåðîÿòíî-
ñòüþ:

PrQaccept(σ
jγi) = ||PacceptU(γi)|ψ(σj)〉||2 = 0.

Ïîñëå îáðàáîòêè âõîäà σiγi ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû

|ψ(σiγi)〉 = U(γi)|ψ(σi)〉 = U(γi)
d∑

j=1
j 6=i

αj |ψ(σj)〉

è ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé

|ψ(σiγi)〉 =

d∑
j=1
j 6=i

αjU(γi)|ψ(σj)〉 =

d∑
j=1
j 6=i

αj |ψ(σjγi)〉.
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Òîãäà

PrQaccept(σ
iγi) = ||Paccept|ψ(σiγi)〉||2 = ||

d∑
j=1
j 6=i

αjPaccept|ψ(σjγi)〉||2 ≤

(

d∑
j=1
j 6=i

|αj | ||Pacceptψ(σjγi)||)2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîãðàììà Q íåâåðíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f , ïîñêîëüêó

ïðèíèìàåò íàáîð σiγi, äëÿ êîòîðîãî fσ
i

π,k(γ
i) > 0, ñ íóëåâîé âåðîÿòíî-

ñòüþ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Ψ ëèíåéíî çàâèñèìî, íåâåðíî. �

Òàê êàê ìíîæåñòâî Ψ ñîñòîÿíèé ïðîãðàììû, äîñòèæèìûõ íà óðîâíå
k ëèíåéíî íåçàâèñèìî, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïðîãðàììû
Q íå ìîæåò áûòü ìåíüøå d. Ñëåäîâàòåëüíî, Width(Q) ≥ d. �

5 Ôóíêöèÿ �Ðàâåíñòâî�

Ôóíêöèÿ �Ðàâåíñòâî� EQ2n : {0, 1}2n → {0, 1} îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

EQ2n(σ) =

{
1, åñëè σ1 . . . σn = σn+1 . . . σ2n,
0, èíà÷å.

Èçâåñòíî, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè êðèòè÷åñêèì
îáðàçîì çàâèñèò îò ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Òàê, øèðèíà êëàñ-
ñè÷åñêîé OBDD (äåòåðìèíèðîâàííîé è íåäåòåðìèíèðîâàííîé), âû÷èñ-
ëÿþùåé EQ2n ðàâíà 3, åñëè ïåðåìåííûå ñ÷èòûâàþòñÿ â ïîðÿäêå x1, xn+1,
x2, xn+2 . . . , xn, x2n è ðàâíà Ω(2n), åñëè ñíà÷àëà ñ÷èòûâàþòñÿ ïåðå-
ìåííûå ïåðâîé ïîëîâèíû íàáîðà è òîëüêî ïîòîì � ïåðåìåííûå âòîðîé
ïîëîâèíû íàáîðà.
Ïîêàæåì, ÷òî ñëîæíîñòü íåäåòåðìèíèðîâàííîé QOBDD äëÿ ýòîé ôóíê-

öèè ïðè èñïîëüçîâàíèè �íàèëó÷øåãî� ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ ëèíåéíà.

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ QOBDD, íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿþùàÿ ôóíê-
öèþ EQ2n è èñïîëüçóþùàÿ ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ π = (1, n+
1, 2, n+ 2, . . . , n, 2n), èìååò øèðèíó íå ìåíåå n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � NQOBDD, âû÷èñëÿþùàÿ EQ2n è ñ÷èòûâà-
þùàÿ ïåðåìåííûå â ïîðÿäêå π = (1, n+ 1, 2, n+ 2, . . . , n, 2n).
Âû÷èñëåíèå íà âõîäå σ = σ1 · · ·σn íà÷èíàåòñÿ èç íà÷àëüíîé ñóïåðïî-

çèöèè |ψ0〉. Íà øàãå l ïðîãðàììà ñ÷èòûâàåò ïåðåìåííóþ xil = σil è ïðå-
îáðàçóåò ñóïåðïîçèöèþ |ψ(σi1 · · ·σil−1

)〉 â ñóïåðïîçèöèþ |ψ(σi1 · · ·σil)〉.
Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ âõîäíîãî ñëîâà Q ïðîèçâîäèò ôèíàëüíîå èçìåðåíèå
ôèíàëüíîé ñóïåðïîçèöèè |ψ(σi1 · · ·σin)〉 è ïðèíèìàåò âõîäíîé íàáîð ñ

âåðîÿòíîñòüþ PrQaccept(σ) = ||Paccept|ψ(σi1 · · ·σin)〉||2.
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Íà êàæäîì óðîâíå l ïðîãðàììû Q áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Ψl

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, äîñòèæèìûõ ïðîãðàììîé íà ýòîì óðîâíå, à òàêæå
ïîäìíîæåñòâî Φl ⊆ Ψl ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûìè âåêòîðàìè.

Ëåììà 4. Ïóñòü |ψ1〉, . . . , |ψm〉, |ψ〉 ∈ Ψl (m ≥ 1) è |ψ1〉, . . . , |ψm〉 � ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû, ãäå |ψi〉 = |ψ(σi)〉 äëÿ i = 1, . . . ,m è |ψ〉 = |ψ(σ)〉. Åñ-
ëè ñóùåñòâóåò ñòðîêà γ ∈ {0, 1}n−l, îòëè÷àþùàÿ ñòðîêó σ îò êàæäîé
èç ñòðîê σ1, . . . , σm, òî ìíîæåñòâî {|ψ1〉, . . . , |ψm〉, |ψ〉} ëèíåéíî íåçà-
âèñèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U = Un(γn−l) · · ·Ul+1(γ1). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
||PacceptU |ψi〉|| = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m, è ||PacceptU |ψ〉|| > 0. Ñîãëàñíî
Ëåììå 2, ìíîæåñòâî {|ψ1〉, . . . , |ψm〉, |ψ〉} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.

�

Èíäóêöèåé ïî i (i = 1, . . . , n) ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ i-é ïàðû:
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé xi è çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé xn+i (íà óðîâíå l = 2i)
|Φ2i| ≥ i+ 1.
Áàçà èíäóêöèè. Φ0 = {|ψ0〉}. Íà ïåðâîì øàãå ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ x1 =

σ1 (σ1 ∈ {0, 1}), ñîãëàñíî Ëåììå 4, ìíîæåñòâî Φ1 = {|ψ(0)〉, |ψ(1)〉} ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê íàáîð 12n−1 îòëè÷àåò
ñòðîêó 1 îò ñòðîêè 0. Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ xn+1 = σn+1 (σn+1 ∈ {0, 1}),
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Φ2 = {|00〉, |10〉} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì
ïî Ëåììå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, |Φ2| ≥ 2.
Èíäóêöèîííûé øàã (äëÿ i = 2, . . . , n). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

Ψ2(i−1) ñîäåðæèò íå ìåíåå i âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì èõ |ψj0〉, . . . , |ψji−1〉, à
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷àñòè÷íûå âõîäû σj0 , . . . , σji−1 . Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ
xi = σi, ïî Ëåììå 1 ìíîæåñòâî Φ0

2(i−1) = {U(0)|ψj0〉, . . . , U(0)|ψji−1〉} ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, âåêòîð |ψ(12i−1)〉 = U2i−1(1) · · ·U1(1)|ψ0〉
íå âõîäèò â Φ0

2(i−1), ïðè ýòîì ñòðîêà 12n−2i+1 îòëè÷àåò ñòðîêó 12i−1 îò

ëþáîé èç ñòðîê σj00, . . . , σji−10. Çíà÷èò ìíîæåñòâî Φ2i−1 = Φ0
2(i−1) ∪

{|ψ(12i−1)〉} ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì. Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ xn+i =
σn+i, ïî Ëåììå 1 ìíîæåñòâî Ψ2i = Φ0

2i−1 = {U(0)|ψ〉 | |ψ〉 ∈ Φ2i−1} ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, |Φ2i| ≥ i+ 1.
Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ n-îé ïàðû xn, x2n íà óðîâíå l = 2n ïîëó÷àåì |Φ2n| ≥

n+ 1. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ïðîãðàììû
Q íå ìåíåå n+ 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Ïîêàæåì, ÷òî äîêàçàííàÿ íèæíÿÿ îöåíêà òî÷íà.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò QOBDD Q øèðèíû n+1, âû÷èñëÿþùàÿ ôóíê-
öèþ EQ2n áåç îøèáêè è èñïîëüçóþùàÿ ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ
π = (1, n+ 1, 2, n+ 2, . . . , n, 2n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîãðàììà Q èñïîëüçóåò ðåãèñòð èç n + 1 ñîñòîÿíèÿ
s0, s1, . . . , sn, ãäå s0 � íà÷àëüíîå è ïðèíèìàþùåå ñîñòîÿíèå.
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Ïðè ñ÷èòûâàíèè ïàðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xi, xn+i (i = 1, . . . , n) ïðî-
ãðàììà ïðèìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿ:

• |s0〉 → |si〉, |si〉 → |s0〉, åñëè ñ÷èòàííîå çíà÷åíèå 1;
• |s0〉 → |s0〉, |si〉 → |si〉, åñëè ñ÷èòàííîå çíà÷åíèå 0;
• |sj〉 → |sj〉, äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n, j 6= i.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû. Ïóñòü âõîä σ òàêîé, ÷òî
EQ2n(σ) = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σi = σn+i ∀i = 1, . . . , n. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîãðàììà áóäåò çàâåðøàòü îáðàáîòêó êàæäîé ïàðû â ñîñòîÿíèè |s0〉 è
ïðèìåò òàêîé âõîä ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Ïóñòü âõîä σ òàêîé, ÷òî EQ2n(σ) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∃i ∈ {1, . . . , n}

äëÿ êîòîðîãî σi 6= σn+i. Ïîñëå îáðàáîòêè ýòîé ïàðû ïðîãðàììà îñòàíåò-
ñÿ â ñîñòîÿíèè si è, òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ñîñòîÿíèÿ s0 äî êîíöà
îáðàáîòêè áóäåò ðàâíà 0. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ òàêîãî íàáîðà ðàâíà
0. �

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ QOBDD, íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿþùàÿ ôóíê-
öèþ EQ2n è ñ÷èòûâàþùàÿ ïåðåìåííûå îäíîé èç ïîëîâèí íàáîðà ïîñëå
ñ÷èòûâàíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ âòîðîé ïîëîâèíû íàáîðà, èìååò øèðèíó
íå ìåíåå 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � QOBDD, íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿþ-
ùàÿ EQ2n, èñïîëüçóþùàÿ ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ π = (i1, . . . , i2n), ïðè êî-
òîðîì ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ îäíîé èç ïîëîâèí íàáîðà ñ÷èòûâàåòñÿ ïîñëå
òîãî, êàê ñ÷èòàíû âñå ïåðåìåííûå äðóãîé ïîëîâèíû íàáîðà.
Ìíîæåñòâî Sπn = {(σ, γ) : σ ∈ {0, 1}n, γ ∈ {0, 1}n} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì 1-

ïîëíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ôóíêöèè EQ2n. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1,Width(Q) ≥
|Sπn |. Çàìåòèì, ÷òî |Sπn | = 2n, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Òåîðåìà 5. Ïóñòü π = (i1, . . . , i2n) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà èí-
äåêñîâ {1, . . . , 2n} òàêàÿ, ÷òî π(i) ≤ n ∀i ≤ n è π(i) > n ∀i > n ëèáî
π(i) > n ∀i ≤ n è π(i) ≤ n ∀i > n. Ñóùåñòâóåò QOBDD øèðèíû 2n,
íåäåòåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ EQ2n è ñ÷èòûâàþùàÿ ïå-
ðåìåííûå â ïîðÿäêå π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � NQOBDD, âû÷èñëÿþùàÿ EQ2n, èñïîëüçó-
þùàÿ ïîðÿäîê π = (i1, . . . , i2n) ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèþ òåîðåìû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Q ñíà÷àëà ñ÷è-
òûâàåò ïåðåìåííûå ïåðâîé ïîëîâèíû íàáîðà, ïîòîì � ïåðåìåííûå âòîðîé
ïîëîâèíû íàáîðà (ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Q èìååò 2n ñîñòîÿíèé s0, . . . s2n−1, ãäå s0 � íà÷àëüíîå è ïðèíèìàþùåå ñî-
ñòîÿíèå. Ïðè ñ÷èòûâàíèè ïåðåìåííîé xi = σi (i = 1, . . . , 2n, σi ∈ {0, 1})
Q ïðèìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿ:

• |sj〉 → |sj+2i−1σi (mod 2n)〉, j = 0, . . . , 2n − 1, åñëè i ∈ {1, . . . , n},
• |sj〉 → |sj−2i−n−1σi+2n (mod 2n)〉, j = 0, . . . , 2n − 1, åñëè i ∈ {n +

1, . . . , 2n}.
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Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ ïåðâîé ïîëîâèíû âõîäà ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû áóäåò
ðàâíî |sm(σ1...σn)〉, ãäå m(σ1 . . . σn) � öåëîå ÷èñëî, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå êîòîðîãî ðàâíî σ1 . . . σn. Ïîñëå ñ÷èòûâàíèÿ âòîðîé ïîëîâèíû íàáî-
ðà ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû ðàâíî |sm(σ1...σn)+2n−m(σn+1...σ2n) (mod 2n)〉. Åñëè
σ1 . . . σn/2 = σn+1 . . . σ2n, ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû áóäåò |s0〉 è
ïðîãðàììà ïðèìåò òàêîé íàáîð ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïðîãðàììà çàâåðøèò îáðàáîòêó âõîäà â ñîñòîÿíèè, îòëè÷íîì îò |s0〉 è
ïðèìåò òàêîé íàáîð ñ âåðîÿòíîñòüþ 0. �

6 Ôóíêöèÿ �XOR-ïåðåìåøàííîå ðàâåíñòâî�

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèè EQ2n çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå ñ÷èòûâàþòñÿ ïåðåìåí-
íûå. Äëÿ óñòðàíåíèÿ çàâèñèìîñòè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ îò èñïîëüçóå-
ìîãî ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ, èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïðèåìû äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ áèòîâ âõîäà îïðåäåëÿòñÿ
ñàìèì âõîäíûì íàáîðîì (èëè åãî ÷àñòüþ). Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé íå óäà-
¼òñÿ ïîäîáðàòü îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñ÷èòûâàíèÿ áèòîâ âõîäà. Â ÷àñò-
íîñòè, â ðàáîòå [9] ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ �Ïåðåìåøàííîå ðàâåíñòâî�
EQSn, îïðåäåë¼ííàÿ íà îñíîâå ôóíêöèè �Ðàâåíñòâî� è ñëîæíîñòü å¼ âû-
÷èñëåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ äåòåðìèíèðîâàííûõ è íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
OBDD.
Â äàííîé ðàáîòå ìû îïðåäåëèì è èññëåäóåì ôóíêöèþ EQXS2n (Equality-

Xor-Shu�ed), êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ íà îñíîâå ôóíêöèè EQ2n ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïðèåìà, àíàëîãè÷íîãî îïèñàííîìó â ðàáîòå [15]. Ôîðìàëüíî, ôóíêöèÿ
EQXS2n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü x1, x2, x3, . . . , xn, y1, y2, y3, . . . , yn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìåí-

íûõ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ôóíêöèÿ (n êðàòíî 2). Íàçîâ¼ì ïåðåìåííûå
x1, . . . , xn � �ïåðåìåííûìè ïðèíàäëåæíîñòè�, ïåðåìåííûå y1, . . . , yn � �ïå-
ðåìåííûìè çíà÷åíèÿ�. Ïåðåìåííóþ çíà÷åíèÿ yi íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðåìåííîé ïðèíàäëåæíîñòè xi. Ïî âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
σγ ∈ {0, 1}n × {0, 1}n ôîðìèðóþòñÿ íîâûå áèòîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
τ , α, β:

• ïîñëåäîâàòåëüíîñòü τ èìååò äëèíó n è ôîðìèðóåòñÿ ïî çíà÷åíè-
ÿì σ1, . . . , σn ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæíîñòè x1, . . . , xn ñëåäóþùèì
îáðàçîì: τ1 = σ1, τi = τi−1 ⊕ σi (i = 2, . . . , n);
• ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, β ôîðìèðóþòñÿ ïî ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ,
íà÷èíàÿ ñ ïóñòûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: äëÿ i = 1, . . . , n áèò çíà-
÷åíèÿ γi äîïèñûâàåòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, åñëè τi = 0, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå γi äîïèñûâàåòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β;

Íàïðèìåð, äëÿ íàáîðà σ = 1011001101 ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
τ = 10011, α = 10, β = 011. Ôóíêöèÿ EQXS2n = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α = β.
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Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóåò êâàíòîâàÿ OBDD, âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ
EQXS2n ñ íóëåâîé îøèáêîé, è èìåþùàÿ øèðèíó 2n/2(2n+ 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîãðàììà Q ñ÷èòûâàåò ïåðåìåííûå â ïîðÿäêå x1, y1,
x2, y2, . . . , xn, yn. Ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû õðàíèòñÿ â ðåãèñòðàõ: |numα〉,
|numβ〉, |φ〉, |b〉:

• îäíîêóáèòíûé �ðåãèñòð àêòèâíîñòè� |b〉 õðàíèò çíà÷åíèå áèòà τi,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîñëåäíåìó ñ÷èòàííîìó áèòó ïðèíàäëåæíîñòè;
• ðåãèñòð |num〉 ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñóììîé äâóõ ðåãèñòðîâ
|numα〉 è |numβ〉, êîòîðûå óñòðîåíû îäèíàêîâî è õðàíÿò íîìåð
ïîñëåäíåãî ñ÷èòàííîãî áèòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α è β, ñîîòâåò-
ñòâåííî;
• ðåãèñòð |φ〉 õðàíèò èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèè (α−β) mod 2n/2 (áó-
äåì òðàêòîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, β êàê äâîè÷íûå çàïèñè
öåëûõ ÷èñåë);

Îïèøåì ïîäðîáíåå êàæäûé èç ðåãèñòðîâ.
Ðåãèñòð |b〉 èìååò äâà ñîñòîÿíèÿ |0〉 è |1〉, èçìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå ïðè

ñ÷èòûâàíèè áèòà ïðèíàäëåæíîñòè σ ∈ {0, 1} è íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñ÷èòû-
âàíèè áèòà çíà÷åíèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ:

U(σ) =

{
NOT, åñëè σ = 1,

I, åñëè σ = 0,

ãäå NOT � îäíîêóáèòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðòèðîâàíèÿ êâàíòîâîãî
áèòà, I � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ñîñòîÿíèå äàííîãî ðåãèñòðà õðàíèò çíà÷åíèå òåêóùåãî áèòà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè τ è óïðàâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèÿìè íà ñëåäóþùåì øàãå. Çîíà
àêòèâíîñòè ðåãèñòðà |num〉 (|numα〉 èëè |numβ〉) ìåíÿåòñÿ, åñëè ñ÷èòàí-
íûé áèò ïðèíàäëåæíîñòè ðàâåí 1, è ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ñ÷èòàííûé áèò
ïðèíàäëåæíîñòè ðàâåí 0. Òàêèì îáðàçîì, íà ñëåäóþùåì øàãå ïðè ñ÷è-
òûâàíèè áèòà çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò ïðîèçâîäèòüñÿ â ðåãèñòðå
|numα〉, åñëè î÷åðåäíîé áèò çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
α è â ðåãèñòðå |numβ〉, åñëè áèò çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò β.
Êàæäûé èç ðåãèñòðîâ |numα〉 è |numβ〉 èìååò n/2 + 1 ñîñòîÿíèå

s0, s1, . . . sn/2

(ñîñòîèò èç log(n/2 + 1) êóáèòîâ). Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |s0〉. Ïðè ñ÷è-
òûâàíèè î÷åðåäíîãî áèòà ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå
|si〉 → |si+1 mod (n/2+1)〉 â ðåãèñòðå |numα〉, åñëè çíà÷åíèå ðåãèñòðà àê-
òèâíîñòè |b〉 = |0〉, è â ðåãèñòðå |numβ〉, åñëè |b〉 = |1〉.

2n/2-êóáèòíûé ðåãèñòð |φ〉 õðàíèò íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå c = (α−
β) mod 2n/2. Óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ ðåãèñòðà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíè-

ÿì 0, 1, . . . , 2n/2 − 1. Ïðè ñ÷èòûâàíèè áèòà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α
(β) âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå |c〉 → |c + αj2

j−1 (mod 2n/2)〉 (|c〉 →
|c− βj2j−1 + 2n/2 (mod 2n/2)〉), åñëè ïîñëåäíèé ñ÷èòàííûé áèò çíà÷åíèÿ
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ÿâëÿåòñÿ j-ì áèòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α (β). Óïðàâëÿþò èçìåíåíèåì
ðåãèñòðà |φ〉 ðåãèñòðû |num〉 è |b〉.
Ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû Q îïèñûâàåòñÿ â âèäå

|ψ〉 = |b〉 ⊗ 1√
2

(|numα〉 ⊕ |numβ〉)⊗ |φ〉.

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

|ψ0〉 = |0〉 ⊗ 1√
2

(|s0〉 ⊕ |s0〉)⊗ |0〉.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðèíèìàþùèõ ñîñòîÿíèé � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî, â
êîòîðîì ñîñòîÿíèå ðåãèñòðîâ |num〉 ⊗ |φ〉 = 1√

2
(|sn/2〉 ⊕ |sn/2〉)⊗ |0〉.

Îïèøåì ðàáîòó ïðîãðàììû. Q ïîïåðåìåííî ñ÷èòûâàåò áèòû ïðèíàä-
ëåæíîñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì áèòû çíà÷åíèÿ. Íà î÷åðåäíîì øàãå ïðè
ñ÷èòûâàíèè áèòà ïðèíàäëåæíîñòè σi (i = 1, . . . , n) ïðîãðàììà ïðèìåíÿåò
ïðåîáðàçîâàíèå U(σi) ê ðåãèñòðó |b〉. Ê ðåãèñòðàì |num〉 è |φ〉 ïðèìåíÿ-
åòñÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ïðè ñ÷èòûâàíèè áèòà çíà÷åíèÿ γi (i = 1, . . . , n) ïðîãðàììà ïðèìåíÿåò

ïðåîáðàçîâàíèå Uφ, óïðàâëÿåìîå ðåãèñòðàìè |num〉 è |b〉 è âîçäåéñòâóþ-
ùåå íà ðåãèñòð |φ〉. Çàòåì ïðèìåíÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Unum, óïðàâëÿåìîå
ðåãèñòðîì |b〉 è âîçäåéñòâóþùåå íà ðåãèñòð |num〉. Ïðè ýòîì ê ðåãèñòðó
|φ〉 ïðèìåíÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ìàòðèöû äàííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Uφ(0) = I, Uφ(1) =


Uαφ 0 0 0

0 I 0 0
0 0 I 0

0 0 0 Uβφ

 ,

ãäå

Uαφ =


Mα

0 0 . . . 0
0 Mα

1
...

. . .
...

0 0 . . . Mα
n/2−1

 , Uβφ =


Mβ

0 0 . . . 0

0 Mβ
1

...
. . .

...

0 0 . . . Mβ
n/2−1

 .

Çäåñü Mα
j (j = 0, . . . n/2 − 1)� óíèòàðíûå (ïåðåñòàíîâî÷íûå) ìàòðèöû,

ðåàëèçóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

|c〉 → |(c+ 2j) mod 2n/2〉.

Ñîîòâåòñòâåííî, Mβ
j (j = 0, . . . n/2− 1)� óíèòàðíûå ìàòðèöû, ðåàëèçóþ-

ùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

|c〉 → |(c− 2j + 2n/2) mod 2n/2〉,
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c ∈ {0, . . . , 2n/2 − 1}.

Unum =


S 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 S

⊗ I,

ãäå S =


0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

. . .

0 0 . . . 1 0

 � ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà, ïðèìåíÿå-

ìàÿ ê ðåãèñòðó |numα〉 è ðåãèñòðó |numβ〉 .
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ðàáîòû ïðîãðàììû. Ïóñòü âõîä σγ òàêîé, ÷òî

EQXS2n(σγ) = 1. Ýòî îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

(1) |α| = |β|,
(2) ∀i : αi = βi.

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1 îçíà÷àåò, ÷òî |α| = |β| = n/2 è ïîñëå îáðàáîòêè
âõîäà ñîñòîÿíèå ðåãèñòðîâ |numα〉 è |numβ〉 ðàâíî |sn/2〉. Âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ 2 îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà, äâîè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êîòîðûõ
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α è β, ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå ðåãèñòðà |φ〉 ðàâíî |0〉. Ïîýòîìó ïîñëå îáðàáîòêè
âõîäà ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ:

|ψfinal〉 = |0〉 ⊗ 1/
√

2(|sn/2〉 ⊕ |sn/2〉)⊗ |0〉,

|ψfinal〉 = |1〉 ⊗ 1/
√

2(|sn/2〉 ⊕ |sn/2〉)⊗ |0〉.
Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ òàêîãî íàáîðà ðàâíà 1.
Ïóñòü σγ: EQXS2n(σγ) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

(1) |α| 6= |β|,
(2) ∃i : αi 6= βi.

Åñëè ïðîèçîøåë ñëó÷àé 1, òî |α| 6= n/2 è |β| 6= n/2, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ðàáîòû è â ðåãèñòðå |numα〉 è â ðåãèñòðå |numβ〉 àìïëèòóäà
ñîñòîÿíèÿ |sn/2〉 ðàâíà 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ òàêèõ
íàáîðîâ ðàâíà 0.
Åñëè |α| = |β|, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçîøåë ñëó÷àé 2 è α 6= β. Ïîêà-

æåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ðåãèñòðà |φ〉 íå ðàâíî |0〉. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ýòî ýòî íå òàê, è c = α − β + 2n/2 = 0 mod 2n/2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî α = β mod 2n/2, íî òàê êàê α < 2n/2 è β < 2n/2, ïîñëåä-
íåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè α = β. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü
ïðèíÿòèÿ â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ðàâíà 0.
Øèðèíà èòîãîâîé ïðîãðàììû ðàâíà 2 · 2 · (n/2 + 1) · 2n/2 = 2n/2(2n+

4). �
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Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ EQXS2n âû÷èñëèìà êâàíòîâîé íåäåòåðìèíèðî-
âàííîé OBDD øèðèíû 2n/2(2n+ 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êâàíòîâàÿ OBDD, ïîñòðîåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå Òåî-
ðåìû 6, âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ EQXS2n ñ íóëåâîé îøèáêîé, à ñëåäîâàòåëüíî
íåäåòåðìèíèðîâàííî. �

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ñ÷èòûâàíèÿ ïåðåìåííûõ QOBDD, íåäå-
òåðìèíèðîâàííî âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ EQXS2n, èìååò øèðèíó Ω(2n/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíàÿ QOBDD, íåäåòåðìèíèðîâàí-
íî âû÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ EQXS2n è èñïîëüçóþùàÿ ïîðÿäîê π ñ÷èòûâà-
íèÿ ïåðåìåííûõ. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïðèíàäëåæíîñòè
òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì π ðîâíî n/2 ïåðâûõ ñ÷è-
òàííûõ ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α, n/2
ïîñëåäíèõ ñ÷èòàííûõ ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè β. Ðàáîòó ïðîãðàììû Q íà ïîëó÷èâøèõñÿ íàáîðàõ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âû÷èñëåíèå ôóíêöèè EQn, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîðÿäêà,
êîãäà îäíà ïîëîâèíà íàáîðà ñ÷èòûâàåòñÿ ñòðîãî ïîñëå äðóãîé ïîëîâèíû.
Ñîãëàñíî Òåîðåìå 4, øèðèíà ïðîãðàììû â ýòîì ñëó÷àå Ω(2n/2). �

7 Èåðàðõèÿ äëÿ NQOBDD

Îáîçíà÷èì ÷åðåç NOBDDd
n, and NQOBDDd

n êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé,
çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, âû÷èñëèìûõ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè è êâàí-
òîâûìè íåäåòåðìèíèðîâàííûìè OBDDøèðèíû íå áîëåå d, ñîîòâåòñòâåí-
íî.
Â ðàáîòå [10] ïðåäñòàâëåíà èåðàðõèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè äëÿ êâàíòî-

âûõ è êëàññè÷åñêèõ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ OBDD ëèíåéíîé è ñóáëèíåé-
íîé øèðèíû. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî ñëåäóþùåå:

(1) Äëÿ ëþáûõ n > 1 è 1 < d ≤ n âûïîëíÿåòñÿ

NQOBDDd−1
n ( NQOBDDd

n.

(2) NQOBDDd1
n è NOBDDd2

n íåñðàâíèìû äëÿ ëþáûõ ïàð (d1, d2), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1 < d1, d2 ≤ n/2.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäñòàâëÿåì èåðàðõèþ äëÿ êâàíòîâûõ íåäåòåðìè-
íèðîâàííûõ OBDD ñâåðõëèíåéíîé øèðèíû.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ëþáûõ n > 3, 2 ≤ d ≤ 2n/4 âûïîëíÿåòñÿ

NQOBDDd−1
n ( NQOBDD

4d(log d+1)
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå NQOBDDd−1
n ⊆ NQOBDD

4d(log d+1)
n î÷åâèä-

íî. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè êëàññû íå ñîâïàäàþò. Íà îñíîâå ôóíêöèè EQXSn
îïðåäåëèì ôóíêöèþ EQXSkn, ãäå k ≤ n, k êðàòíî 4, ïðè ýòîì EQXSkn
ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïåðâûõ k ïåðåìåííûõ è EQXSkn ≡
EQXSk. Ñîãëàñíî Òåîðåìå 6, EQXS4 log d

n ∈ NQOBDD
4d(log d+1)
n . Ñîãëàñ-

íî Tåîðåìå 7, EQXS4 log d
n /∈ NQOBDDd−1

n . �
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