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Abstract: This article is devoted to investigations of convolutions
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also over left or right quasiinvariant measures. There are found
speci�c features of quasigroups in comparison with groups. Spaces
of measures are studied. Di�erent normed spaces of measures and
functions are considered. Their completeness and a continuity of
convolutions on them is investigated. For this purpose special transformations
of quasigroups are utilized. These convolution algebras are generally
nonassociative because of the nonassociativity of quasirgoups. Ideals
in topological convolution algebras are investigated.
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1 Ââåäåíèå

Àáñòðàêòíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóï-
ïàõ èìååò âàæíîå çíà÷åíèå íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, à òàêæå â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è êâàíòî-
âîé ãðàâèòàöèè (ñì., íàïðèìåð, [1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10] è ññûëêè â íèõ).
Ñðàâíèòåëüíî íîâûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè ñâÿçà-
íû ñ íåêîììóòàòèâíûì àíàëèçîì, íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðîé, íåêîììó-
òàòèâíîé ãåîìåòðèåé, òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé, íåàññîöèàòèâíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêîé, â êîòîðûõ ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ êâàçèãðóïïû è ëóïû,
ÿâëÿþùèåñÿ íåàññîöèàòèâíûìè àíàëîãàìè ãðóïï (ñì. [11, 12, 13, 14] è
ññûëêè â íèõ). Â èíôîðìàòèêå è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ êâàçèãðóïïû ïî-
ñòàâëÿþò íîâûå âîçìîæíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïàìè [16, 17, 18].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà êâàçèãðóïïàõ è ëóïàõ

îñòàåòñÿ åùå ìàëî ðàçðàáîòàííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïàìè. Ñëåäó-
åò îòìåòèòü, ÷òî â [19] èññëåäîâàëîñü ñóùåñòâîâàíèå ëåâî- èëè ïðàâî-
èíâàðèàíòíîé ìåðû íà òîïîëîãè÷åñêîé ëóïå. Â íåé áûë äîêàçàíî, ÷òî
èç ñóùåñòâîâàíèÿ ëåâî- èëè ïðàâî-èíâàðèàíòíîé íåòðèâèàëüíîé ìåðû
íà òîïîëîãè÷åñêîé ëóïå ñëåäóåò, ÷òî îíà âñþäó ïëîòíà â ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîé ëóïå. Â ÷àñòíîñòè, íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ëóïàõ ñî ñòåðæíåì
(core quasigroup) ëåâî-èíâàðèàíòíûå ìåðû áûëè ïîñòðîåíû â [20]. Ïðè
ýòîì èìåþòñÿ ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè òîïîëîãèé è ìåð íà êâàçèã-
ðóïïàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïàìè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûçâàíî òåì, ÷òî
â àññîöèàòèâíîì ñëó÷àå äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû G ñóùåñòâóåò ëåâî-
(èëè ïðàâî-)èíâàðèàíòíàÿ ðàâíîìåðíîñòü íà G ñîâìåñòèìàÿ ñ åå òîïî-
ëîãèåé [2, 6, 22]. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé êâàçèãðóïïû èç-çà
åå íåàññîöèàòèâíîñòè ðàâíîìåðíîñòü íå îáÿçàíà áûòü íè ñèììåòðè÷íîé,
íè ëåâî-, íè ïðàâî-èíâàðèàíòíîé.
Â äàííîé ñòàòüå èññëåäóþòñÿ ñâåðòêè ôóíêöèîíàëîâ, ìåð è ôóíê-

öèé íà êâàçèãðóïïàõ. Ñâåðòêè èçó÷àþòñÿ íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî ëåâî-
èëè ïðàâî-èíâàðèàíòíûõ ìåð, à òàêæå îòíîñèòåëüíî ëåâî- èëè ïðàâî-
êâàçèèíâàðèàíòíûõ ìåð. Íàéäåíû ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè äëÿ êâà-
çèãðóïï ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïàìè. Ïðè ýòîì ôîðìóëèðîâêè òåîðåì,
ïðåäëîæåíèé, ëåìì è èõ äîêàçàòåëüñòâà â íåàññîöèàòèâíîì ñëó÷àå êâà-
çèãðóïï ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò àññîöèàòèâíîãî ñëó÷àÿ ãðóïï. Èçó-
÷àþòñÿ ïðîñòðàíñòâà ìåð. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå íîðìèðîâàííûå
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé è ìåð. Èññëåäóåòñÿ èõ ïîëíîòà è íåïðåðûâíîñòü
ñâåðòîê íà íèõ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
êâàçèãðóïï. Àëãåáðû ñâåðòîê â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàþòñÿ íåàññîöèà-
òèâíûìè èç-çà íåàññîöèàòèâíîñòè êâàçèãðóïï. Èññëåäóþòñÿ èäåàëû òî-
ïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð ñâåðòîê.
Âñå ãëàâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè ïîëó÷åíû âïåðâûå. Èõ ïðèëî-

æåíèÿ îáñóæäàþòñÿ â çàêëþ÷åíèè.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü G - ýòî ìíîæåñòâî ñ óìíîæåíèåì (òî åñòü
îäíîçíà÷íîé áèíàðíîé îïåðàöèåé) G2 3 (a, b) 7→ ab ∈ G îïðåäåë¼ííîé íà
G òàêîé, ÷òî

(i) äëÿ ëþáîãî a è b èç G ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé x ∈ G ñ ax = b.
Ìíîæåñòâî G ñ óìíîæåíèåì óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (i) íàçûâàåòñÿ

ëåâîé êâàçèãðóïïîé. Ñèììåòðè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé:
(ii) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé y ∈ G óäîâëåòâîðÿþùèé ya = b.
Ìíîæåñòâî G ñ óìíîæåíèåì óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (ii) íàçûâà-

åòñÿ ïðàâîé êâàçèãðóïïîé. Îòîáðàæåíèÿ â (i) è (ii) îáîçíà÷àþòñÿ x =
a \ b = Divl(a, b) è y = b/a = Divr(a, b) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè G ëåâàÿ
è ïðàâàÿ êâàçèãðóïïà, òî îíà íàçûâàåòñÿ êâàçèãðóïïîé. Åñëè äîïîëíè-
òåëüíî

(iii) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé (ò.å. åäèíè÷íûé) ýëåìåíò eG = e ∈ G:
eg = ge = g äëÿ ëþáîãî g ∈ G, òî
ëåâàÿ (èëè ïðàâàÿ) êâàçèãðóïïà G ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì íàçûâàåò-

ñÿ ëåâîé (èëè ïðàâîé ñîîòâåòñòâåííî) ëóïîé. Åñëè G ÿâëÿåòñÿ ëåâîé è
ïðàâîé ëóïîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ëóïîé (èëè óíèòàëüíîé êâàçèãðóïïîé).
Ïóñòü T = TG - òîïîëîãèÿ íà ëåâîé (èëè ïðàâîé) êâàçèãðóïïå (èëè

ëóïå) G òàêàÿ, ÷òî óìíîæåíèå G × G 3 (a, b) 7→ ab ∈ G è îòîáðàæåíèå
Divl(a, b) (èëè Divr(a, b) ñîîòâåòñòâåííî) ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòíî íåïðåðûâ-
íûìè îòíîñèòåëüíî T , òî (G, T ) íàçûâàåòñÿ ëåâîé (èëè ïðàâîé ñîîòâåò-
ñòâåííî) òîïîëîãè÷åñêàÿ êâàçèãðóïïîé (èëè ëóïîé ñîîòâåòñòâåííî). Åñ-
ëè G ÿâëÿåòñÿ ëåâîé è ïðàâîé òîïîëîãè÷åñêîé êâàçèãðóïïîé (ëóïîé), òî
îíà íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé êâàçèãðóïïîé (ëóïîé ñîîòâåòñòâåííî).
Â äàííîé ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ T1 ∩T3.5 òîïîëîãèåé,

åñëè ÷òî-ëèáî èíîå íå áóäåò îãîâîðåíî. Äëÿ ïîäìíîæåñòâ A è B â G
ïîñðåäñòâîì A−B îáîçíà÷àåòñÿ èõ ðàçíîñòü A−B = {a ∈ A : a /∈ B}.

2 Ñâåðòêè ôóíêöèîíàëîâ è ìåð äëÿ êâàçèãðóïï

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü G - ãðóïïîèä,H - ñåìåéñòâî ôóíêöèé èç G â
F òàêîå, ÷òî H ëåâî-èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî G, ãäå F = R èëè F = C.
Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàëM íà H òàêîé, ÷òî M̄(H) ⊆ H, ãäå
(M̄f)(y) := M(yf) äëÿ ëþáûõ f ∈ H è y ∈ G. Äëÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèî-
íàëà N íà H îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë N(M̄f) =: (N ∗M)f íàçûâàåìûé
ñâåðòêîé ôóíêöèîíàëîâ N è M , ãäå f ∈ H. Ñèììåòðè÷íî äëÿ ïðàâî-
èíâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà H çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ (Nf)(y) := N(fy) äëÿ
ëþáûõ f ∈ H è y ∈ G.
Çàìå÷àíèå 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G, H, M è N òàêèå æå, êàê â

îïðåäåëåíèè 2.1. Òîãäà
(à) ñâåðòêà N ∗M - ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà H;
(á) (pN) ∗M = p(N ∗M) = N ∗ (pM) äëÿ âñÿêîãî p ∈ F;
(â) åñëè ñóùåñòâóþò ñâåðòêè N ∗M1 è N ∗M2, òî ñóùåñòâóåò N ∗(M1 +

M2) = N ∗M1 +N ∗M2;
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(ã) åñëè ñóùåñòâóþò ñâåðòêèN1 ∗M è N2 ∗M , òî ñóùåñòâóåò (N1 +
N2) ∗M = N1 ∗M +N2 ∗M .
Ýòè óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ 2.1 è ëèíåéíîñòè ôóíê-

öèîíàëîâ.
Äëÿ íåàññîöèàòèâíîãî G â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ñâåðòêè

L ∗ (N ∗M) è (L ∗N) ∗M , òî îíè ìîãóò áûòü íå ðàâíû, òàê êàê f(x(yz))
ìîæåò áûòü íå ðàâíà f((xy)z), ãäå f ∈ H; x, y, z ïðèíàäëåæàò G.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè L - ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà

H, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñâåðòêà, òî L íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñâåðòêè
ñ îïåðàöèÿìè + è ∗ íàä ïîëåì F (ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå 2.1 è çàìå÷àíèå
2.1).
Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì ãðóïïîèä G è H = B(G,F). Çàäàäèì ôóíê-

öèîíàëû δgf = f(g) äëÿ âñåõ g ∈ G è f ∈ H. Òîãäà (δ̄yf)(x) = δy(xf) =
f(xy) = fy(x), δg ∗ δy(f) = δgyf . Â êà÷åñòâå àëãåáðû ñâåðòêè L ìîæíî
âçÿòü
L = l1(G,F) = {M : ∀j ∈ N, sj ∈ F,
∃
∑∞

j=1 |sj | <∞, gj ∈ G;M =
∑∞

j=1 sjδgj}.
Ïðè ýòîì
‖
∑n

j=1 sjδgj‖ =
∑∞

j=1 |sj |, ‖N ∗M‖ ≤ ‖N‖‖M‖
äëÿ ëþáûõ N è M èç L.
ÅñëèG - ëåâàÿ (èëè ïðàâàÿ) êâàçèãðóïïà, òî ìîæíî åùå çàäàòü δg\bf =

f(g \ b) (èëè δg/bf = f(g/b)) äëÿ ëþáûõ g è b èç G. Òîãäà óðàâíåíèå
δb = δg ∗ δx (èëè δx ∗ δg = δb) ñ çàäàííûìè b, g è íåèçâåñòíîé x èìååò
ðåøåíèå â L: δx = δg\δb = δg\b (èëè δx = δb/δg = δb/g ñîîòâåòñòâåííî). Òà-
êèì îáðàçîì, {δg : g ∈ G} îáðàçóåò ëåâóþ (èëè ïðàâóþ ñîîòâåòñòâåííî)
êâàçèãðóïïó èçîìîðôíóþ G.
Çàìå÷àíèå 2.2. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèã-

ðóïïà. Òîãäà C0(G,F) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé f : G→ F òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < ε <∞ ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî K â G ñ |f(x)| < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ G−K, ãäå F = R èëè
F = C.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü G - êîìïàêòíàÿ T1 ëóïà. Òîãäà ∀f ∈ C(G,F),

∀0 < ε <∞, ∃V ∈ Be(G), ∀x ∈ G, ∀y ∈ G, (x \ y ∈ V )→ (‖xf − yf‖ < ε).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f : G → F - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ∀0 <

ε < ∞, ∃W ∈ Be(G) òàêàÿ, ÷òî |f(u) − f(wu)| < ε/2 äëÿ ëþáûõ u ∈ G è
w ∈W , òàê êàê áåñêîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå
{RuW ′u : u ∈ G,W ′u ∈ Be(G),Wu ∈ Be(G),W ′u(W ′uu) ⊂ Wuu,∀w ∈

Wu, |f(u)− f(wu)| < ε/4}
èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {RujW ′uj : j = 1, ..., n}, n ∈ N, W :=⋂n
j=1W

′
uj îòêðûòî, ãäå Bx(G) - áàçà òîïîëîãè÷åñêîé ëóïû â x ∈ G,

Rux = xu. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f(xz) − f(yz) = f(u) − f(y(x \ u)) ïðè
u = xz, ãäå x, y, z ïðèíàäëåæàò G. Òîãäà ∀x ∈ G, ∀j ∈ {1, ..., n},
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∃V ′x,j ∈ Be(G), (xV ′x,j)((xV
′
x,j) \ (W ′ujuj)) ⊂ Wuj . Áåñêîíå÷íîå îò-

êðûòîå ïîêðûòèå {LxV ′x,j : x ∈ G, j ∈ {1, ..., n}} èìååò êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå {LxiV ′xi,j : l = l(i, j) ∈ {1, ...,m}}, m ∈ N, ãäå Lxu = xu,
l(i, j) 6= l(i1, j1) ïðè (i, j) 6= (i1, j1). Òîãäà V :=

⋂m
l=1 Vl îòêðûòî, ãäå

Vl = V ′xi,j ïðè l = l(i, j). Åñëè y ∈ xV , òî |f(xz)− f(yz)| < ε äëÿ ëþáîãî
z ∈ G, ãäå x ∈ G, y ∈ G, ñëåäîâàòåëüíî, ‖xf − yf‖ < ε ïðè x \ y ∈ V .
Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè G - êîìïàêòíàÿ T1 ëóïà, òî {Wf,ε : f ∈ C(G,F), 0 <

ε < ∞} - áàçà ðàâíîìåðíîñòè íà G, ñîâìåñòèìàÿ ñ òîïîëîãèåé íà G,
ãäå Wf,ε := {(x, y) ∈ G2 : ‖xf − yf‖ < ε}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.3.13 â [22] è ëåììû 2.1

äàííîé âûøå.
Ëåììà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1

êâàçèãðóïïà, φ : G×G→ G è η : G×G→ G - (ñîâìåñòíî) íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî φ(x, η(x, v))η(x, v) = v è η(x, φ(x, z)z) = z
(ëèáî φ(x, η(x, v))\η(x, v) = v è η(x, φ(x, z)\z) = z) äëÿ ëþáûõ x, v, z èç
G, f ∈ C0(G,F). Òîãäà ∀0 < ε <∞, ∀x ∈ G, ∃V ∈ Bx(G), ∀y ∈ V , ∀z ∈ G,
|L̂sφ(x,z)f(z)− L̂sφ(y,z)f(z)| < ε ïðè s = 1 (ëèáî s = −1 ñîîòâåòñòâåííî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî S := {u ∈ G : |f(u)| ≥
δ}, ãäå 0 < δ < ∞ ôèêñèðîâàíî, δ = ε/2. Òîãäà |f(u)| < δ äëÿ ëþáîãî
u ∈ G − S, à S êîìïàêòíî, òàê êàê f ∈ C0(G,F). Ïîñêîëüêó G - òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóïïà, à îòîáðàæåíèÿ φ è η (ñîâìåñòíî)
íåïðåðûâíû, òî ∀u ∈ G, ∃Wu ∈ Bu(G), ∃Vu ∈ Bx(G), ∀y ∈ Vu, ∀v ∈ Wu,
|f(v)−f(φ(y, η(x, v))(φ(x, η(x, v))\v))| < δ è |f(φ(x, η(y, v))(φ(y, η(y, v))\
v)) − f(v)| < δ, òàê êàê φ(x, η(x, v))(φ(x, η(x, v)) \ v) = v. Ïðè ýòîì
äëÿ u ∈ G − S ìîæíî âûáðàòü Vu è Wu òàêèìè, ÷òîáû Wu ⊂ G − S,
Vu(x \ Wu) ⊂ G − S è x(Vu \ Wu) ⊂ G − S, òàê êàê G − S îòêðû-
òî â G. Ïîñêîëüêó G ëîêàëüíî êîìïàêòíà, òî Wu è Vu ìîæíî âçÿòü ñ
êîìïàêòíûìè çàìûêàíèÿìè clGWu è clGVu. Ïîñêîëüêó S êîìïàêòíî, òî
îòêðûòîå ïîêðûòèå {Wu : u ∈ S} äëÿ S èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{Wuj : j = 1, ..., n}, n ∈ N. Ïîëîæèì V =

⋂n
j=1 Vuj , ñëåäîâàòåëüíî,

V ∈ Bx(G). Òîãäà

φ(x,z)f(z)− φ(y,z)f(z) = f(v)− f(φ(y, η(x, v))(φ(x, η(x, v)) \ v))
äëÿ v = φ(x, z)z,

φ(x,z)f(z)− φ(y,z)f(z) = f(φ(x, η(y, w))(φ(y, η(y, w)) \ w))− f(w)
äëÿ w = φ(y, z)z,
òàê êàê φ(x, η(x, v))η(x, v) = v è η(x, φ(x, z)z) = z äëÿ ëþáûõ x, v, z èç
G. Åñëè φ(x, z)z ∈ G−S è φ(y, z)z ∈ G−S, òî |φ(x,z)f(z)−φ(y,z)f(z)| < 2δ.
Åñëè y ∈ V , φ(x, z)z ∈ S èëè φ(y, z)z ∈ S, òî |φ(x,z)f(z)−φ(y,z)f(z)| < δ ïî
ïîñòðîåíèþ âûøå. Òàêèì îáðàçîì, |φ(x,z)f(z)− φ(y,z)f(z)| < ε äëÿ ëþáûõ
y ∈ V è z ∈ G. Âòîðîé ñëó÷àé φ(x, η(x, v))\η(x, v) = v è η(x, φ(x, z)\z) =
z äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïðèìåð 2.2. Åñëè φ(x, z) = x, η(x, xz) = z, òî |xf(z) − yf(z)| < ε

äëÿ ëþáûõ y ∈ V è z ∈ G â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû 2.2. Äðóãèå ñëó÷àè
èñïîëüçîâàíèÿ ëåììû 2.2 ïðèâåäåíû íèæå.
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Ëåììà 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ T1 êâà-
çèãðóïïà, f ∈ C0(G,F), M : C0(G,F) → F - íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë. Òîãäà M̄ : C0(G,F)→ C0(G,F).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.2 ∀0 < ε < ∞, ∀x ∈ G, ∃V ∈

Bx(G), ∀y ∈ V , ∀z ∈ G, |xf(z) − yf(z)| < ε/max(1, ‖M‖), ñëåäîâà-
òåëüíî, |M̄f(x) − M̄f(y)| < ε. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà M íà
C0(G,F) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ìåðà µ : Fµ(G)→ F òàêàÿ, ÷òî M(f) =∫
G f(x)µ(dx) äëÿ ëþáîé f ∈ C0(G,F) ïî òåîðåìå 7.3.6 â [5]. Ïðè ýòîì

‖M‖ = |µ|(G), ãäå |µ| - âàðèàöèÿ ìåðû µ. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð M̄ ëèíååí,
òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåîòðèöàòåëüíûå íåòðèâèàëüíûå ôóíêöèè f
èç C0(G,F) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî M̄(C0(G,F)) ⊆ C0(G,F). Äëÿ
ëþáîãî 0 < δ < ∞ ñóùåñòâóþò êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà S è P â G
òàêèå, ÷òî |µ|(G − S) < δ, |f(x)| < δ äëÿ ëþáîãî x ∈ G − P ïî ëåì-
ìå 7.3.5 è ïðåäëîæåíèþ 7.3.4 â [5]. Òîãäà |M̄f(x)| ≤

∫
S f(xy)|µ|(dy) +∫

G−S f(xy)|µ|(dy), ïðè÷åì
∫
G−S f(xy)|µ|(dy) ≤ ‖f‖|µ|(G − S) < δ‖f‖. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, P/S =: Q êîìïàêòíî è∫
S f(xy)|µ|(dy) ≤ δ|µ|(S) ≤ δ|µ|(G) äëÿ ëþáîãî x ∈ G − P/S. Òîãäà

ïðè 0 < δ < ε/(|µ|(G) + ‖f‖) ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå â G ïîäìíîæåñòâî
Q òàêîå, ÷òî |M̄f(x)| < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ G−Q.
Òåîðåìà 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ T1 êâàçè-

ãðóïïà. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî C ′0(G,F) ÿâ-
ëÿåòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé L îòíîñèòåëüíî ñâåðòêè è íîðìû ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, ïðè÷åì δa ∗δb = δab äëÿ ëþáûõ a è b èç G. Åñëè G - ëóïà,
òî δe - åäèíè÷íûé ýëåìåíò â L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.3, åñëè M ∈ C ′0(G,F), òî M̄ :

C0(G,F) → C0(G,F). Åñëè µ - ìåðà ñîîòâåòñòâóþùàÿ M (ñì. äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 2.3), òî
|M̄f(x)| ≤

∫
G |xf(y)||µ|(dy) ≤ ‖f‖|µ|(G) = ‖f‖‖M‖.

Åñëè åùå N ∈ C ′0(G,F), òî
|N ∗M(f)| = |N(M̄f)| ≤ ‖N‖‖M̄f‖ ≤ ‖N‖‖M‖‖f‖,

ñëåäîâàòåëüíî, ‖N ∗M‖ ≤ ‖N‖‖M‖ è N ∗M ∈ C ′0(G,F). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, C ′0(G,F) ïîëíî îòíîñèòåëüíî ‖ ·‖. Ôîðìóëà δa ∗δb = δab ïðîâåðÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 2.1.
Ñëåäñòâèå 2.2.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. L = (C ′0(G,F), ∗,+)

êîììóòàòèâíà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè ∗ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà G êîììóòàòèâíà.
Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü G - òîïîëîãè÷åñêàÿ (ëåâàÿ) T1 êâàçèãðóïïà,

M(G,F) - ïðîñòðàíñòâî σ-àääèòèâíûõ ìåð µ : Fµ(G) → F ñ êîíå÷íîé
íîðìîé ‖µ‖ = |µ|(G) < ∞, ãäå F = R èëè F = C. Äëÿ µ1 è µ2 èç
M(G,F), ñâåðòêà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(µ1 ∗ µ2)(Ω) =
∫
G

∫
G χΩ(xy)µ1(dx)µ2(dy),

ãäå χΩ(z) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîäìíîæåñòâà Ω â G, χΩ(z) = 1
äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω, χΩ(z) = 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ G− Ω.
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Òåîðåìà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâà-
çèãðóïïà, µj ∈M(G,F), j ∈ {1, 2}. Òîãäà
‖µ1 ∗ µ2‖ ≤ ‖µ1‖‖µ2‖ è µ1 ∗ µ2 ∈M(G,F).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî Ω ∈ B(G) â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè

|
∫
G

∫
G χΩ(xy)µ1(dx)µ2(dy)| ≤

∫
G

∣∣∣∣ ∫G χΩ(xy)µ1(dx)

∣∣∣∣|µ2|(dy)

≤
∫
G

(∫
G χΩ(xy)|µ1|(dx)

)
|µ2|(dy) = (|µ1| ∗ |µ2|)(Ω) ≤ ‖µ1‖‖µ2‖, òàê

êàê x \ Ω ∈ B(G) äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Ïîýòîìó
(µ1 ∗ µ2)(

⋃∞
j=1 Ωj) =

∑∞
j=1(µ1 ∗ µ2)(Ωj)

äëÿ ëþáûõ äèçúþíêòíûõ Ωj èç B(G), Ωj1 ∩ Ωj2 = ∅ äëÿ ëþáûõ j1 6= j2
èç N, ñ

⋃∞
j=1 Ωj = Ω, òàê êàê χΩ(z) =

∑∞
j=1 χΩj (z) äëÿ ëþáîãî z ∈ G.

Òîãäà µ1 ∗ µ2 ïðîäîëæàåòñÿ íà Fµ1∗µ2(G) ⊃ B(G).
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü G = Q(A) - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèã-

ðóïïà, µj ∈ M(G,F), j ∈ {1, 2}, f ∈ L1(G, |µ1| ∗ |µ2|,F). Òîãäà f ◦ A ∈
L1(G×G, |µ1 × µ2|,F),∫

G f(z)d(µ1 ∗ µ2)(z) =
∫
G×G(f ◦ A)(x, y)d(µ1 × µ2)(x, y)

=
∫
G

(∫
G f(xy)µ1(dx)

)
µ2(dy) =

∫
G

(∫
G f(xy)µ2(dy)

)
µ1(dx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.2 |µ1|∗|µ2| ∈M(G,F). Îòîáðàæå-
íèå óìíîæåíèÿ A : G×G→ G íåïðåðûâíî, ñëåäîâàòåëüíî, A−1(B(G)) ⊂
B(G×G). Ïîñêîëüêó (f ◦ A)(x, y) = f(xy) ïðè êðàòêîì îáîçíà÷åíèè xy
âìåñòî A(x, y) äëÿ ëþáûõ x è y èç G, òî óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû
âûòåêàåò èç òåîðåìû Ôóáèíè, òàê êàê∫

G |f(z)|d(|µ1| ∗ |µ2|)(z) <∞ è∫
G |f(z)|d(|µ1| ∗ |µ2|)(z) =

∫
G×G |f(xy)||µ1|(dx)|µ2|(dy).

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3, Ω ∈ F|µ1|∗|µ2|(G),

òî A−1(Ω) ∈ Fµ1×µ2(G×G) è
µ1 ∗ µ2(Ω) = µ1 × µ2(A−1(Ω)) =

∫
G µ2(x \ Ω)µ1(dx).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìåðà µ ∈ M(G,F) íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ðàçðûâíîé,
åñëè ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî D â G òàêîå, ÷òî |µ|(G−D) = 0.
Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè µ({x}) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ G.
Ïðè ýòîì ìåðà λ : Fλ(G) → R̄ èëè λ : Fλ(G) → C íàçûâàåòñÿ ëåâî-
êâàçèèíâàðèàíòíîé (èëè ëåâî-èíâàðèàíòíîé) îòíîñèòåëüíî H, åñëè λLx

ýêâèâàëåíòíà λ (èëè λLx = λ ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ ëþáîãî x ∈ H, ãäå
Fλ(G) ⊇ B(G), H ⊆ G, λLx(Ω) = λ(xΩ) äëÿ ëþáîãî Ω ∈ Fλ(G). Ïðè
H = G "îòíîñèòåëüíî G"äëÿ êðàòêîñòè ÷àñòî îïóñêàåòñÿ.
Ïóñòü λ - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ

ìåðà íà Fλ(G), Fλ(G) ⊇ B(G). Íåïðåðûâíàÿ ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ñèí-
ãóëÿðíîé ïî îòíîøåíèþ ê λ, åñëè ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîå ïîäìíîæå-
ñòâî E â G òàêîå, ÷òî λ(E) = 0, |µ|(G − E) = 0. Îáîçíà÷èì Md(G,F)
- ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñòî ðàçðûâíûõ ìåð íà G, Mc(G,F) - ìíîæåñòâî
âñåõ íåïðåðûâíûõ ìåð íà G; Ms(G,λ,F) := {µ ∈ Mc(G,F) : µ ⊥ λ};
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Ma(G,λ,F) := {µ ∈M(G,F) : µ � λ}; ãäå µ ⊥ λ îáîçíà÷àåò, ÷òî µ ñèí-
ãóëÿðíà ïî îòíîøåíèþ ê λ; µ � λ îáîçíà÷àåò, ÷òî µ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà ïî îòíîøåíèþ ê λ. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Fλ(G) ⊇ B(G), åñëè
íå îãîâîðåíî èíîå.
Ëåììà 2.4. Ïóñòü D ⊂ G, D ∈ Fµ(G) äëÿ ëþáîé µ ∈M(G,F). Òîãäà

VD := {µ ∈ M(G,F) : |µ|(D) = 0} - çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â M(G,F).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ µ1 è µ2 èç VD, β ∈ F, âûïîëíÿåòñÿ

|µ1 + µ2|(D) ≤ |µ1|(D) + |µ2|(D) è |βµ1|(D) = |β||µ1|(D), ñëåäîâàòåëüíî,
VD - ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â M(G,F). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{µn : n ∈ N} ñîäåðæèòñÿ â VD è ñõîäèòñÿ ê µ â M(G,F) ïî íîðìå
‖ · ‖ íà M(G,F), òî |µ(E)| = |µn(E) − µ(E)| ≤ |µn − µ|(E) ≤ ‖µn − µ‖
äëÿ ëþáîãî E ∈ B(G) ∩ D, ñëåäîâàòåëüíî, µ(E) = 0. Ïîñêîëüêó Fµ(G)
ÿâëÿåòñÿ ïîïîëíåíèåì áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû B(G) ïî |µ|, òî |µ|(D) =
0 â ñèëó ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà-Õàíà (òåîðåìà 4.1.5, ñëåäñòâèå 4.1.6 è
ïðåäëîæåíèå 4.1.7 â [5]).
Òåîðåìà 2.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1

êâàçèãðóïïà, δb(V ) = χV (b) äëÿ âñåõ V ⊆ G è b ∈ G. Åñëè βn ∈ C, bn ∈ G
äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

∑∞
n=1 |βn| <∞, bj 6= bn äëÿ ëþáûõ j 6= n, òî

(à) ν =
∑∞

n=1 βnδbn ∈Md(G,C), Fν(G) = 2G,∫
G f(x)ν(dx) =

∑∞
n=1 βnδbn(f)

äëÿ ëþáîé f ∈ B(G,C);
(á) |

∑∞
n=1 βnδbn | =

∑∞
n=1 |βn|δbn,

(â) ‖
∑∞

n=1 βnδbn‖ =
∑∞

n=1 |βn|.
Åñëè ν ∈Md(G,C), òî ν èìååò ðàçëîæåíèå âèäà (à), ãäå äëÿ ν 6= 0

âñå βn 6= 0 è ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî,
∑∞

n=1 |βn| <∞. Ïðè÷åì Md(G,C)
- çàìêíóòàÿ ïîäàëãåáðà â M(G,C). Áîëåå òîãî, (Md(G,C) = M(G,C))
↔ (G - äèñêðåòíà).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè V ⊆ G, òî ν(V ) =

∑
bn∈V βn. Ïîýòîìó óòâåð-

æäåíèÿ (à), (á), (â) è çàìêíóòîñòü ïðîñòðàíñòâà Md(G,C) â M(G,C)
îòíîñèòåëüíî ‖ · ‖ î÷åâèäíû.
Åñëè ν ∈ Md(G,C), òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî D = {bn ∈

G : n ∈ Λ} â G, card(Λ) ≤ ℵ0, Λ ⊆ N òàêîå, ÷òî |ν|(G − D) = 0. Òîãäà
ν(A) = ν(A∩D)+ν(A−D) =

∑
bn∈A ν({bn}) äëÿ ëþáîãî A ∈ Fν(G), ñëå-

äîâàòåëüíî, ν =
∑

n∈Λ βnδbn , βn = ν({bn}). Ïðè÷åì
∑

k∈Λ,k≤m |ν(bk)| ≤
|ν|(G) = ‖ν‖ < ∞ äëÿ ëþáîãî m ∈ N, ñëåäîâàòåëüíî,

∑
k∈Λ |βk| < ∞.

Åñëè bk 6= bn è βk 6= 0 äëÿ ëþáûõ k 6= n, òî ðàçëîæåíèå (à) åäèíñòâåí-
íî. Åñëè ν =

∑
βnδbn ∈ Md(G,C) è µ =

∑
γmδdm ∈ Md(G,C), òî è

ν ∗ µ =
∑

n,m βnγmδbndm è
∑

n,m |βnγm| < ∞, òàê êàê
∑

n |βn| < ∞ è∑
m |γm| < ∞, ñëåäîâàòåëüíî, ∗ : Md(G,F) ×Md(G,F) → Md(G,F).

Òàêèì îáðàçîì, Md(G,F) - çàìêíóòàÿ ïîäàëãåáðà â M(G,F).
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äëÿ ëî-

êàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ [5].
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Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü G - òîïîëîãè÷åñêàÿ (ëåâàÿ) T1 êâàçèãðóïïà. Òî-
ãäà Mc(G,F) - çàìêíóòûé (ëåâûé) èäåàë â àëãåáðå M(G,F).
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.4 Mc(G,F) =

⋂
x∈G V{x} - ïåðåñå-

÷åíèå çàìêíóòûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â M(G,F), ñëåäîâàòåëüíî,
Mc(G,F) - çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â M(G,F). Åñëè µ ∈
Mc(G,F), ν ∈M(G,F), òî èç ñëåäñòâèÿ 2.3 âûòåêàåò, ÷òî ν ∗ µ({y}) = 0
äëÿ ëþáîãî y ∈ G â ñëó÷àå ëåâîé êâàçèãðóïïû G. Åñëè G - êâàçèãðóï-
ïà, òî òàêæå ñèììåòðè÷íî µ ∗ ν(Ω) =

∫
G µ(Ω/x)ν(dx), ñëåäîâàòåëüíî,

µ ∗ ν({y}) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ G.
Òåîðåìà 2.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1

êâàçèãðóïïà, λ - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ
ìåðà. Òîãäà Ma(G,λ,F) - çàìêíóòûé ëåâûé èäåàë â M(G,F). Àëãåáðà
(Ma(G,λ,F),+, ∗) èçîìîðôíà àëãåáðå (L1(G,λ,F),+, ∗̃λ), ãäå (f1∗̃λf2)(y) =∫
G f1(x)ψλ(x, y)f2(x\y)λ(dx) äëÿ f1 è f2 èç L1(G,λ,F), ψλ(x, y) = λL

−1
x (dy)/λ(dy).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G ëîêàëüíî êîìïàêòíà, òî
(µ ∈Ma(G,λ,F)) ↔ (∀Ω êîìïàêòíîãî ,
Ω ⊆ G, (λ(Ω) = 0)→ (|µ|(Ω) = 0)),

òàê êàê Fλ(G) ⊇ B(G). Â ñèëó ëåììû 2.4 Ma(G,λ,F) - çàìêíóòîå ëè-
íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â M(G,F).
Åñëè µ ∈Ma(G,λ,F), Ω ⊂ G, Ω êîìïàêòíî, λ(Ω) = 0, òî |µ|(x \Ω) = 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ G, òàê êàê λ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî G,
µ � λ. Ïîýòîìó |ν ∗ µ|(Ω) ≤

∫
G |µ|(x \ Ω)|ν|(dx) = 0 äëÿ ëþáîé ν ∈

M(G,F), ñëåäîâàòåëüíî, Ma(G,λ,F) - ëåâûé èäåàë â M(G,F).
Â ñèëó òåîðåìû Ðàäîíà-Íèêîäèìà äëÿ ëþáîé µ ∈ Ma(G,λ,F) ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(G,λ,F) òàêàÿ, ÷òî µ(dx) = f(x)λ(dx) (ñì. òåî-
ðåìó 4.2.4 â [5]). Ïðè÷åì ýòî îòîáðàæåíèå èç Ma(G,λ,F) íà L1(G,λ,F)
âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ñîõðàíÿåò íîðìó. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.3 d(µ1 ∗
µ2)(x) = (f1∗̃f2)λ(dx) ïðè ψ(x, y) = ψλ(x, y) = λL

−1
x (dy)/λ(dy), ãäå λL

−1
x (Ω) =

λ(x \ Ω), Ω ∈ Fλ(G), L−1
x y = x \ y,

(f1∗̃f2)(y) = (f1∗̃λf2)(y) =
∫
G f2(x \ y)ψ(x, y)f1(x)λ(dx)

äëÿ ëþáûõ x è y èç G, f1 è f2 èç L1(G,λ,F), µj(dx) = fj(x)λ(dx), j ∈
{1, 2}.
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ (ëåâàÿ) T1 êâàçèãðóï-

ïà. Òîãäà Ms(G,λ,F) - çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â M(G,F).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè µ1 è µ2 ïðèíàäëåæàò Ms(G,λ,F), òî (µ1 +

µ2)({x}) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ G (ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå 2.4). Äëÿ E1 è
E2 èç B(G) ñ λ(E1) = 0 è λ(E2) = 0, |µ|(G−E1) = 0, |µ2|(G−E2) = 0 òîãäà
|µ1 +µ2|(G−(E1∪E2)) ≤ |µ1|(G−E1)+ |µ2|(G−E2) = 0 è λ(E1∪E2) = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, µ1 + µ2 ∈ Ms(G,λ,F). Ïðè ýòîì |βµj |(G − Ej) = 0 äëÿ
ëþáîãî β ∈ F, ñëåäîâàòåëüíî, Ms(G,λ,F) - ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
M(G,F). Åñëè µj ∈Ms(G,λ,F) äëÿ ëþáîãî j ∈ N è limj→∞ ‖µ−µj‖ = 0,
ãäå µ ∈ M(G,F), òî µ ∈ Mc(G,F) ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5. Äëÿ ëþáîãî
j ∈ N ñóùåñòâóåò Ej ∈ B(G) òàêîå, ÷òî λ(Ej) = 0 è |µj |(G − Ej) = 0.
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Ïîýòîìó E =
⋃∞
j=1Ej ∈ B(G) è λ(E) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî

ïîäìíîæåñòâà D â G− E ïîëó÷àåòñÿ
|µ(D)| = |µ(D) − µj(D)| ≤ |µ − µj |(D) ≤ ‖µ − µj‖ äëÿ ëþáîãî j ∈ N,

ñëåäîâàòåëüíî, µ(D) = 0. Èòàê |µ|(G − E) = 0 ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ
Æîðäàíà-Õàíà (ñì. òàêæå òåîðåìó 4.1.5, ñëåäñòâèå 4.1.6 è ïðåäëîæåíèÿ
4.1.7, 7.5.3 â [5]). Òàêèì îáðàçîì, µ ∈Ms(G,λ,F).
Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóï-

ïà, λ - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà
îòíîñèòåëüíî G. Åñëè G íåäèñêðåòíà, òî M(G,F) êàê ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó Md(G,F) ⊕Ms(G,λ,F) ⊕
Ma(G,λ,F), ïðè÷åì ∀µ ∈M(G,F), ∃1µd ∈Md(G,F), ∃1µs ∈Ms(G,λ,F),
∃1µa ∈ Ma(G,λ,F), µ = µd + µs + µa è |µ| = |µd| + |µs| + |µa|. Åñëè ëå-
âàÿ êâàçèãðóïïà G äèñêðåòíà, òî M(G,F) = Md(G,F) = Ma(G,λ,F) è
Ms(G,λ,F) = {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G íåäèñêðåòíà. Ïîñêîëüêó äëÿ µ ∈M(G,F)

íîðìà êîíå÷íà ‖µ‖ < ∞, òî card(Ωµ,d) ≤ ℵ0, ãäå Ωµ,d := {x ∈ G :
µ({x}) 6= 0}. Åñëè ìíîæåñòâî Ωµ,d ïóñòî, òî µd = 0. Åñëè îíî íåïó-
ñòî, Ωµ,d 6= ∅, òî µd =

∑
b∈Ωµ,d

µ({b})δb, ãäå δb(V ) = χV (b), V ⊆ G, ò.å.

δd(V ) = 1 ïðè d ∈ V , δd(V ) = 0 ïðè d /∈ V . Òîãäà µd ∈ Md(G,F) è
µc = µ − µd ∈ Mc(G,F). Ïðè ýòîì íåïðåðûâíàÿ ìåðà µc ðàñêëàäûâà-
åòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå µc = µa + µs, ãäå µa ∈ Ma(G,λ,F),
µs ∈Ms(G,λ,F) ïî òåîðåìå Ëåáåãà 4.3.2 â [5], ïðè÷åì |µc| = |µa| + |µs|,
|µ| = |µd|+|µc|. Åñëè áû µ = µ̃d+µ̃c ïðè µ̃d ∈Md(G,F), µ̃c ∈Mc(G,F), òî
µd−µ̃d = 0 = µ̃c−µc, ñëåäîâàòåëüíî, M(G,F) = Md(G,F)⊕Ms(G,λ,F)⊕
Ma(G,λ,F).
Åñëè ëåâàÿ êâàçèãðóïïà G äèñêðåòíà, òî íà íåé ñóùåñòâóåò íåîòðèöà-

òåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ν : 2G → [0,+∞] òàêàÿ,
÷òî ν(D) =

∑
d∈G δd(D) äëÿ ëþáîãî D ⊆ G. Ïîñêîëüêó λ íåòðèâèàëüíà

è íåîòðèöàòåëüíà, è ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíà, òî λ({x}) > 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ G, òàê êàê {x} îòêðûòî â äèñêðåòíîé G. Ïîýòîìó λ ýêâèâàëåíòíà
ν. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M(G,F) = Md(G,F) äëÿ äèñêðåòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà G, òàê êàê B(G) = 2G â ýòîì ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, ÷òî Md(G,F) =
Ma(G, ν,F) = Ma(G,λ,F), ñëåäîâàòåëüíî, Ms(G,λ,F) = {0}.
Çàìå÷àíèå 2.3. Ñèììåòðè÷íî, åñëè G - ïðàâàÿ êâàçèãðóïïà, H -

ïðàâî-èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà G, (Mf)(y) = M(fy) äëÿ
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëàM íà H, f ∈ H, y ∈ G, òî N∇M = N ◦M çàäàåò
ñâåðòêó ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ N è M íà H äëÿ ïðàâîé êâàçèãðóïïû
G. Åñëè G íåàññîöèàòèâíà, òî îïåðàöèÿ ∇ â îáùåì íåàññîöèàòèâíà. Äëÿ
µ1 è µ2 èç M(G,F) òîãäà (µ1∇µ2)(Ω) =

∫
G µ2(Ω/x)µ1(dx) äëÿ ëþáîãî

Ω ∈ F|µ1|∇|µ2|(G).
Â ÷àñòíîñòè, δb∇δx = δxb.
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Ïðèìåð 2.3. Äàííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñå èíâàðèàíòíûå
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé H è èõ òîïîëîãè÷åñêèå ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàí-
ñòâàH′ ãîäÿòñÿ äëÿ çàäàíèÿ àëãåáðû ñâåðòêè íàG. ÏóñòüG - íåêîìïàêò-
íàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ íåäèñêðåòíàÿ T1 ëóïà ñ õàðàêòåðîì χ(G, TG) =
ℵ0 òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (G, TG), ãäå TG - òîïîëîãèÿ íà G. Òî-
ãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî χ(x, (G, TG)) = χ(y, (G, TG)) äëÿ ëþáûõ x è
y èç G, òàê êàê Lb : G → G - ãîìåîìîðôèçì G êàê òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (G, TG) äëÿ ëþáîãî b ∈ G, à G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëóïà, ãäå
χ(x, (G, TG)) îáîçíà÷àåò õàðàêòåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (G, TG)
â òî÷êå x ∈ G. Â ñèëó òåîðåìû 2.7 â [23]G ÿâëÿåòñÿ T1 ∩ T3 òîïîëîãè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ëîêàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ðåãóëÿðíîñòü âëåêóò,
÷òî G âïîëíå ðåãóëÿðíà T1∩T3 1

2
ïî òåîðåìàì 3.3.11 è 3.2.6 â [22]. Òî åñòü

íà G ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíîñòü U ñîâìåñòèìàÿ ñ òîïîëîãèåé TG. Ïðè
ýòîì ãðóïïà H èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû èìååò χ(H, TG) = ℵ0,
òàê êàê card(

⋃∞
n=1 Nn) = ℵ0 [25], ñëåäîâàòåëüíî, H ìåòðèçóåìà ïî òåî-

ðåìå 3.3.12 â [2]. Ïîýòîìó ðàâíîìåðíîñòü U íà G èíäóöèðîâàíà ìåòðè-
êîé, õîòÿ ìåòðèêà íà G ìîæåò íå áûòü ëåâî- èëè ïðàâî-èíâàðèàíòíîé
èç-çà íåàññîöèàòèâíîñòè G. Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (G, TG)
ñîâåðøåííî íîðìàëüíî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1.13 â [22]. Êàê è â ïðèìåðå
3.2 ñóùåñòâóþò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî {bj : j ∈ N} â G è V ∈ Be(G) òàêèå,
÷òî clGV êîìïàêòíî, bn+1V ⊂ G−

⋃n
j=1 bjV äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Âîçüì¼ì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Vj ∈ Be(G) ñ V1 ⊆ V ,
⋂∞
j=1 Vj = {e}, Vj+1 ⊂ Vj äëÿ

ëþáîãî j ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, {bj : j ∈ N} è (G−
⋃∞
j=1 bjV ) - íåïåðåñåêà-

þùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â G. Â ñèëó ëåììû Óðûñîíà (òåîðåìû
1.5.10 â [22]) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ C(G,R) òàêàÿ, ÷òî f(G) ⊆ [0, 1],
f(bj) = 1 äëÿ ëþáîãî j ∈ N, f(G−

⋃∞
j=1 bjVj) = {0}.

Äëÿ ëþáîé h ∈ Cb(G,C) := C(G,C) ∩ B(G,C), äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë limj→∞ h(bj) =: sh, çàäàäèì ôóíêöèîíàë Mh = sh. Ïî
òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà M èìååò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå äî ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà íà Cb(G,C), ãäå ‖g‖C(G,C) := supx∈G |g(x)| <∞ äëÿ ëþáîé
g ∈ Cb(G,C). Òîãäà M(f) = 1 è M(fy) = 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ V − {e}, òàê
êàê fy(bn) = 0 äëÿ y /∈ Vj è n > j. Ïîýòîìó Mf ðàçðûâíà.
Ñèììåòðè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò N ∈ C ′b(G,C) è f ∈

Cb(G,C) òàêèå, ÷òî N̄f ðàçðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, C ′b(G,C) íå ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé ñâåðòêè.
Ïðèìåð 2.4. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî êîìïàêòíóþ T1 ëóïó G è ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé Cru(G,F) := {f ∈ Cb(G,F) : ∀0 < ε < ∞,∃V ∈
Be(G),∀a ∈ G, ∀b ∈ G, (a/b ∈ V )→ (‖af − bf‖ < ε}. Åñëè M ∈ Cru(G,F),
òî M̄f(y) = M(yf), supy∈G |M̄af(y) − M̄ bf(y)| ≤ ‖M‖ supy∈G ‖a(yf) −
b(yf)‖ = ‖M‖‖af − bf‖, ñëåäîâàòåëüíî, M̄f(y) ∈ Cru(G,F).
Ñèììåòðè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé Clu(G,F) :=

{f ∈ Cb(G,F) : ∀0 < ε < ∞, ∃V ∈ Be(G),∀a ∈ G, ∀b ∈ G, (a \ b ∈ V ) →
(‖fa − fb‖ < ε}.
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Òîãäà äëÿN èM èç C ′ru(G,F) ñóùåñòâóåò ñâåðòêàN∗M ∈ C ′ru(G,F).
Ñèììåòðè÷íî äëÿ N è M èç C ′lu(G,F) ñóùåñòâóåò N∇M ∈ C ′lu(G,F).
Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü G - ãðóïïîèä, H = B(G,F), ‖f‖ = ‖f‖B(G,F) :=

supx∈G |f(x)| < ∞ äëÿ ëþáîé f ∈ B(G,F). Åñëè M ∈ B′(G,F), f ∈
B(G,F), òî M̄f è Mf ïðèíàäëåæàò B(G,F), ñëåäîâàòåëüíî, B′(G,F) -
àëãåáðà îòíîñèòåëüíî ñâåðòîê ∗ è ∇. Ïðè ýòîì êàæäûé íåïðåðûâíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë N íà B(G,F) èìååò âèä N(f) =

∫
G f(x)µ(dx),

ãäå µ(Ω) = N(χΩ) äëÿ ëþáîãî Ω ⊆ G, µ - êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ ìåðà
µ : 2G → F, f ∈ B(G,F).
Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðà ñâåðòêè íåêîììóòàòèâíà äàæå äëÿ êîììó-

òàòèâíîé G, òàê êàê äëÿ Mj ∈ H′ ñ Mj(bf) = Mj(f) äëÿ ëþáûõ b ∈ G,
f ∈ H,Mj(1) = 1, j ∈ {1, 2},M1 6= M2,M1∗M2(f) = M2(f),M2∗M1(f) =
M1(f).
Ïðèìåð 2.6.ÏóñòüG - íåäèñêðåòíàÿ ëîêàëüíî ñ÷åòíî êîìïàêòíàÿ ëå-

âàÿ T1 ëóïà, à λ - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî G ìåðà íà Fλ(G) ⊃ B(G). Âîçüìåì íåïóñòîå îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî U â G.
Ïîñêîëüêó G ëîêàëüíî ñ÷åòíî êîìïàêòíà, òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îò-

êðûòîå ïîäìíîæåñòâî V â U òàêîå, ÷òî åãî çàìûêàíèå clGV â G ñ÷åòíî
êîìïàêòíî. Îòîáðàæåíèå Lx : G→ G ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì G íà G
äëÿ ëþáîãî x ∈ G, òàê êàê G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ ëóïà, ãäå Lxg = xg
äëÿ âñÿêèõ x è g â G. Èç òåîðåìû 2.3 â [23] ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ëóïà G
ÿâëÿåòñÿ T3-ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê H = {e} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(ii) çàìå÷àíèÿ 2.1 â [23]. Ïîýòîìó ðåãóëÿðíîñòü è íåäèñêðåòíîñòü G âëå-
÷åò, ÷òî card(V ) ≥ ℵ0. Â ñèëó òåîðåìû 2.5 â [23] è ïðåäëîæåíèÿ 1.5.5 â
[22] ñóùåñòâóþò íåïóñòûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà V0 è V1 â G òàêèå,
÷òî clGV0 ∪ clGV1 ⊆ V , clGV0 ∩ clGV1 = ∅. Äàëåå ïî èíäóêöèè ñòðîÿòñÿ
îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Vj(m) â V , ãäå j(m) ∈ {0, 1}m, m ∈ N. Ïóñòü
Vj(m) ïîñòðîåíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà Vj(m),0 è
Vj(m),1 òàêèå, ÷òî clGVj(m),0∪clGVj(m),1 ⊆ Vj(m), clGVj(m),0∩clGVj(m),1 = ∅.
Çàäàäèì Bm :=

⋃
{clGVj(m) : j(m) ∈ {0, 1}m}, m ∈ N, ñëåäîâàòåëü-

íî, Bm çàìêíóòî â G êàê êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ïîäìíî-
æåñòâ. Âîçüìåì C :=

⋂∞
m=1Bm. Åñëè j = (j1, j2, ..., jm, ...) ∈ {0, 1}N,

òî
⋂∞
m=1 clGVj(m) =: Ej íåïóñòî è ñîäåðæèòñÿ â C, òàê êàê clGV ñ÷åòíî

êîìïàêòíî, ãäå j(m) = (j1, ..., jm). Ïðè ýòîì Ej ∩Ei = ∅ äëÿ âñÿêèõ j 6= i
èç {0, 1}N. Ïîýòîìó card(C) ≥ c, ñëåäîâàòåëüíî, card(U) ≥ c.
Îòñþäà òàêæå âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V â G ñî

ñ÷åòíî êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì clGV ñîäåðæèò êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-
ñòâî D ãîìåîìîðôíîå {0, 1}ξ ñ λ(D) = 0, ãäå ξ = χ(G, TG) - òîïîëîãè-
÷åñêèé õàðàêòåð òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (G, TG), TG îáîçíà÷àåò
òîïîëîãèþ íà G. Ïîñêîëüêó G íåäèñêðåòíà, òî ξ ≥ ℵ0. Íåïðåðûâíàÿ
âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà {0, 1}ξ ïîðîæäàåò íåïðåðûâíóþ âåðîÿòíîñòíóþ
ìåðó µ íà D. Îíà èìååò ïðîäîëæåíèå äî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà G,
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Fµ(G). Ïî ïîñòðîåíèþ µ ñèíãóëÿðíà ïî îòíîøåíèþ ê λ. Òàêèì îáðàçîì,
àëãåáðà Ms(G,λ,R) íåòðèâèàëüíà.
Ïðèìåð 2.7. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûå êîìïàêòíûå ëåâûå T1 ëóïû

Gj ñ ëåâî-èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî Gj âåðîÿòíîñòíûìè ìåðàìè µj :
Fµj (Gj) → [0, 1], j ∈ {1, 2}. Äëÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G = G1 × G2

ëåâûõ ëóï, åñëè h ∈ C(G,F), òî h1(x) = h(x, e2) ∈ C(G1,F) è h2(y) =
h(e1, y) ∈ C(G2,F), ãäå x ∈ G1, y ∈ G2, ej - åäèíè÷íûé ýëåìåíò â Gj .
Ïîñêîëüêó M1(h) :=

∫
G1
h(x, e2)µ1(dx) è M2(h) :=

∫
G2
h(e1, y)µ2(dy)

çàäàþò íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû Mj ∈ C ′(Gj ,F), òî ñóùå-
ñòâóþò ìåðû νj ∈ M(G,F) òàêèå, ÷òî Mj(h) =

∫
G h(x, y)νj(dx, dy) ïî

òåîðåìå 7.3.6 â [5]. Òîãäà νj ∈ Ms(G,µ,F), ãäå µ = µ1 × µ2. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ν1 ∗ ν2 = µ. Òî åñòü, â äàííîì ñëó÷àå Ms(G,µ,F) íå ÿâëÿåòñÿ
ïîäàëãåáðîé â M(G,F).
Òåîðåìà 2.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ T1 êâàçè-

ãðóïïà, λ - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî G ìåðà íà Fλ(G). Åñëè µ ∈ M(G,F), ôóíêöèÿ φΩ(y) :=
µ(y \ Ω) íåïðåðûâíà â q ∈ G äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Ω
â G ñ λ(Ω) = 0, ãäå y ∈ G, òî µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî
λ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü W äëÿ q â G òà-

êóþ, ÷òî 0 < λ(W ) < ∞, òàê êàê λ íåîòðèöàòåëüíà è íåòðèâèàëüíà.
Òîãäà η ∈ Ma(G,λ,F) äëÿ η(dx) = χW (x)λ(dx). Â ñèëó òåîðåìû 2.6
η ∗ |µ| ∈Ma(G,λ,F) ñèììåòðè÷íî äëÿ (ïðàâîé) êâàçèãðóïïû. Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 2.3 0 = η ∗ |µ|(Ω) =

∫
G |µ|(y \ Ω)η(dy) ≥

∫
W |µ(y \ Ω)|λ(dy).

Ïîýòîìó φΩ(y) = 0 λ-ï.â. íà W , ñëåäîâàòåëüíî, µ(q \ Ω) = 0. Ïðè ýòîì
(λ(Ω) = 0) ↔ (∀z ∈ G,λ(zΩ) = 0), òàê êàê λ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî G. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, q \ (qΩ) = Ω, ñëåäîâàòåëüíî, µ(q \
(qΩ)) = µ(Ω) = 0, òàê êàê qΩ êîìïàêòíî è λ(qΩ) = 0.
Çàìå÷àíèå 2.4. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíî êîìïàêòíóþ T1 êâàçèãðóï-

ïó G = Q(A) è íåîòðèöàòåëüíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû N è M íà
K(G,F), ãäå K(G,F) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé g : G → F ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì supp(g). Íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèîíàë N íåîòðèöàòåëåí, åñëè Nf ≥ 0 äëÿ ëþáîé f ≥ 0 èç K(G,F), ãäå
f ≥ 0, åñëè f(x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Ïðè ýòîì G ÿâëÿåòñÿ T1 ∩ T3

òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ïî òåîðåìå 2.7 â [23]. Â ñâîþ î÷åðåäü ëî-
êàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü è ðåãóëÿðíîñòü âëåêóò, ÷òî G âïîëíå ðåãóëÿðíà
T1 ∩ T3 1

2
ïî òåîðåìàì 3.3.11 è 3.2.6 â [22]. Â ñèëó òåîðåìû 7.2.8 â [5]

N è M ñîîòâåòñòâóþò ðåãóëÿðíûå áîðåëåâñêèå ìåðû µ è ν òàêèå, ÷òî
Ng =

∫
G g(x)µ(dx) è Mg =

∫
G g(x)ν(dx) äëÿ ëþáîé g ∈ K(G,F). Ñî-

ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7.2.9 â [5] ìåðå µ ñîîòâåòñòâóåò âíåøíÿÿ ìåðà µ∗

òàêàÿ, ÷òî ëþáîå Ω ∈ B(G) ÿâëÿåòñÿ µ∗-èçìåðèìûì. Áîëåå òîãî, äëÿ
îãðàíè÷åíèÿ µ1 ìåðû µ∗ íà Fµ∗(G) è ëþáîé g ∈ K(G,F) âûïîëíÿåòñÿ
Ng =

∫
G g(x)µ1(dx), ïðè÷åì ìåðà µ1 ðåãóëÿðíà è Fµ∗(G) ⊇ B(G) ïî

ïðåäëîæåíèþ 7.2.11 â [5]. Îáîçíà÷èì Wν = supp(ν) è Kg := supp(g) =
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clG{z ∈ G : g(z) 6= 0} äëÿ g ∈ K(G,F). Òîãäà supp(M̄g) ⊆ Kg/Wν ,
ñëåäîâàòåëüíî, M̄ : K(G,F) → K(G,F). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñâåðòêà
N(M̄g) =: N ∗Mg ôóíêöèîíàëîâ N è M , ãäå g ∈ K(G,F). Åñëè äîïîë-
íèòåëüíî supp(µ) =: Wµ σ-êîìïàêòåí, òî supp(µ1×ν1) òîæå σ-êîìïàêòåí.
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè 7.6.7 â [5] äëÿ ëþáîé h ∈ L1(G,µ1 ∗ ν1,F)
âûïîëíÿåòñÿ∫

G h(z)d(µ1 ∗ ν1)(z) =
∫
G×G(h ◦ A)(x, y)(µ1(dx)× ν1(dy))∫

G

(∫
G h(xy)ν1(dy)

)
µ1(dx) =

∫
G

(∫
G h(xy)µ1(dx)

)
ν1(dy), òàê êàê∫

G×G(h ◦ A)(x, y)(µ1(dx) × ν1(dy)) =
∫
Wµ1×Wν1

(h ◦ A)(x, y)(µ1(dx) ×
ν1(dy)), ãäå Wµ1 = supp(µ1), Wν1 = supp(ν1). Â ÷àñòíîñòè,
∀D ∈ Fµ∗∗ν∗(G), µ1 ∗ ν1(D) =

∫
G ν1((x \D) ∩Wν1)µ1(dx).

3 Ñâåðòêè ôóíêöèé íà êâàçèãðóïïàõ.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóïïà, λ -
íåîòðèöàòåëüíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëü-
íî H ⊆ G ìåðà λ : Fλ(G) → [0,∞], f : G → F - λ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Òîãäà bf λ-èçìåðèìà äëÿ ëþáîãî b ∈ H. Åñëè äîïîëíèòåëüíî λ ëåâî-
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî H ⊆ G è f ≥ 0 èëè f ∈ L1(G,λ,F), òî∫
G bf(x)λ(dx) =

∫
G f(x)λ(dx) äëÿ ëþáîãî b ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.1.4, 2.1.7 è ïðèìåðà 2.6.6 â
[5] äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f . Òîãäà
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1.8 â [5] ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîñòûõ íåîòðèöàòåëüíûõ λ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn òàêàÿ,
÷òî limn→∞ fn(x) = f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ G. Ïîýòîìó limn→∞ bfn(x) =

bf(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ G, b ∈ H, ñëåäîâàòåëüíî, bf(x) λ-èçìåðèìà ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 2.1.5 â [5]. Ïðè ýòîì

∫
G bf(x)λ(dx) = limn→∞

∫
G bfn(x)λ(dx) ñî-

ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3.2 â [5].
Åñëè äîïîëíèòåëüíî λ ëåâî-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîH, òî

∫
G bf(x)λ(dx) =∫

G f(z)λ(dz) äëÿ ëþáîãî b ∈ H, òàê êàê λ(bΩ) = λ(Ω) è λ(b \ Ω) = λ(Ω)
äëÿ ëþáûõ Ω ∈ Fλ(G) è b ∈ H, òàê êàê G - ëåâàÿ êâàçèãðóïïà, Lx :
G → G - ãîìåîìîðôèçì G íà G êàê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ
âñÿêîãî x ∈ G.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóïïà,

λ : Fλ(G)→ [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà, 1 ≤
p < ∞, f ∈ Lp(G,λ,F), φ : G × G → G è η : G × G → G - íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî φ(x, η(x, v))η(x, v) = v è η(x, φ(x, z)z) = z
(ëèáî φ(x, η(x, v)) \ η(x, v) = v è η(x, φ(x, z) \ z) = z) äëÿ ëþáûõ x, v,

z èç G. Òîãäà ∀0 < ε < ∞,∀x ∈ G,∃W ∈ Bx(G), ∀y ∈ W, ‖L̂sφ(x,z)f(z) −
L̂sφ(y,z)f(z)‖Lp(G,λ,F) < ε ïðè s = 1 (ëèáî s = −1 ñîîòâåòñòâåííî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.4.3 â [5] ∀0 < ε < ∞,∃h ∈
K(G,F), ‖f − h‖Lp(G,λ,F) < ε/3, supp(h) =: Kh - êîìïàêòåí. Ñîãëàñíî
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ëåììå 2.2 ∀0 < δ <∞, ∀x ∈ G, ∃W ∈ Bx(G), ∀y ∈W, ∀z ∈ G,
|φ(x,z)h(z)− φ(y,z)h(z)| < δ, ñëåäîâàòåëüíî,∫

G |h(φ(x, z)z)− h(φ(y, z)z)|pλ(dz) =∫
{z∈G:(φ(x,z)z∈Kh)∨(φ(y,z)z∈Kh)} |h(φ(x, z)z)− h(φ(y, z)z)|pλ(dz)

≤ δp[λ(η(x,Kh)) + λ(η(y,Kh))],
òàê êàê η(x, φ(x, z)z) = z. Ïîñêîëüêó G ëîêàëüíî êîìïàêòíà, òî W ∈
Bx(G) ìîæíî âçÿòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì clGW , ñëåäîâàòåëüíî,
λ(η(y,Kh)) ≤ λ(η(clGW,Kh)) <∞, òàê êàê λ êîíå÷íà íà ëþáîì êîìïàêò-
íîì ïîäìíîæåñòâå â G, à η(clGW,Kh) êîìïàêòíî ïî òåîðåìå 3.1.10 â [22],
òàê êàê îòîáðàæåíèå η : G × G → G (ñîâìåñòíî) íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó
‖φ(x,z)f(z)− φ(y,z)f(z)‖Lp(G,λ,F) < ε ïðè 0 < δ < ε/(3 max(1, [λ(η(x,Kh)) +

λ(η(clGW0,Kh))]1/p)), ãäåW ⊆W0,W0 ∈ Bx(G), 0 < δ0 = ε/(3 max(1, [2λ(η(x,Kh))]1/p)),
W0 ñîîòâåòñòâóåò δ0 êàê è âûøå äëÿ h, clGW0 êîìïàêòíî, òàê êàê λ(η(clGW0,Kh)) ≥
λ(η(clGW,Kh)) ≥ λ(η(x,Kh)). Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ñëó÷àÿ φ(x, η(x, v))\
η(x, v) = v è η(x, φ(x, z) \ z) = z ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóï-

ïà, λ : Fλ(G) → [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà,
µ ∈ M(G,F), ν ∈ Ma(G,λ,F), ν(dx) = f(x)λ(dx), f ∈ L1(G,λ,F). Òî-
ãäà d(ν ∗ µ)(x) =: (f ∗̃λµ)(x)λ(dx), d(µ ∗ ν)(x) =: (µ∗̃λf)(x)λ(dx). Åñëè
äîïîëíèòåëüíî µ ∈ Ma(G,λ,F), µ(dx) = g(x)λ(dx), g ∈ L1(G,λ,F) òî
(g∗̃λf)(x)λ(dx) := (µ∗̃λf)(x)λ(dx). Åñëè λ çàäàíà, òî êðàòêî ìîæíî ïè-
ñàòü ∗̃ âìåñòî ∗̃λ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî λ ëåâî-èíâàðèàíòíà, òî ∗ òàêæå
èñïîëüçóåòñÿ âìåñòî ∗̃.
Ëåììà 3.1. Ïóñòü G = Q(A) - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóïïà,

λ - ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà îòíîñèòåëüíî G, ν - ìåðà íà G, λ è
ν ñî çíà÷åíèÿìè â [0,∞] èëè F, |ν|- σ-êîíå÷íà, f : G→ F |λ|-èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèè g1(x, y) = f(xy) è g2(x, y) = f(x \ y) |ν| × |λ|-
èçìåðèìû íà G×G, ãäå x ∈ G, y ∈ G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G - òîïîëîãè÷åñêàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèã-

ðóïïà, à ìåðà λ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíà, òî ∀D ∈ Fλ(G), (|λ|(D) = 0)↔
(∀y ∈ G, |λ|(yD) = 0)↔ (∀y ∈ G, |λ|(y\D) = 0), ñëåäîâàòåëüíî, LyFλ(G) =
Fλ(G) è L−1

y Fλ(G) = Fλ(G) äëÿ ëþáîãî y ∈ G, òàê êàê LyB(G) = B(G) è

L−1
y B(G) = B(G). Îòîáðàæåíèÿ A(x, y) = xy èDivl(x, y) = x\y (ñîâìåñò-

íî) íåïðåðûâíû èç G × G â G, ñëåäîâàòåëüíî, A−1(B(G)) ⊂ B(G × G)
è Div−1

l (B(G)) ⊂ B(G × G). Ïîñêîëüêó |ν| σ-êîíå÷íà, òî ∀D ∈ Fλ(G),
∀W ∈ Fν(G), (|λ|(D) = 0) → ((|ν| × |λ|)(W ×D) = 0). Åñëè S ∈ Fλ(G),
òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè 5.2.2 â [5] A−1(S ∩ J) è Div−1

l (S ∩ J) |ν| × |λ|-
èçìåðèìû äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà J â G, ñëåäîâàòåëüíî,
A−1(S) è Div−1

l (S) |ν| × |λ|-èçìåðèìû, òàê êàê G ëîêàëüíî êîìïàêòíà,
|ν|(J) <∞, |λ|(J) <∞. Ïî óñëîâèþ ëåììû f−1(E) ∈ Fλ(G) äëÿ ëþáîãî
E ∈ B(G). Òîãäà èç ïðåäëîæåíèé 2.6.1, 2.6.2 è 2.6.4 â [5] ñëåäóåò, ÷òî
g−1
j (E) ∈ F|ν|×|λ|(G×G) äëÿ ëþáûõ E ∈ B(F), j ∈ {1, 2}.



ÀËÃÅÁÐÛ ÑÂÅÐÒÎÊ ÄËß ÊÂÀÇÈÃÐÓÏÏ 159

Òåîðåìà 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = Q(A) - ëîêàëüíî êîìïàêò-
íàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóïïà, λ : Fλ(G) → [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-
êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà, f ∈ Lp(G,λ,F), ëèáî ν ∈ M(G,F), ëèáî ν :
Fν(G)→ [0,∞] è ν(K) <∞ äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K
â G, è ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V â G ñ 0 < ν(V ) < ∞,
g : G → F |ν|-èçìåðèìà è g(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ G − S, ãäå S
- σ-êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â G. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
0 < κ <∞ òàêàÿ, ÷òî
(à)

∫
G

∫
G |h(y)g(x)f ◦ ξj(x, y)|λ(dy)|ν|(dx) ≤ κ‖h‖Lq(G,λ,F)

äëÿ ëþáîé h ∈ K(G,F), ãäå 1 ≤ p ≤ ∞, p−1 + q−1 = 1, ξ1 = A, ξ2 = Divl.
Åñëè 1 ≤ p <∞ è f |G−D = 0 λ-ï.â., D ⊂ G, D - σ-êîìïàêòíî, òî
(á) ∃

∫
G g(x)f ◦ ξj(x, y)ν(dx) =: kj(y)

è êîíå÷åí äëÿ λ-ï.â. y ∈ G, kj ∈ Lp(G,λ,F), ‖kj‖Lp(G,λ,F) ≤ κ. Åñëè
p = ∞, òî kj(y) ñóùåñòâóåò è êîíå÷íà äëÿ ëîêàëüíî λ-ï.â. y ∈ G,
kj ∈ L∞(G,λ,F), ‖kj‖L∞(G,λ,F) ≤ κ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ν ∈ M(G,F), òî ñóùåñòâóåò |ν|-èçìåðèìàÿ

ôóíêöèÿ t : G → F òàêàÿ, ÷òî ν(dx) = t(x)|ν|(dx) â ñèëó òåîðåìû
Ðàäîíà-Íèêîäèìà. Ïîñêîëüêó ‖ν‖ < ∞, òî ñóùåñòâóåò σ-êîìïàêòíîå
ïîäìíîæåñòâî Θ â G òàêîå, ÷òî |ν|(G−Θ) = 0. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü
ôóíêöèþ t òàêîé, ÷òî t|G−Θ = 0, ïðè÷åì â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé ìå-
ðû ν åñòåñòâåííî t|Θ = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ tg |ν|-èçìåðèìà è tg|G−Θ = 0.
Äëÿ h ∈ K(G,F) ñóùåñòâóåò Kh ⊂ G, Kh êîìïàêòíî, h|G−Kh = 0. Â ñèëó
ëåììû 3.1 ôóíêöèÿ u(x, y) = h(y)t(x)g(x)f ◦ ξj(x, y) |ν| × λ-èçìåðèìà.
Ïóñòü fj(x, y) := |f ◦ ξj(x, y)|. Èç òåîðåìû Ôóáèíè âûòåêàåò, ÷òî∫

G

(∫
G h(y)t(x)g(x)fj(x, y)λ(dy)

)
|ν|(dx) =∫

G

(∫
G h(y)t(x)g(x)fj(x, y)|ν|(dx)

)
λ(dy),

ïðè÷åì ñóùåñòâóåò∫
G h(y)t(x)g(x)fj(x, y)|ν|(dx) = h(y)

∫
G t(x)g(x)fj(x, y)|ν|(dx)

è ýòîò èíòåãðàë êîíå÷åí äëÿ λ-ï.â. y ∈ G. Òîãäà ìîæíî çàäàòü kj(y)
ïî ôîðìóëå (á) â òåõ òî÷êàõ y, â êîòîðûõ ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è
êîíå÷åí, kj(y) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó h ∈ K(G,F) ïðîèç-
âîëüíà, òî ôóíêöèÿ kj λ-èçìåðèìà. Ïðè ýòîì íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì
ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàäîíîâû ìåðû [27] (ñì. òàêæå çàìå÷à-
íèå 2.1 âûøå), òî â ñèëó òåîðåìû 7.2.8 â [5] ìåðà λ ðåãóëÿðíàÿ, òàê êàê
Fλ(G) ⊇ B(G) è λ : Fλ(G)→ [0,∞].
Ïóñòü 1 ≤ p < ∞, f |G−D = 0 λ-ï.â., ãäå D σ-êîìïàêòíî, D ⊂ G.

Ìíîæåñòâà Ω1 = Θ \ D è Ω2 = ΘD σ-êîìïàêòíû â ñèëó (ñîâìåñòíîé)
íåïðåðûâíîñòè ξ1 è ξ2. Ïîýòîìó äëÿ Ωj ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{sn,j : n ∈ N} ⊂ K(G, [0,∞)) òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ sn,j(x) ≤ sn+1,j(x) ≤ 1 äëÿ
ëþáûõ n ∈ N, j ∈ {1, 2} è x ∈ G, limn→∞ sn,j(x) = χΩj (x) λ-ï.â. ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 2.1.8 â [5]. Òîãäà ñóùåñòâóåò
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k̃j(y) = limn→∞ sn,j(y)
∫
G t(x)g(x)fj(x, y)|ν|(dx)

äëÿ λ-ï.â. y ∈ Ωj è k̃j(y)|G−Ωj = 0 ïî òåîðåìå î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè

2.4.1 â [5]. Ïðè ýòîì, åñëè k̃j(y) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò x ∈ Θ òàêîå, ÷òî
t(x)g(x)fj(x, y) 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ Ωj , òàê êàê ξj(x, y) ∈ D. Èç
σ-êîìïàêòíîñòè Ωj âûòåêàåò, ÷òî∣∣∣∣ ∫G k̃j(y)h(y)λ(dy)

∣∣∣∣ ≤ κ‖h‖Lq(G,λ,F),

kj ∈ Lp(G,λ,F) è ‖kj‖Lp(G,λ,F) ≤ κ ïî òåîðåìå 4.5.1 â [5], ãäå 1 ≤ p <∞.
Ïóñòü òåïåðü p = ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ïîä-

ìíîæåñòâî K â G òàêîå, ÷òî λ(Υj∩K) > 0, ãäå Υj îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî
âñåõ òåõ x ∈ G, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë

∫
G t(x)g(x)fj(x, y)|ν|(dx) èëè íå

ñóùåñòâóåò, èëè ∞. Òîãäà äëÿ h ∈ K(G, [0,∞)) ñ h(K) = {1} ïîëó÷àåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (à), ñëåäîâàòåëüíî, Υj - ëîêàëüíî λ-íóëåâîå.
Ïîýòîìó kj(y) ñóùåñòâóåò λ-ï.â.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî {y ∈ G : |kj(y)| > κ} =: Wκ íå ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî λ-íóëåâûì, òîãäà ñóùåñòâóåò η > κ òàêîå, ÷òî Wη íå ëîêàëüíî
λ-íóëåâîå. Òîãäà áû ñóùåñòâîâàëî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K â Wη

ñ λ(K) > 0. Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ìåðà λ ðåãóëÿðíà, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî V â G ñ K ⊂ V è λ(V ∩ (G−K)) <
(η− κ)λ(K)/κ. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ K(G, [0,∞)) òàêàÿ, ÷òî h(K) =
{1}, h(G− V ) = {0}, h(G) ⊆ [0, 1]. Òîãäà ïî òåîðåìå Ôóáèíè
‖h‖L1(G,λ,R)κ ≤ κλ(V ) < κλ(K) + (η − κ)λ(K)

≤
∫
G |h(y)kj(y)|λ(dy) ≤

∫
G

(∫
G |h(y)g(x)fj(x, y)|λ(dy)

)
|ν|(dx).

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (à), ñëåäîâàòåëüíî, kj ∈ L∞(G,λ,F) è
‖kj‖L∞(G,λ,F) ≤ κ.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóïïà,

µ ∈M(G,F), ìåðà λ : Fλ(G)→ [0,∞] íåòðèâèàëüíà è ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíà,

f ∈ L1,∞
G (G,λ,F), ãäå Lp,rG (G,λ,F) := {g : G → F : ∀x ∈ G, sx(z) ∈

Lp(G,λ,F), sx(z) := g(x\z)λL
−1
x (dz)/λ(dz), ‖g‖Lp,rG (G,λ,F) := ‖h(x)‖Lr(G,λ,F) <

∞, ‖sx(z)‖Lp(G,λ,F) =: h(x) ∈ Lr(G,λ,F)}, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ ∞. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ñâåðòêà

µ∗̃λf(x) =
∫
G
λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)µ(dy)

äëÿ λ-ï.â. x ∈ G.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2.3 ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫
G g(y)d(µ ∗ ν)(y) =

∫
G

∫
G g(xy)f(y)λ(dy)µ(dx)

äëÿ ëþáîé g ∈ K(G,F), ãäå ν(dx) = f(x)λ(dx). Èç òåîðåìû 3.1 âûòåêàåò,
÷òî∫

G g(xy)f(y)λ(dy) =
∫
G g(z)f(x \ z)λ

L−1
x (dz)
λ(dz) λ(dz), ñëåäîâàòåëüíî,∫

G g(y)d(µ ∗ ν)(y) =
∫
G

∫
G g(z)f(x \ z)λ

L−1
x (dz)
λ(dz) λ(dz)µ(dx).

Ïîñêîëüêó ν ∈ Ma(G,λ,F), òî ñóùåñòâóåò σ-êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî
S â G òàêîå, ÷òî f |G−S = 0 λ-ï.â. Èç òåîðåì 3.3 è 2.2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
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G

∫
G |g(z)f(x \ z)|λ

L−1
x (dz)
λ(dz) λ(dz)|µ|(dx) ≤ ‖g‖C(G,F)‖µ‖‖f‖L1,∞

G (G,λ,F)
<

∞.

Ïîýòîìó
∫
G f(x \ y)λ

L−1
x (dy)
λ(dy) µ(dx) =: k(y) ∈ L1(G,λ,F). Òîãäà ïî òåîðåìå

Ôóáèíè∫
G g(y)k(y)λ(dy) =

∫
G

(∫
G g(y)f(x\y)λ

L−1
x (dy)
λ(dy) µ(dx)

)
λ(dy) =

∫
G g(y)(µ∗̃λf)(y)λ(dy)

äëÿ ëþáîé g ∈ K(G,F), ãäå (µ∗̃λf)(y) =
∫
G f(x \ y)λ

L−1
x (dy)
λ(dy) µ(dx), ñëåäî-

âàòåëüíî, ‖µ∗̃λf − k‖L1(G,λ,F) = 0 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 4.2.5 è 7.3.2 â
[5].
Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4 è h ∈ L1(G,λ,F),

òî ñóùåñòâóåò ñâåðòêà (h∗̃λf)(y) =
∫
G h(x)f(x \ y)λ

L−1
x (dy)
λ(dy) λ(dx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå ñëåäñòâèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåî-
ðåìû 3.4 ïðè µ(dx) = h(x)λ(dx).
Çàìå÷àíèå 3.1. Â îòëè÷èå îò ãðóïï èç-çà íåàññîöèàòèâíîñòè (ëåâîé)

êâàçèãðóïïû G â îáùåì ñëó÷àå ñâåðòêè (bh)∗̃λf è b(h∗̃λf) ìîãóò áûòü
ðàçëè÷íû, ãäå b ∈ G, b 6= e.
Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4 è ìåðà λ ëåâî-èíâàðèàíòíà

îòíîñèòåëüíî G, òî λL
−1
x (dy)
λ(dy) = 1 è Lp,∞G (G,λ,F) = Lp(G,λ,F). Åñëè äî-

ïîëíèòåëüíî λ(G) < ∞, òî Lp,rG (G,λ,F) èçîìîðôíî Lp(G,λ,F), òàê êàê
h(x) = ‖g‖Lp(G,λ,F) â ýòîì ñëó÷àå, ãäå 1 ≤ r <∞.
Òåîðåìà 3.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ

T1 êâàçèãðóïïà, µ ∈ M(G,F), ìåðà λ : Fλ(G) → [0,∞] íåòðèâèàëüíà
è ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíà, f ∈ Lp,∞G (G,λ,F) è 1 ≤ p ≤ ∞. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî S ∈ Fλ(G) ñ λ(S) = 0 ïðè 1 ≤ p < ∞, S
- ëîêàëüíî λ-íóëåâîå ïðè p = ∞, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ G − S
ñóùåñòâóåò ñâåðòêà

µ∗̃λf(x) =
∫
G
λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)µ(dy).

Åñëè äîîïðåäåëèòü ñâåðòêó µ∗̃λf |S = 0, òî ‖µ∗̃λf‖Lp(G,λ,F) ≤ ‖µ‖‖f‖Lp,∞G (G,λ,F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè 1 ≤ p < ∞ ñóùåñòâóåò σ-êîìïàêòíîå ïîäìíî-
æåñòâî D â G òàêîå, ÷òî f |G−D = 0 λ-ï.â., òàê êàê f ∈ Lp,∞G (G,λ,F) ⊂
Lp(G,λ,F). Ïîñêîëüêó µ ∈M(G,F), êâàçèãðóïïà G ëîêàëüíî êîìïàêò-
íà, òî supp(|µ|) σ-êîìïàêòåí. Ïðèìåíåíèå íåðàâåíñòâà Ã¼ëäåðà (ïðåäëî-
æåíèå 3.3.2 â [5]) äà¼ò∫

G |
λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)h(x)|λ(dx) ≤(∫

G |
λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)|pλ(dx)

)1/p(∫
G |h(x)|qλ(dx)

)1/q

≤ ‖f‖Lp,∞G (G,λ,F)‖h‖Lq(G,λ,F)

ïðè 1 ≤ p <∞ äëÿ ëþáîé h ∈ K(G,F) è
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∫
G |

λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y\x)h(x)|λ(dx) ≤ essλ−supx∈G |

λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y\x)|‖h‖L1(G,λ,F) ≤

‖f‖L∞,∞G (G,λ,F)‖h‖L1(G,λ,F) ïðè p =∞, ãäå p−1 + q−1 = 1.

Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.3 ïðè
èñïîëüçîâàíèè g = χsupp(|µ|), κ = ‖µ‖‖f‖Lp,∞G (G,λ,F), ξ2(x, y) = x \ y.
Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4, íî óæå

ñ f ∈ Lp,rG (G,λ,F), µ(dx) = η(x)λ(dx) è 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ ∞ è η ∈
Lt(G,λ,F), ãäå r−1+t−1 = 1, òî ñóùåñòâóåò ñâåðòêà η∗̃λf ∈ Lp(G,λ,F)
è ‖η∗̃λf‖Lp(G,λ,F) ≤ ‖f‖Lp,rG (G,λ,F)‖η‖Lt(G,λ,F), ãäå η∗̃λf |S = 0 äëÿ S èç
òåîðåìû 3.5.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå âûòåêàåò èç òåîðåì 3.3, 3.5, Ôóáèíè è

íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà, òàê êàê

(η∗̃λf)(x) =
∫
G η(y)λ

L−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)λ(dy)

äëÿ ëþáîãî x ∈ G− S, η∗̃λf |S = 0 è∫
G |η(y)|

(∫
G |

λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)h(x)|λ(dx)

)
λ(dy) ≤

∫
G |η(y)|

(∫
G |

λL
−1
y (dx)
λ(dx) f(y \ x)|pλ(dx)

)1/p

λ(dy)‖h‖Lq(G,λ,F)

≤ ‖f‖Lp,rG (G,λ,F)‖η‖Lt(G,λ,F)‖h‖Lq(G,λ,F).

Òåîðåìà 3.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1

êâàçèãðóïïà, ìåðà λ : Fλ(G)→ [0,∞] íåòðèâèàëüíà è ëåâî-èíâàðèàíòíà,
f ∈ LpG(G,λ,F), 1 ≤ p < ∞. Òîãäà ∀0 < ε < ∞, ∀b ∈ G, ∃W ∈ Bb(G),
∀µ ∈ M(G, [0, 1]) òàêîé, ÷òî µ(G) = 1 è µ(G −W ) = 0 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ‖µ∗̃λf − L̂−1
b f‖Lp(G,λ,F) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3.5 è çàìå÷àíèÿ 3.1 ñóùåñòâóåò
ñâåðòêà µ∗̃λf ∈ Lp(G,λ,F), òàê êàê λ ëåâî-èíâàðèàíòíà. Ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 3.2 ∀0 < ε <∞, ∀b ∈ G, ∃W ∈ Bb(G), ∀y ∈W , ‖L̂−1
y f−L̂−1

b f‖Lp(G,λ,F) <

ε/2, ãäå L̂−1
y f(x) = f(y \x), òàê êàê y(y \x) = x äëÿ ëþáûõ x è y â ëåâîé

êâàçèãðóïïå G. Òîãäà äëÿ ëþáûõ h ∈ K(G,F), µ ∈M(G, [0, 1]) ñ µ(G) = 1
è µ(G−W ) = 0 â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè∫

G |µ∗̃f(x)− f(b \ x)||h(x)|λ(dx) =∫
G

∣∣∣∣ ∫W (f(y \ x)− f(b \ x))µ(dy)

∣∣∣∣|h(x)|λ(dx) ≤∫
W

(∫
G |f(y \ x)− f(b \ x)||h(x)|λ(dx)

)
µ(dy) ≤∫

W ‖L̂
−1
y f − L̂−1

b f‖Lp(G,λ,F)‖h‖Lq(G,λ,F)µ(dy) ≤ ε‖h‖Lq(G,λ,F)/2,

ãäå p−1 + q−1 = 1. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 7.3.2 â [5] âûòåêàåò, ÷òî

‖µ∗̃λf − L̂−1
b f‖Lp(G,λ,F) < ε.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ T1 ëóïà, λ : Fλ(G)→
[0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà, ôàêòîð êâàçè-

èíâàðèàíòíîñòè ψ(x, y) = λL
−1
x (dy)/λ(dy) íåïðåðûâåí íà G × G, 0 <

α = infx∈G,y∈G ψ(x, y) ≤ supx∈G,y∈G ψ(x, y) = β < ∞, 1 ≤ r ≤ ∞,
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r−1 + t−1 = 1, f ∈ Lt(G,λ,F), g ∈ L∞,rG (G,λ,F). Òîãäà ñâåðòêà f ∗̃λg
íåïðåðûâíà. Ïðè÷åì f ∗̃λg ∈ C0(G,F) ïðè 1 < r <∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ(x, y) = y/(e/(y \ x)). Ïîñêîëüêó ψ(x, y) è

φ(x, y) íåïðåðûâíû íà G × G, ψ(x, y) îãðàíè÷åíà íà G × G, òî ∀x ∈ G,
äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K â G, ∀0 < ε < ∞, ∀Pe ∈
Be(G), ∃Qe ∈ Be(G), ∀s ∈ Qex, ∀y ∈ K, |ψ(y, x) − ψ(y, s)| < ε è φ(s, y) ∈
Peφ(x, y) ïî òåîðåìàì 2.5 è 2.6 â [23]. Ôóíêöèþ g ìîæíî äîîïðåäåëèòü ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà λ ìåðû íóëü â êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé
â L∞,rG (G,λ,F), òàê ÷òî ïðè 1 ≤ r < ∞, ∀0 < ε < ∞, ∃h ∈ K(G,F),

‖g̃(x)(y) − h̃(x)(y)‖Lr(G,λ,F) < ε äëÿ ëþáîãî x ∈ G, ãäå ǧ(y) = g(y \ e),
g̃(x)(y) = ǧ(φ(x, y) \ y)ψ(y, x), òàê êàê 0 < α ≤ β <∞, ãäå supp(h) =: Kh

êîìïàêòåí ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7.4.4 â [5]. Òîãäà∫
G f(y)g(y \ x)ψ(y, x)λ(dy) =∫
G f(y)ǧ(φ(x, y) \ y)ψ(y, x)λ(dy) è∫
G |f(y)ǧ(φ(x, y) \ y)ψ(y, x)|λ(dy) ≤ ‖f‖Lt(G,λ,F)‖g̃(x)(y)‖Lr(G,λ,F) <∞

ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà è ñëåäñòâèþ 3.2, òàê êàê
‖g̃(x)(y)‖Lr(G,λ,F) = {

∫
G |ǧ(φ(x, y) \ y)ψ(y, x)|rλ(dy)}1/r <∞

äëÿ âñåõ x ∈ G, ïðè÷åì supp(h̃(x)) =: Kh̃(x)
êîìïàêòåí äëÿ ëþáîãî x ∈ G.

Èòàê, ñâåðòêà f ∗̃λg ñóùåñòâóåò è êîíå÷íà äëÿ ëþáûõ x ∈ G, 1 ≤ r <∞.
Ïîñêîëüêó (x/y)\x = y, x/(y\x) = y, φ(x, y) = y/(e/(y\x)) äëÿ ëþáûõ

x, y èçG, òî η(x, z) = x/(z\e), φ(x, η(x, z))\η(x, z) = z, η(x, φ(x, y)\y) = y,
g(z) = ǧ(e/z) äëÿ ëþáûõ x, y, z èç G. Òîãäà
f ∗̃λg(x)− f ∗̃λg(s) =∫
G f(y)[ǧ(φ(x, y) \ y)ψ(y, x)− ǧ(φ(s, y) \ y)ψ(y, s)]λ(dy), ñëåäîâàòåëüíî,

∀x ∈ G, ∀0 < δ <∞, ∃Qe ∈ Be(G), ∀s ∈ Qex, ‖g̃(x)(y)−g̃(s)(y)‖Lr(G,λ,F) < δ
è
|f ∗̃λg(x) − f ∗̃λg(s)| ≤ ‖f‖Lt(G,λ,F)‖g̃(x)(y) − g̃(s)(y)‖Lr(G,λ,F) < ε ïðè

0 < δ ≤ ε/max(‖f‖Lt(G,λ,F), 1) â ñèëó ëåììû 2.2, òåîðåìû 3.2 è ñëåäñòâèÿ
3.2. Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêà f ∗̃λg(x) íåïðåðûâíà ïðè 1 ≤ r <∞.
Åñëè f ∈ K(G,F) è h ∈ K(G,F), òî f ∗̃λh(x) ∈ K(G,F), òàê êàê

supp(f ∗̃λh) ⊆ KfKh, ãäå Kh = supp(h). Ïîñêîëüêó 0 < α ≤ β < ∞,
òî ïðè 1 < r < ∞ ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn è hn â K(G,F)
òàêèå, ÷òî limn→∞ ‖f − fn‖Lt(G,λ,F) = 0 è limn→∞ ‖g− hn‖L∞,rG (G,λ,F) = 0,

òàê êàê 1 < t <∞. Òîãäà limn→∞ sups∈G |f ∗̃λg(s)−fn∗̃λhn(s)| = 0 ñîãëàñ-
íî ñëåäñòâèþ 3.2, òàê êàê φ : G×G→ G, ψ : G×G→ [α, β] íåïðåðûâíû.
Ïîýòîìó f ∗̃λg ∈ C0(G,F) ïðè 1 < r <∞.
Â ñëó÷àå r =∞ ñóùåñòâóåò σ-êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî S â G òàêîå,

÷òî
∫
G−S |f(y)|λ(dy) = 0, òàê êàê t = 1. Ïðè ýòîì èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {Sn : n ∈ N} êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî Sn ⊆ Sn+1 ⊆ S
äëÿ ëþáîãî n ∈ N,

⋃∞
n=1 Sn = S è limn→∞ ‖f − fχSn‖L1(G,λ,F) = 0,

fχSn ∈ LpG(G,λ,F) ñ 1 < p < ∞ ïî òåîðåìå Ëóçèíà [5] . Ïðè ýòîì
äëÿ êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè W òî÷êè x ∈ G òàêîé, ÷òî x ∈ IntG(W ),
clG(IntG(W )) = W ,

(fχSn)∗̃λg(s) =
∫
G(fχSn)(y)g(y \ s)ψ(y, x)λ(dy)
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=
∫
G(fχSn)(y)(gχSn\W )(y \ s)ψ(y, x)λ(dy)

äëÿ ëþáîé s ∈ W , à Sn \W êîìïàêòíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (gχSn\W ) ∈
L∞,qG (G,λ,F) ñ 1 < q < ∞, q−1 + p−1 = 1, òàê êàê 0 < α ≤ β < ∞. Èç
äîêàçàòåëüñòâà âûøå âûòåêàåò, ÷òî ñâåðòêà (fχSn)∗̃λg íåïðåðûâíà íà G,
òàê êàê x ïðîèçâîëüíî, à s ∈W .
Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h : G → F âûïîëíÿåòñÿ supx∈G |h(x)| =

‖h‖L∞(G,λ,F), òàê êàê 0 < λ(U) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà
U â G. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ((fχSn)∗̃λg)χW ôóíäàìåíòàëüíà â
C(W,F) îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖h‖C(W,F) := sups∈W |h(s)| ñîãëàñíî ñëåä-
ñòâèþ 3.2. Èòàê, ((fχSn)∗̃λg)χW ñõîäèòñÿ ê (f ∗̃λg)χW ïî íîðìå ‖h‖C(W,F)

äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâàW âG òàêîãî, ÷òî clG(IntG(W )) =
W , ñëåäîâàòåëüíî, f ∗̃λg íåïðåðûâíà.
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ

T1 ëóïà, λ : Fλ(G)→ [0,∞] - ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà, A ∈ Fλ(G),
B ∈ Fλ(G), 0 < λ(A) < ∞, 0 < λ(x/B) < ∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ AB,

0 < αλ := essλ×λ − infx∈G,y∈G ψ(x, y) < ∞, ãäå ψ(x, y) = λL
−1
x (dy)/λ(dy).

Òîãäà ôóíêöèÿ k(x) = λ(A∩(x/B)) íåïðåðûâíà è íåíóëåâàÿ, IntG(AB) 6=
∅. Åñëè x1 ∈ G, B ⊇ D \x1, D ∈ Fλ(G), λ(A∩D) > 0, òî AB ñîäåðæèò
îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x1. Åñëè äîïîëíèòåëüíî clGA è clGB
êîìïàêòíû, òî k ∈ K(G, [0,∞)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè χA(y) è χx/B(y) ïðè-

íàäëåæàò L2(G,λ,R). Ïîñêîëüêó
k(x) =

∫
G χA(y)χB(y \ x)λ(dy) = λ(A ∩ (x/B)), òî

|k(x)− k(s)| ≤ (λ(A))1/2‖χ̌B(φ(x, y) \ y)− χ̌B(φ(s, y) \ y)‖L2(G,λ,R)

ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ãäå f̌(y) = f(y \ e), φ(x, y) =
y/(e/(y \ x)). Â ñèëó òåîðåìû 3.2 ôóíêöèÿ k(x) íåïðåðûâíà.
Åñëè clGA è clGB êîìïàêòíû, òî k ∈ K(G, [0,∞)), òàê êàê k(x) = 0

ïðè x ∈ G−AB, G−AB ⊆ G− (clGA)(clGB). Ïðè ýòîì∫
G k(x)λ(dx) =

∫
G

(∫
G χA(y)χB(y \ x)λ(dy)

)
λ(dx)

=
∫
G

(∫
G χB(y \ x)λ(dx)

)
χA(y)λ(dy) ≥ αλλ(A)λ(B) > 0

ïî òåîðåìå Ôóáèíè, ñëåäîâàòåëüíî, k(x) - íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì
k(x) ïîëîæèòåëüíà íà íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè Wx0 òî÷êè x0,
â êîòîðîé k(x0) > 0, ïðè÷åì Wx0 ⊂ AB, òàê êàê k(x) íåïðåðûâíà. Åñëè
x1 ∈ G, B ⊇ D \ x1, D ∈ Fλ(G), λ(A ∩D) > 0, òî k(x1) = λ(A ∩D), òàê
êàê x1/(D\x1) = D, ñëåäîâàòåëüíî, AB ñîäåðæèò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü
òî÷êè x1.
Òåîðåìà 3.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ T1 ëó-

ïà, λ : Fλ(G) → [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìå-

ðà, ôàêòîð êâàçèèíâàðèàíòíîñòè ψ(x, y) = λL
−1
x (dy)/λ(dy) íåïðåðûâåí

íà G × G, 0 < α = infx∈G,y∈G ψ(x, y) ≤ supx∈G,y∈G ψ(x, y) = β < ∞,
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1 < p <∞, 1 < q <∞, p−1 +q−1 > 1, p−1 +q−1 = 1+r−1, f ∈ Lp(G,λ,F),
g ∈ L∞,qG (G,λ,F) ∩ Lq,∞G (G,λ,F). Òîãäà f ∗̃λg ∈ Lr(G,λ,F) è

‖f ∗̃λg‖Lr(G,λ,F) ≤ ‖f‖Lp(G,λ,F)‖g‖
1−q/r
L∞,qG (G,λ,F)

‖g‖q/r
Lq,∞G (G,λ,F)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó 1 < p < ∞, 1 < q < ∞, òî ñóùåñòâóþò
σ-êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà Sf è Sg â G òàêèå, ÷òî f |G−Sf = 0, g|G−Sg =
0 (λ-ï.â.). Ïîýòîìó∫

G |f(y)ψ(y, x)g(y \ x)|λ(dy) =∫
G(|f(y)|p/r|ψ(y, x)g(y \ x)|q/r)|f(y)|1−p/r|ψ(y, x)g(y \ x)|1−q/rλ(dy).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2 ζ(x)(y) ∈ L1(G,λ,F) äëÿ λ-ï.â. x ∈ G, ãäå ζ(x)(y) =
|f(y)|p|ψ(y, x)g(y \ x)|q. Èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà âûòåêàåò, ÷òî∫

G |f(y)ψ(y, x)g(y \ x)|λ(dy) ≤
(∫

G |f(y)|p|ψ(y, x)g(y \ x)|qλ(dy)

)1/r

(∫
G |f(y)|pλ(dy)

)(q−1)/q(∫
G |ψ(y, x)g(y \ x)|qλ(dy)

)(p−1)/p

,

òàê êàê 1 − p/r = p(q − 1)/q è 1 − q/r = q(p − 1)/p. Ïîñêîëüêó f =
f1 + if2, fj = f+

j − f−j , ãäå i =
√
−1, fj : G → R, f+

j : G → [0,∞),

f−j : G→ [0,∞) [5], òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíûõ
ôóíêöèé f è g. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé fn è gn òàêèå, ÷òî limn→∞ fn(x) =
f(x) è limn→∞ gn(x) = g(x) äëÿ âñÿêîãî x ∈ G. Â ñèëó òåîðåìû 3.7
fn∗̃λgn ∈ C0(G, [0,∞)), òàê êàê fn ∈ Lt(G,λ,F), gn ∈ L∞,sG (G,λ,F),
ãäå 1 < t < ∞, t−1 + s−1 = 1. Ïî òåîðåìå î ìîíîòîííîé ñõîäèìî-
ñòè äëÿ ëþáîãî x ∈ G ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞ fn∗̃λgn(x) = f ∗̃λg,
ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà f ∗̃λg ÿâëÿåòñÿ (Fλ(G),B(F))-èçìåðèìîé, òî åñòü
(f ∗̃λg)−1(B(F)) ⊆ Fλ(G). Ôóíêöèè η1(x, y) = |ψ(y, x)g(y \x)|q è η(x, y) =
|f(y)|pη1(x, y) |ν|×λ-èçìåðèìû äëÿ ëþáîé σ-êîíå÷íîé âàðèàöèè |ν| ìåðû
ν ñ Fν(G) ⊇ B(G) ñîãëàñíî ëåììå 3.1. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà(∫

G |f(y)ψ(y, x)g(y \ x)|λ(dy)

)r
≤ ‖f‖rp(q−1)/q

Lp(G,λ,F)

‖g‖rq(p−1)/p

L∞,qG (G,λ,F)

(∫
G |f(y)|p|ψ(y, x)g(y \ x)|qλ(dy)

)
.

Èç òåîðåìû Ôóáèíè âûòåêàåò, ÷òî∫
G

(∫
G |f(y)|p|ψ(y, x)g(y\x)|qλ(dy)

)
λ(dx) ≤ ‖f‖pLp(G,λ,F)‖g‖

q
Lq,∞G (G,λ,F)

,

ñëåäîâàòåëüíî,(∫
G |f ∗̃λg(x)|rλ(dx)

)1/r

≤
(∫

G

(∫
G |f(y)ψ(y, x)g(y\x)|λ(dy)

)r
λ(dx)

)1/r

≤ ‖f‖Lp(G,λ,F)‖g‖
1−q/r
L∞,qG (G,λ,F)

‖g‖q/r
Lq,∞G (G,λ,F)

.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü J - òîïîëîãè÷åñêèé T1 ãðóïïîèä, b ∈ J ,
{xγ : γ ∈ Λ} ⊂ J , Λ - íàïðàâëåííîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü G - ãðóïïîèä,
äåéñòâóþùèé áèåêòèâíî ñëåâà (èëè ñïðàâà) íà J , òî åñòü çàäàíî îòîáðà-

æåíèå G 3 b 7→ L̂b, L̂b : J → J áèåêòèâíî (èëè G 3 b 7→ R̂b, R̂b : J → J
ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ ëþáîãî b ∈ G. Åñëè b ∈ G, ∀y ∈ G, ∀z ∈ G òàêèõ,
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÷òî L̂−1
b y = z (èëè R̂−1

b y = z), ∃ limγ∈Λ xγy = z (èëè ∃ limγ∈Λ yxγ = z) , òî
íàïðàâëåííîñòü {xγ : γ ∈ Λ} íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûì îáðàòíûì
ëåâûì (èëè ïðàâûì ñîîòâåòñòâåííî) ñäâèãîì íà b â J . Â ÷àñòíîñòè, åñëè
b = el - ëåâàÿ (èëè b = er - ïðàâàÿ) åäèíèöà â G, òî {xγ : γ ∈ Λ} íàçû-
âàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé ëåâîé (èëè ïðàâîé ñîîòâåòñòâåííî) åäèíèöåé
â J .
Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1 êâàçèãðóï-

ïà, λ : Fλ(G) → [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà,

ôàêòîð êâàçèèíâàðèàíòíîñòè ψ(x, y) = λL
−1
x (dy)/λ(dy) íåïðåðûâåí íà

G × G, 0 < α = infx∈G,y∈G ψ(x, y) ≤ supx∈G,y∈G ψ(x, y) = β < ∞, b ∈ G,
J = (Ma(G,λ,F), ∗). Òîãäà J ñîäåðæèò àïïðîêñèìàòèâíûé îáðàòíûé
ëåâûé ñäâèã íà b.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè µ ∈Ma(G,λ,F), òî (L̂−1

b µ)(Ω) = µ(b \ Ω) äëÿ
ëþáîãî Ω ∈ Fλ(G). Ïîñêîëüêó Lb : G → G - ãîìåîìîðôèçì G êàê òîïî-

ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî L̂b : J → J - áèåêöèÿ, òàê êàê LbL
−1
b = id,

L−1
b Lb = id, ãäå id(z) = z äëÿ ëþáîãî z ∈ G. Äëÿ áàçû Bb(G) îòêðûòûõ

îêðåñòíîñòåé òî÷êè b èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ íàïðàâëåííîñòü ïî âêëþ÷å-
íèþ: U ≥ V , åñëè U ⊆ V . Ðàññìîòðèì ïîäñåìåéñòâî W â Bb(G) òàêèõ
U ∈ Bb(G), ÷òî çàìûêàíèå clGU êîìïàêòíî. Äëÿ ëþáîé U ∈ W ñóùå-
ñòâóåò ìåðà µU ∈ Ma(G,λ, [0, 1]) òàêàÿ, ÷òî µU (U) = 1, µU (G − U) = 0.
Èç òåîðåì 2.6, 3.2 è 3.7 âûòåêàåò, ÷òî {µU : U ∈ W} - àïïðîêñèìàòèâíûé
îáðàòíûé ëåâûé ñäâèã íà b â J .
Òåîðåìà 3.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ

T1 êâàçèãðóïïà, λ : Fλ(G)→ [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ
ìåðà. Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X â Ma(G,λ,F) ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì èäåàëîì â àëãåáðå (Ma(G,λ,F),+, ∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∀µ ∈ X, ∀b ∈ G, δb ∗ µ ∈ J .
Äîêàçàòåëüñòâî.ÏóñòüX - çàìêíóòûé ëåâûé èäåàë â àëãåáðå (Ma(G,λ,F),+, ∗),

b ∈ G. Â ñèëó òåîðåìû 3.9 â áàíàõîâîì ãðóïïîèäå J = (Ma(G,λ,F), ∗)
ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìàòèâíûé îáðàòíûé ëåâûé ñäâèã {µU : U ∈ W} íà
b. Òîãäà limU∈W µU ∗ µ ∈ X äëÿ ëþáîé µ ∈ X, òàê êàê X - çàìêíóòûé
ëåâûé èäåàë. Èòàê, L̂−1

b µ ∈ X.

Ïóñòü îáðàòíî ∀µ ∈ X, ∀b ∈ G, L̂−1
b µ ∈ X. Èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà

âûòåêàåò, ÷òî ∀ν ∈ Ma(G,λ,F), ∀µ ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâ-
íîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà M : Ma(G,λ,F) → F íà áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå Ma(G,λ,F) òàêîãî, ÷òî M(X) = 0, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
M(ν ∗ µ) = 0, òî ν ∗ µ ∈ X.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ M ∈ (Ma(G,λ,F), ‖ · ‖)′ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

g = gM ∈ L∞(G,λ,F) òàêàÿ, ÷òî M(µ) =
∫
G g(x)µ(dx) äëÿ ëþáîé µ ∈

Ma(G,λ,F) ñîãëàñíî òåîðåìå 2.6, òàê êàê (L1(G,λ,F))′ = L∞(G,λ,F) -
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ L1(G,λ,F). Ïîýòîìó
M(ν ∗ µ) =

∫
G g(x)d(ν ∗ µ)(x) =∫

G

∫
G g(xy)µ(dy)ν(dx) =

∫
G

[ ∫
G

∫
G g(zy)dδx(z)µ(dy)

]
ν(dx)
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=
∫
GM(δx ∗ µ)ν(dx) =

∫
GM(L̂−1

x µ)ν(dx) = 0

äëÿ ëþáûõ M ∈ (Ma(G,λ,F), ‖ · ‖)′ ñ M(X) = 0, òàê êàê L̂−1
x µ ∈ X äëÿ

ëþáîãî x ∈ G. Èòàê, X - çàìêíóòûé ëåâûé èäåàë â (Ma(G,λ,F),+, ∗).
Òåîðåìà 3.11. Ïóñòü G - ëåâàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ íåäèñêðåòíàÿ

T1 ëóïà, λ : Fλ(G) → [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà.
Òîãäà íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé ìåðû µ ∈ Mc(G,F) òàêîé, ÷òî µ ∗
ν = ν äëÿ ëþáîé ν ∈Ma(G,λ,F).
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò µ ∈Mc(G,F)

òàêàÿ, ÷òî µ∗ν = ν äëÿ ëþáîé ν ∈Ma(G,λ,F). Ïîñêîëüêó µ({e}) = 0, òî
ñóùåñòâóåò U ∈ Be(G) ñ 0 < |µ|(U) < 1. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò V ∈ Be(G)
ñ (V \ V ) ⊂ U . Òîãäà χV ∈ L1(G,λ,F) è

1 = χV (x) = µ ∗ χV (x) =
∫
G χV (y \ x)µ(dy) â ñèëó òåîðåìû 2.6, íî∣∣∣∣ ∫G χV (y \ x)µ(dy)

∣∣∣∣ ≤ ∫U χV (y \ x)|µ|(dy) < 1.

Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå äëÿ ν ∈Ma(G,λ,F) òàêîé, ÷òî ν(dx) = χV (x)λ(dx).
Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ

T1 ëóïà, ñåìåéñòâà LG è RG îêðóæåíèé äèàãîíàëè íåýêâèâàëåíòíû,
ãäå LG := {LU,G : U ∈ Be(G)}, RG := {RU,G : U ∈ Be(G)}, LU,G :=
{(x, y) ∈ G × G : x \ y ∈ U}, RU,G := {(x, y) ∈ G × G : y/x ∈ U}, λ :
Fλ(G) → [0,∞] - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, 1 ≤ p < ∞.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f ∈ Lp(G,λ,F) òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå
G 3 x 7→ xf ∈ Lp(G,λ,F) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì ñëåâà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâà LG è RG íåýêâèâàëåíòíû, òî

∃U ∈ Be(G), ∀V ∈ Be(G) ñ V ⊆ U , ∃x ∈ G, U \ x íå ñîäåðæèòñÿ â
x/V , òàê êàê ∃U1 ∈ Be(G), ∀V1 ∈ Be(G) ñ V1 ⊆ U1, ∃x ∈ G, U1x íå
ñîäåðæèòñÿ â xV1, U \ x ⊆ U1x, x/V ⊇ xV1 â ñèëó òåîðåì 2.5 è 2.6 â [23].
Ïóñòü x òàêîå, ÷òî U \ x íå ñîäåðæèòñÿ â x/U , òîãäà î÷åâèäíî ∀V ⊂ U ,
U \ x íå ñîäåðæèòñÿ â x/V . Ïðè ýòîì B := (x/(x/U)) − U 6= ∅, òàê êàê
b1\x = (x/(x/v1))\x = x/v1 äëÿ v1 ∈ U ïðè b1 = x/(x/v1). Â ñèëó òåîðåì
2.5 è 2.6 â [23] ñóùåñòâóåò W ∈ Be(G) òàêàÿ, ÷òî W ⊆ U , 0 < λ(W ) <∞,
((B \x) \W )∩ (x \W ) = ∅, òàê êàê b \x 6= x äëÿ ëþáîãî b ∈ B, è òàê êàê
λ íåòðèâèàëüíà. Òîãäà
‖b\xχW − xχW ‖Lp(G,λ,F) = [2λ(W )]1/p

äëÿ ëþáîãî b ∈ B, òàê êàê λ ëåâî-èíâàðèàíòíà. Ïðè ýòîì x ∈ x/V ,
à b ∈ B ìîæíî áðàòü òàêèì, ÷òî b \ x ∈ x/V , ãäå V ∈ Be(G), V ⊆
U . Ïîñêîëüêó x/V - îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x, Bx(G) = LxBe(G),
(x/v)v = x äëÿ ëþáûõ v ∈ G, ∃V2 ∈ Be(G), xV2 ⊆ x/V , òî îòîáðàæåíèå
G 3 x 7→ xχW ∈ Lp(G,λ,F) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì ñëåâà.
Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1 êâà-

çèãðóïïà, φ : G × G → G è η : G × G → G - íåïðåðûâíûå îòîáðà-
æåíèÿ òàêèå, ÷òî φ(x, η(x, v))η(x, v) = v è η(x, φ(x, z)z) = z (ëèáî
φ(x, η(x, v)) \ η(x, v) = v è η(x, φ(x, z) \ z) = z), λ : Fλ(G) → [0,∞] -

íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà, Ω ∈ B(G), λ
Ls
φ(x,y)(dy) =
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λ(dy) ñ s = 1 (ëèáî s = −1 ñîîòâåòñòâåííî), ζ(x, z) = φ(x, z)z (ëè-
áî ζ(x, z) = φ(x, z) \ z), µ ∈ Ma(G,λ,F). Òîãäà ôóíêöèÿ G 3 x 7→
µ(ζ(x,Ω)) ∈ F íåïðåðûâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó µ ∈Ma(G,λ,F), òî ïî òåîðåìå Ðàäîíà-

Íèêîäèìà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1(G,λ,F) òàêàÿ, ÷òî µ(dx) = f(x)λ(dx).
Òîãäà
µ(ζ(x,Ω)) =

∫
G χζ(x,Ω)(y)f(y)λ(dy) =∫

Ω(L̂sφ(x,y)f(y))λ
Ls
φ(x,y)(dy) =

∫
Ω(L̂sφ(x,y)f(y))λ(dy), ñëåäîâàòåëüíî,

|µ(ζ(x,Ω))− µ(ζ(y,Ω))| ≤ ‖L̂sφ(x,z)f(z)− L̂sφ(y,z)f(z)‖L1(G,λ,F).

Èç òåîðåìû 3.2 è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå äàííîãî
ïðåäëîæåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 3.2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè φ(x, z) = x ìåðà λ ëåâî-èíâàðèàíòíà

â ïðåäëîæåíèè 3.3 (ñì. òàêæå ïðèìåð 2.2).
Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - êîìïàêòíàÿ ëåâàÿ T1

êâàçèãðóïïà, λ : Fλ(G) → [0, 1] - ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, λ(G) = 1.
Òîãäà Fλ - îäíîìåðíûé ëåâûé èäåàë â àëãåáðå (M(G,F),+, ∗).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ Ω ∈ Fλ(G) è µ ∈M(G,F) âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî µ ∗ λ(Ω) = λ(Ω)µ(G), òàê êàê µ ∗ λ(Ω) =
∫
G λ(x \ Ω)µ(dx).

Òåîðåìà 3.12. Ïóñòü G - ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ T1 êâàçèãðóïïà,
λ : Fλ(G) → [0,∞] (è λ1 : Fλ1(G) → [0,∞]) - íåòðèâèàëüíàÿ ëåâî- (èëè
ïðàâî- ñîîòâåòñòâåííî) èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, µ ∈ M(G,F); ìåðà µ ïî-
ðîæäàåò îäíîìåðíûé ëåâûé (èëè ïðàâûé) èäåàë â àëãåáðå (M(G,F),+, ∗).
Òîãäà G êîìïàêòíà, à µ ïîðîæäàåò îäíîìåðíûé (äâóñòîðîííèé) èäåàë,
µ(dx) = γ

α(x)λ(dx) ñ ïîñòîÿííîé γ 6= 0 èç F, α : G → F - íåïðåðûâ-

íàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, α(xy) = α(x)α(y) äëÿ ëþáûõ x è y èç G,
λ(dx) = βλ1(dx) ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé β.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Fµ - îäíîìåðíûé ëåâûé èäåàë â M(G,F), òî

ν ∗µ = ανµ ñ αν ∈ F äëÿ ëþáîé ν ∈M(G,F). Â ÷àñòíîñòè, δa ∗µ = α(a)µ
ñ α(a) ∈ F äëÿ ëþáîãî a ∈ G. Ïðè ýòîì
‖δa ∗ µ‖ = |α(a)|‖µ‖ ≤ ‖δa‖‖µ‖ = ‖µ‖ ïî òåîðåìå 2.2, ñëåäîâàòåëüíî,

α(a) - îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ ëþáûõ a ∈ G è f ∈ C0(G,F) âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫

G af(x)µ(dx) = α(a)
∫
G f(z)µ(dz),

òàê êàê δa ∗ µ(Ω) = µL
−1
a (Ω) = α(a)µ(Ω) äëÿ ëþáîãî Ω ∈ Fµ(G). Èç

òåîðåìû 3.2 âûòåêàåò, ÷òî α(a) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê∫
G(af(x)− bf(x))µ(dx) = (α(a)− α(b))

∫
G f(x)µ(dx)

äëÿ ëþáûõ a è b èç G. Ïîñêîëüêó Fµ - îäíîìåðíûé ëåâûé èäåàë, òî
∃Ω ∈ Fλ(G), µ(Ω) 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, α - íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ.

Èç äîêàçàòåëüñòâà âûøå âûòåêàåò, ÷òî µL
−1
a (dx)/µ(dx) = α(a), ñëå-

äîâàòåëüíî, µ - ëåâî-êâàçèèíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà
7.2.8 â [5] è çàìå÷àíèþ 2.4 ìåðû |µ|, λ è λ1 ðåãóëÿðíû. Â ñèëó òåîðåìû 3.1
â [24] µ � λ, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ L1(G,λ,F) òàêàÿ, ÷òî µ(dx) =
h(x)λ(dx). Ïîýòîìó h(a \ x) = α(a)h(x), òàê êàê λ ëåâî-èíâàðèàíòíà.
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Ïîñêîëüêó a(a \ x) = x â êâàçèãðóïïå G, òî µ(dx) = γ
α(x)λ(dx), ãäå

γ 6= 0 - ïîñòîÿííàÿ èç F. Ïîýòîìó α(az) = α(a)α(z) äëÿ ëþáûõ a è z
èç G. Òàêèì îáðàçîì, ìåðà α(x)µ(dx) - ëåâî-èíâàðèàíòíà. Ôóíêöèÿ α(x)
îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, λ(G) < ∞. Òîãäà M(f) :=

∫
G f(x)λ(dx) -

ëåâî-èíâàðèàíòíîå ñðåäíåå íà Cb(G,F), ïðè÷åì, M(C0(G,F)) 6= 0. Èç
ïðèìåðà 3.2 âûòåêàåò, ÷òî G êîìïàêòíà.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4 Fλ - ëåâûé èäåàë, è ñèììåòðè÷íî Fλ1 - ïðà-

âûé èäåàë â (M(G,F),+, ∗). Ïîýòîìó λ1 ∗ λ = pλ1 = qλ, ãäå p è q -
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ β òàêàÿ, ÷òî λ(dx) = βλ1(dx).

3.1. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå â äàííîé ñòàòüè ðåçóëüòàòû ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà êâà-
çèãðóïïàõ, ñòðóêòóðû òîïîëîãè÷åñêèõ êâàçèãðóïï, ñâÿçàííûõ ñ íèìè
íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð, íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè [13, 14]. Êðîìå
ïðèëîæåíèé ëåâî- (èëè ïðàâî-)êâàçèèíâàðèàíòíûõ ìåð íà êâàçèãðóï-
ïàõ, ñëåäóåò îòìåòèòü âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ê àíàëèçó èíôîðìàöè-
îííûõ ïîòîêîâ, ìîäåëèðîâàíèè âðåìåííûõ ðÿäîâ, èõ ïðåäñòàâëåíèé è
îáðàáîòêè [17, 18, 28, 29], òàê êàê îíè ÷àñòî îñíîâàíû íà òîïîëîãî-
àëãåáðàè÷åñêèõ áèíàðíûõ ñèñòåìàõ, ìåðàõ è ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé.
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