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Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Ïÿòêèíûì

Abstract: In this paper the problem of classifying a set of multi-
operations of rank 2 with respect to the parametric closure operator
is considered. A completeness criterion was found and it was shown
that the set of all multioperations contains two parametrically
closed classes.

Keywords:multifunction, multioperation, parametric closure, su-
perposition, completeness criterion, k-valued logic.

1 Ââåäåíèå

Êëàññèôèêàöèÿ � îäíî èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé â
òåîðèè äèñêðåòíûõ ôóíêöèé. Îñíîâíîå íàïðàâëåíèå êëàññèôèêàöèè ñâÿ-
çàíî ñ îïåðàòîðîì ñóïåðïîçèöèè è îñíîâàíî íà ïðèíàäëåæíîñòè ôóíê-
öèé çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè ìíîæåñòâàì.
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Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ôóíêöèîíàëüíûìè ñèñòåìàìè, â êîòîðûõ îñ-
íîâíûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, äî-
ñòàòî÷íî äàâíî èçó÷àþòñÿ è ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû, â êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè: ÷àñòè÷íûå ôóíê-
öèè, ãèïåð- è ìóëüòèôóíêöèè � ôóíêöèè, çàäàííûå íà êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâå A è ïðèíèìàþùèå â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ïîäìíîæåñòâà (ñ
íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè èëè áåç) ìíîæåñòâà A.
Îäíàêî, äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ïðè k > 2 êëàññèôèêàöèÿ,

îñíîâàííàÿ òîëüêî íà ñóïåðïîçèöèè, ïðèâîäèò ê êîíòèíóóìó çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé
çàäàâàåìûõ äàæå íà 2-õ ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå [22]. Âïðî÷åì, êàê ïî-
êàçàë Í. Machida [19], è ñóïåðïîçèöèÿ ãèïåðôóíêöèé íà 2-õ ýëåìåíòíîì
ìíîæåñòâå òàêæå ïðèâîäèò ê êîíòèíóóìó çàìêíóòûõ êëàññîâ. Èññëå-
äîâàíèÿ êëàññèôèêàöèé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå è
ïðèíèìàþùèõ â êà÷åñòâå ñâîèõ çíà÷åíèé ïîäìíîæåñòâà ýòîãî ìíîæåñòâà
(âñå èëè íåêîòîðûå), îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè ïðåäñòàâëå-
íû â [8, 9, 15, 17, 19, 20, 21].
Ïîïûòêè ñîêðàòèòü êîíòèíóàëüíûå êëàññèôèêàöèè ïðèâîäÿò ê íåîá-

õîäèìîñòè èçó÷åíèÿ áîëåå ñèëüíûõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ. Îäíèì èç
òàêèõ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ, ïðåäëîæåííûé
À.Â. Êóçíåöîâûì [4]. Ýòîò îïåðàòîð ïîðîæäàåò 25 ïàðàìåòðè÷åñêè çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé, 2986 ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûõ
êëàññîâ ôóíêöèé 3-õ çíà÷íîé ëîãèêè [2, 3]. Ïðè k ⩾ 4 êîíå÷íîñòü ÷èñ-
ëà ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûõ êëàññîâ ìíîæåñòâà ôóíêöèé k-çíà÷íîé
ëîãèêè äîêàçàíà â [1]. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [10].
Îäíèì èç ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ îïåðàòîð ïîçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ýòî-
ìó îïåðàòîðó íàä ðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåíû â
ðàáîòàõ [11, 13, 12].
Â [6, 5] èäåÿ îïåðàòîðà ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ áûëà ðàñøèðå-

íà íà ìíîæåñòâî ãèïåðôóíêöèé, çàäàííûõ íà äâóõýëåìåíòíîì ìíîæå-
ñòâå. Îêàçàëîñü, ÷òî ÿçûê ôîðìóë, èñïîëüçóåìûé ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì
îïèñàíèè, îáëàäàåò ñèëüíûìè âûðàçèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè, êîòî-
ðûå ïðèâåëè ê òîìó, ÷òî ÷èñëî çàìêíóòûõ êëàññîâ ãèïåðôóíêöèé îêàçà-
ëîñü ðàâíî 13, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ ãèïåðôóíêöèé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõîäîì, íàðÿäó ñ òåðìèíàìè (÷à-

ñòè÷íàÿ, ãèïåð-, ìóëüòè-) ôóíêöèÿ èñïîëüçóþò è òåðìèíû (÷àñòè÷íàÿ,
ãèïåð-, ìóëüòè-) îïåðàöèÿ (ñì., íàïðèìåð, [18]).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ìíîæåñòâå âñåõ ìóëüòèî-

ïåðàöèé ðàíãà 2 âûðàçèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî îïèñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ñèëüíûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê 2-ì çàìêíóòûì
êëàññàì. Ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ïðè ïåðåõîäå ê ïîçè-
òèâíîìó çàìûêàíèþ [16].
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü E2 = {0, 1} è αi ∈ E2, i ∈ {1, . . . , n}, òîãäà âûðàæåíèå
(α1, α2, . . . , αn) íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì íàáîðîì èëè ïðîñòî íàáîðîì è îáî-
çíà÷àåòñÿ α̃, à ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ äëèíîé ýòîãî íàáîðà. Åñëè äëèíà
íàáîðà α̃ ÿâíî íå óêàçàíà, îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî êîíòåêñòó. Íàáîð β̃ íàçî-
âåì ïðîòèâîïîëîæíûì íàáîðó α̃, åñëè äëèíû ýòèõ íàáîðîâ ñîâïàäàþò è
βi = αi (êàê îáû÷íî, 0 = 1 è 1 = 0) äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Äëÿ íàáîðà,
ïðîòèâîïîëîæíîãî íàáîðó α̃, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå α̃. Íàáîð
(0, . . . , 0) íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0̃, à íàáîð (1, . . . , 1)
� åäèíè÷íûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1̃. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà A ÷åðåç |A| îáîçíà÷èì ìîùíîñòü.
Äëÿ öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî n îòîáðàæåíèå f : En

2 → 2E2 íàçîâåì
n-ìåñòíîé ìóëüòèîïåðàöèåé ðàíãà 2 èëè ïðîñòî ìóëüòèîïåðàöèåé. Ìíî-
æåñòâî âñåõ n-ìåñòíûõ ìóëüòèîïåðàöèé îáîçíà÷èì êàêMn, à ìíîæåñòâî
âñåõ ìóëüòèîïåðàöèé êàê M. Î÷åâèäíî, ÷òî M =

⋃
nMn.

Â ìíîæåñòâå M âûäåëèì ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ îïåðàöèé (O) è
ìíîæåñòâî ãèïåðîïåðàöèé (H) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

On = {f | f ∈ Mn è |f(α̃)| = 1 äëÿ âñåõ α̃ ∈ En
2 } , O =

⋃
n

On,

Hn = {f | f ∈ Mn è |f(α̃)| ⩾ 1 äëÿ âñåõ α̃ ∈ En
2 } , H =

⋃
n

Hn.

Ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ìíîæåñòâî èç
îäíîãî ýëåìåíòà è ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ìíîæåñòâà E2 áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ¾−¿ (ïðî÷åðê), äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà � ¾∗¿.
Ïîä ¾−¿ è ¾∗¿ áóäåì ïîíèìàòü òàêæå ìóëüòèîïåðàöèè, êîòîðûå íà ëþ-
áîì ñâîåì íàáîðå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå E2 è ∅, ñîîòâåòñòâåííî. Ìåñò-
íîñòü òàêèõ îïåðàöèé çàâèñèò îò êîíòåêñòà.
Äëÿ îäíîìåñòíîé ìóëüòèîïåðàöèè f ∈ M áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü

â âèäå âåêòîðà (f(0) f(1)). Íàïðèìåð, âåêòîðîì (− 0) îáîçíà÷àåòñÿ òàêàÿ
ìóëüòèîïåðàöèÿ f , ÷òî f(0) = − è f(1) = 0. Äëÿ n-ìåñòíîé ìóëüòèîïåðà-
öèè f áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü çàïèñü â âèäå âåêòîðà (α0̃ . . . α1̃) äëèíû
2n, ãäå êàæäûé ýëåìåíò ασ̃ = f(σ̃).
Ïóñòü f0 � n-ìåñòíàÿ ìóëüòèîïåðàöèÿ, f1, . . . , fn � m-ìåñòíûå ìóëü-

òèîïåðàöèè. Ñóïåðïîçèöèÿ ñ âíåøíåé îïåðàöèåé f0 è âíóòðåííèìè îïå-
ðàöèÿìè f1, . . . , fn îïðåäåëÿåò m-ìåñòíóþ ìóëüòèîïåðàöèþ

s(f0, f1, . . . , fn)

ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ íàáîðà (α1, . . . , αm) ∈ Em
2 ïî îïðåäåëåíèþ1

s(f0, f1, . . . , fn)(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)
i∈{1,...,n}

f0(β1, . . . , βn). (1)

1Îïðåäåëåíèå ñóïåðïîçèöèè ìóëüòèîïåðàöèé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü çíà÷åíèå ìóëü-
òèîïåðàöèé íå òîëüêî íà äâîè÷íûõ íàáîðàõ. Ïîäðîáíî ìîæíî ïîñìîòðåòü â [7].



Î ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÇÀÌÛÊÀÍÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ M 1329

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì, åñëè çíà÷åíèå êàêîé-ëèáî ìóëüòèî-
ïåðàöèè fi íà íàáîðå (α1, . . . , αm) åñòü ∗, òî è âñÿ ñóïåðïîçèöèÿ ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå ∗.
Â äàëüíåéøåì ìóëüòèîïåðàöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî

ôèêòèâíûõ àðãóìåíòîâ. Ïåðåìåííûå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ èñ-
ïîëüçóåì îáû÷íûì îáðàçîì, êàê è ïîíÿòèå ¾ìóëüòèîïåðàöèÿ-ïåðåìåí-
íàÿ¿. Òàêæå îáû÷íûì îáðàçîì èñïîëüçóåì ïîíÿòèå çàìûêàíèå îòíîñè-
òåëüíî ñóïåðïîçèöèè ìíîæåñòâà îïåðàöèéQ, äëÿ êîòîðîãî áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå [Q]. Ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áóëåâûõ
îïåðàöèé îò 2-õ àðãóìåíòîâ.
Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìóëüòèîïåðàöèé. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå

¾ìóëüòèîïåðàöèÿ íàä A¿:

• åñëè f ∈ A, òî f � ìóëüòèîïåðàöèÿ íàä A;
• åñëè f � ìóëüòèîïåðàöèÿ íàä A, òî îïåðàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç f
ïåðåñòàíîâêîé èëè îòîæäåñòâëåíèåì àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìóëü-
òèîïåðàöèåé íàä A;

• åñëè f0 � n-ìåñòíàÿ, fi � m-ìåñòíûå ìóëüòèîïåðàöèè íàä A èëè
ìóëüòèîïåðàöèè-ïåðåìåííûå (i ∈ {1, . . . , n}), òî ìóëüòèîïåðàöèÿ
s(f0, f1, . . . , fn) åñòü ìóëüòèîïåðàöèÿ íàä A.

Ñèìâîëàìè ÿçûêà Par ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x1, x2, . . ., ñèìâîëû fi (èñ-
ïîëüçóåìûå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìóëüòèîïåðàöèé), ñèìâîë âêëþ÷åíèÿ ⊆,
ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà êîíúþíêöèÿ &, êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃, ëåâàÿ è
ïðàâàÿ ñêîáêè, çàïÿòàÿ.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ¾òåðì t ÿçûêà Par¿ è ¾ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ

òåðìà t¿ � FV (t):

• ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìîì, FV (t) = {x};
• åñëè xi1 , . . . , xin � ïåðåìåííûå (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå), à f
� ñèìâîë n-ìåñòíîé ìóëüòèîïåðàöèè, òî f(xi1 , . . . , xin) åñòü òåðì,
FV (t) = {xi1 , . . . , xin};

• åñëè t1, . . . , tn � òåðìû, f � ñèìâîë n-ìåñòíîé ìóëüòèîïåðàöèè,
òî s(f, t1, . . . , tn) åñòü òåðì, FV (t) =

⋃
i∈{1,...,n}

FV (ti).

Çíà÷åíèå òåðìà t íà íàáîðå (α1, . . . , αm) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç ìíî-
æåñòâà FV (t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè òåðì t åñòü ïåðåìåííàÿ x, òî çíà÷åíèå òåðìà ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèåì ýòîé ïåðåìåííîé;

• åñëè òåðì t åñòü f(xi1 , . . . , xin), òî t(α1, . . . , αm) = f(αi1 , . . . , αin);
• åñëè òåðì t åñòü s(f, t1, . . . , tn), òî

t(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈ti(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn).

Âñÿêèé òåðì t îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ìóëüòèîïåðàöèþ.
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Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ¾ôîðìóëà ÿçûêà Par¿ (ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôîðìó-
ëà). Åñëè t1, t2 � òåðìû, òî âûðàæåíèå (t1 ⊆ t2) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàð-
íîé ôîðìóëîé. Îñòàëüíûå ôîðìóëû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè Φ1,Φ2 � ôîðìóëû, à xi � ïåðåìåííàÿ, òî Φ1 & Φ2, (∃xi)Φ1� ôîð-
ìóëà.
Ïóñòü Q ⊆ M, f(x1, . . . , xn) ∈ M, Φ(x1, . . . xn, y) � ôîðìóëà ÿçû-

êà Par ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x1, . . . xn, y, âñå îïåðàöèîíàëüíûå
ñèìâîëû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè ìóëüòèîïåðàöèé íàä Q. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà Φ ïàðàìåòðè÷åñêè âûðàæàåò ìóëüòèîïå-
ðàöèþ f ÷åðåç ìóëüòèîïåðàöèè ìíîæåñòâà Q (îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå
y ⊆ f(x1, . . . , xn)), åñëè ìíîæåñòâà èñòèííîñòè ôîðìóëû Φ è îòíîøåíèÿ
y ⊆ f(x1, . . . , xn) ñîâïàäàþò. Ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèîïåðàöèé, ïàðàìåò-
ðè÷åñêè âûðàçèìûõ ÷åðåç îïåðàöèè ìíîæåñòâà Q, íàçîâåì ïàðàìåòðè-
÷åñêèì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Q è îáîçíà÷èì Par[Q]. Ìíîæåñòâî Q,
êîòîðîå ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïàðàìåòðè÷åñêèì çàìûêàíèåì, íàçûâàåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûì êëàññîì. Ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêè ïîëíûì, åñëè åãî ïàðàìåòðè÷åñêîå çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ M.

Ïðèìåð. Ïóñòü f1(x1, x2) = (−01−), f2(x1, x2) = (1 − 10) è g(x1, x2) =
(001−) � äâóõìåñòíûå ìóëüòèîïåðàöèè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìóëü-
òèîïåðàöèé Q = {f1, f2}. Ñ ïîìîùüþ ìóëüòèîïåðàöèé èç Q ïîñòðîèì
ñëåäóþùèå ôîðìóëû ÿçûêà Par.

Φ1(x1, x2, y) = y ⊆ f1(x1, x2),

Φ2(x1, x2, y) = f2(x1, y) ⊆ f1(x2, y).

Ôîðìóëà Φ(x1, x2, y) = Φ1(x1, x2, y) & Φ2(x1, x2, y) ïàðàìåòðè÷åñêè
âûðàæàåò îïåðàöèþ g ÷åðåç îïåðàöèè ìíîæåñòâà Q. Ñîîòâåòñòâóþùèå
òàáëèöû èñòèííîñòè ïðåäñòàâëåíû íèæå.

x1 x2 y Φ1 Φ2 Φ(x1, x2, y) y ⊆ g(x1, x2)
0 0 0 È È È È
0 0 1 È Ë Ë Ë
0 1 0 È È È È
0 1 1 Ë È Ë Ë
1 0 0 Ë È Ë Ë
1 0 1 È È È È
1 1 0 È È È È
1 1 1 È È È È

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáîé ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûé êëàññ ìóëüòèî-
ïåðàöèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûé êëàññ ìóëü-
òèîïåðàöèé, f0, f1, . . . fn ∈ Q è

g(x1, . . . , xm) = s(f0, f1, . . . , fn)(x1, . . . , xm).

Ïîêàæåì, ÷òî g ∈ Q.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Φ0(x1, . . . , xn, y), Φ1(x1, . . . , xm, y), . . . , Φn(x1, . . . , xm, y)

ôîðìóëû ÿçûêà Par, êîòîðûå ïàðàìåòðè÷åñêè âûðàæàþò îòíîøåíèÿ

y ⊆ f0(x1, . . . , xn), y ⊆ f1(x1, . . . , xm), . . . , y ⊆ fn(x1, . . . , xm)

÷åðåç îïåðàöèè ìíîæåñòâà Q. Òîãäà ôîðìóëà

(∃y1) . . . (∃yn)(Φ1(x1, . . . , xm, y1) & . . .

. . .& Φn(x1, . . . , xm, yn) & Φ0(y1, . . . , yn, z))

ïàðàìåòðè÷åñêè âûðàæàåò îòíîøåíèå z ⊆ g(x1, . . . , xm) ÷åðåç îïåðàöèè
ìíîæåñòâà Q. Òàêèì îáðàçîì, g ∈ Q. □

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè [Q] = O, òî Par[Q] = M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìóëüòèîïåðàöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ M. Ïî f ïî-
ñòðîèì f1, f2 ∈ O ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ íàáîðà α̃ ∈ En

2

• åñëè f(α̃) = 0, òî f1(α̃) = f2(α̃) = 0;
• åñëè f(α̃) = 1, òî f1(α̃) = f2(α̃) = 1;
• åñëè f(α̃) = −, òî f1(α̃) = 0, f2(α̃) = 1;
• åñëè f(α̃) = ∗, òî f1(α̃) = 1, f2(α̃) = 0.

Ôîðìóëà

Φ(x̃, y) = (f1 → f2) ⊆ 1&(y + f1 ∨ y + f2 ⊆ 1)

ïàðàìåòðè÷åñêè âûðàæàåò îòíîøåíèå y ⊆ f(x̃). □

Ëåììà 1. Ìóëüòèîïåðàöèè (01), (−−) è (∗∗) ñîäåðæàòñÿ â êàæäîì
ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòîì êëàññå ìóëüòèîïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìóëà y ⊆ x îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå
y ⊆ (01), ëþáàÿ òîæäåñòâåííî èñòèííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà, íà-
ïðèìåð x ⊆ x & y ⊆ y, îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå y ⊆ (−−) [6], à ôîðìóëà
(−−)(x) ⊆ y îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå y ⊆ (∗∗). □

Ëåììà 2 ([6]). Êàæäàÿ ãèïåðîïåðàöèÿ èç ìíîæåñòâà {(0−),(−1), (−0),
(1−)} ïàðàìåòðè÷åñêè ïîëíà â ìíîæåñòâå H.

Ëåììà 3. Ëþáàÿ ìóëüòèîïåðàöèÿ èç ìíîæåñòâ A = {(0∗),(1∗),(−∗),
(∗0), (∗1), (∗−)} èëè B = {(00), (11)} ïàðàìåòðè÷åñêè ïîëíà â ìíîæå-
ñòâå M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî H ∪ {∗} ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîë-
íûì â M [17]. Îïåðàöèè èç ìíîæåñòâà A íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó H,
ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îïåðàöèè èç
ëåììû 2.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó f(x) ⊆ f(y). Äëÿ ïåðâûõ òðåõ ìóëüòèîïåðàöèé

èç ìíîæåñòâà A îíà ñòàíîâèòñÿ èñòèííîé â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: åñëè
x = 0, òî y ìîæåò áûòü ðàâíûì òîëüêî 0, à åñëè x = 1, òî y ìîæåò
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áûòü ðàâíûì è 0 è 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà f(x) ⊆ f(y) îïðåäåëÿåò
îòíîøåíèå y ⊆ (0−).
Äëÿ îñòàâøèõñÿ ìóëüòèîïåðàöèé èç A ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà ïðè-

íèìàåò èñòèííîå çíà÷åíèå â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: åñëè x = 0, òî y ìîæåò
áûòü ðàâíûì è 0 è 1, à åñëè x = 1, òî y ìîæåò áûòü ðàâíûì òîëüêî 1,
ò. å. ôîðìóëà f(x) ⊆ f(y) îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå y ⊆ (−1).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óáåæäàåìñÿ, ÷òî ôîðìóëà x ⊆ f(y) îïðåäåëÿåò

îòíîøåíèå y ⊆ (−∗) äëÿ f = (00) è y ⊆ (∗−) äëÿ f = (11). □

Ëåììà 4. Ìóëüòèîïåðàöèÿ (0001) ïàðàìåòðè÷åñêè ïîëíà â êëàññå M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, x2) = (0001). Òîãäà ôîðìóëà f(x1, x2) ⊆
f(x1, y) çàäàåò îòíîøåíèå y ⊆ (−−01) è, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàöèþ f2 =
(−− 01).
Ôîðìóëà f2(x1, x2) ⊆ f(x1, y) çàäàåò îòíîøåíèå y ⊆ (∗ ∗ 01). Îòîæ-

äåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ ó îïåðàöèè (∗∗01) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïåðàöèþ
(∗1), êîòîðàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ïîëíà ïî ëåììå 3. □

Ëåììà 5. Ñïðàâåäëèâî (10) ∈ Par
[
{(01), (−−), (∗∗)}

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = (0101). Òîãäà ôîðìóëà f(x1, x2) ⊆ f(y, x1)
îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ (− ∗ ∗−) = g. Ôîðìóëà g(x1, x2) ⊆ f(x1, y) îïðåäå-
ëÿåò îïåðàöèþ (∗ − −∗) = h, à h(x1, x2) ⊆ g(x1, y) îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ
u = (−01−). Íàêîíåö, ôîðìóëà u(x1, x2) ⊆ h(x1, y) îïðåäåëÿåò îïåðà-
öèþ (10). □

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìóëüòèîïåðàöèþ d3(x1, x2, x3) = (00010111).

Ëåììà 6. Ñïðàâåäëèâî d3 ∈ Par
[
{(01), (−−), (∗∗), (10)}

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììå 5 ðàññìàòðèâàëèñü îïåðàöèè f, g, h, u. Èç îïå-
ðàöèè u = (−01−) íåñëîæíî ïîëó÷èòü îïåðàöèþ u1 = (−10−). Ôîðìó-
ëà u(x1, x2) ⊆ u(x1, y) îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ v = (0 − −1), à ôîðìóëà
v(x1, x2) ⊆ f(x1, y) îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ w = (0 ∗ ∗1).
Ïîñòðîèì îïåðàöèè f1(x, y, z) = f(y, z) è h1(x, y, z) = h(x, y).
Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ñ âíåøíåé îïåðàöèåé f1(x, y, z) è âíóòðåí-

íèìè îïåðàöèÿìè h1, x, z. Îáîçíà÷èì f2(x, y, z) = s(f1, h1, x, z)(x, y, z).
Òîãäà f2(x, y, z) = (∗ ∗ 0101 ∗ ∗), à ôîðìóëà f2(x1, x2, x3) ⊆ f1(x1, x2, y)
îïðåäåëÿåò, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàöèþ f3 = (−− 0101−−).
Ïîñòðîèì îïåðàöèè w1(x, y, z) = w(y, z) è u11(x, y, z) = u1(y, z).
Òîãäà s(w1, x2, x1, u11)(x1, x2, x3) çàäàåò îïåðàöèþ (0 ∗ 0011 ∗ 1). Ïðè-

ìåíÿÿ îòðèöàíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü îïåðàöèþ f4 = (∗000111∗). Äàëåå
ñòðîèì ñóïåðïîçèöèþ s(f1, f4, x2, x3)(x1, x2, x3) = (∗101010∗) = f5.
Ôîðìóëà f5(x1, x2, x3) ⊆ f1(x1, x2, y) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îïåðàöèþ

f6 = (−101010−). È, íàêîíåö, ôîðìóëà f3(x1, x2, x3) ⊆ f6(x1, x2, y) îïðå-
äåëÿåò îòíîøåíèå y ⊆ d3(x1, x2, x3). □
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3 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

×åðåç S−∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìóëüòèîïåðàöèé, êîòîðûå íà ëþ-
áîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðîâ âîçâðàùàþò ëèáî ïðîòèâîïîëîæíûå
çíà÷åíèÿ (0, 1) è (1, 0), ëèáî äâà ïðî÷åðêà (−,−), ëèáî (∗, ∗).

Ëåììà 7. Êëàññ S−∗ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà Φ(x̃, y) ïîëó÷åíà ñ
ïîìîùüþ ìóëüòèîïåðàöèé g1, . . . , gk èç êëàññà S−∗. Ïîêàæåì, ÷òî òàêàÿ
ôîðìóëà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü îòíîøåíèå y ⊆ f(x̃), ãäå ìóëüòèîïåðàöèÿ
f(x̃) òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó S−∗.
Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî òàáëèöà èñòèííîñòè ôîðìóëû Φ ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷íîé, ò.å. íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ôîðìóëà ïðèíèìàåò
îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ, à èìåííî

Φ(x̃, y) = Φ(x̃, y)

äëÿ ëþáîãî íàáîðà x̃ ∈ En
2 , y ∈ E2. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü

èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû Φ.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîð-

ìóëó
Φ(x1, . . . , xn, y) = g1(z1, . . . , zp) ⊆ g2(w1, . . . , wq), (2)

ãäå {z1, . . . , zp} ⊆ {x1, . . . , xn, y}, {w1, . . . , wq} ⊆ {x1, . . . , xn, y} è g1, g2 ∈
S−∗. Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ôîðìóëû òàáëèöó èñòèííîñòè è îïðåäåëèì èñ-
òèííîñòü ôîðìóëû íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå {α1, . . . , αn, α0} è åãî îòðè-
öàíèè. Äëÿ ýòîãî íà óêàçàííîì íàáîðå ðàññìîòðèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ìóëüòèîïåðàöèé g1, g2. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Φ(α1, . . . , αn, α0) = g1(β1, . . . , βp) ⊆ g2(γ1, . . . , γq),

ãäå {β1, . . . , βp} ⊆ {α1, . . . , αn, α0} è {γ1, . . . , γq} ⊆ {α1, . . . , αn, α0}.
1. Ïóñòü g1(β1, . . . , βp) = a, ãäå a ∈ E2. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå çíà-

÷åíèÿ ìóëüòèîïåðàöèè g2. Åñëè g2(γ1, . . . , γq) òîæå ïðèíèìàåò çíà÷å-

íèå a, òî â ñèëó òîãî, ÷òî g1, g2 ∈ S−∗, ïîëó÷èì g1(β1, . . . , βp) = a è

g2(γ1, . . . , γq) = a. Â ýòîì ñëó÷àå Φ(α̃, α0) = Φ(α̃, α0) = È.

Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = a, òî g1(β1, . . . , βp) = a è g2(γ1, . . . , γq) = a. Òîãäà

Φ(α̃, α0) = Φ(α̃, α0) = Ë.
Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = −, òî g2(γ1, . . . , γq) = −. Òîãäà ôîðìóëû a ⊆ −

è a ⊆ − èñòèííû è

Φ(α̃, α0) = È, Φ(α̃, α0) = È.

À åñëè g2(γ1, . . . , γq) = ∗, òî g2(γ1, . . . , γq) = ∗. Òîãäà ôîðìóëû a ⊆ ∗
è a ⊆ ∗ ëîæíû è

Φ(α̃, α0) = Ë, Φ(α̃, α0) = Ë.

2. Ïóñòü g1(β1, . . . , βp) = −. Åñëè g2(γ1, . . . , γq) ∈ E2 èëè âîçâðàùàåò ∗,
òî ôîðìóëà Φ(α̃, α0) ëîæíà è Φ(α̃, α0) òàêæå ëîæíà.
Åñëè g2(γ1, . . . , γq) = −, òî Φ(α̃, α0) èñòèííà è Φ(α̃, α0) èñòèííà.
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3. Ïóñòü g1(β1, . . . , βp) = ∗. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà Φ(α̃, α0) èñòèííà

è Φ(α̃, α0) òàêæå èñòèííà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà âèäà (2) íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðè-

íèìàåò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ.
Øàã èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó âèäà Φ1&Φ2.

Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôîðìóëû Φ1,Φ2 íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ íàáîðàõ ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôîðìóëà íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ òàêæå
ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.
Ïðè ðàññìîòðåíèè ôîðìóëû âèäà ∃x1Φ1 âîñïîëüçóåòñÿ î÷åâèäíûì

ôàêòîì, ÷òî èñòèííîñòü ôîðìóë

∃x1Φ1(x1, x2, . . . , xn, y), ∃x1Φ1(x1, x2, . . . , xn, y)

ñîâïàäàåò.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà Φ(x̃, y) ïîëó÷åíà ñ

ïîìîùüþ ìóëüòèîïåðàöèé g1, . . . , gk ∈ S−∗ è ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå
y ⊆ f(x̃), òî îïåðàöèÿ f(x̃) òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó S−∗. □

Ëåììà 8. Ëþáóþ ìóëüòèîïåðàöèþ èç êëàññà S−∗ ìîæíî ïàðàìåòðè-
÷åñêè âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè d3, ò.å. Par

[
{d3}

]
= S−∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ S−∗. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðà-
öèè d3 ïîñòðîèì ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôîðìóëó Φ(x̃, y) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
îïåðàöèè f .
Çàìåòèì, ÷òî d3(0, x2, x3) = (0001). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå 4

îïåðàöèÿ d3(0, x2, x3) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ëþáóþ ìóëüòèîïåðàöèþ èç
êëàññà M. Ïîñòðîèì ñ åå ïîìîùüþ ôîðìóëó Ψ(x2, . . . , xn, y) ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ îòíîøåíèå y ⊆ f(0, x2, . . . , xn).
Òåïåðü ïîëîæèì, ÷òî Φ(0, x2, . . . , xn, y) = Ψ(x2, . . . , xn, y) è çàìåíèì

âñå âõîæäåíèÿ 0 íà ïåðåìåííóþ x1. Ôîðìóëà Φ(x1, x2, . . . , xn, y) ïîñòðîå-
íà èç îïåðàöèè d3, ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó S−∗. Ïîýòîìó òàêàÿ ôîð-
ìóëà íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå èñòèííîñò-
íûå çíà÷åíèÿ, è, çíà÷èò, îïðåäåëÿåò îïåðàöèþ èç êëàññà S−∗. Ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî íà íàáîðàõ (0, x2, . . . , xn, y) èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ôîðìóëû Φ
ñîâïàäàåò ñ èñòèííîñòíûì çíà÷åíèåì îòíîøåíèÿ y ⊆ f(0, x2, . . . , xn), ïî-
ëó÷àåì, ÷òî íà íàáîðàõ (x1, x2, . . . , xn, y) èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ôîðìó-
ëû Φ(x1, x2, . . . , xn, y) ñîâïàäàåò ñ èñòèííîñòíûì çíà÷åíèåì îòíîøåíèÿ
y ⊆ f(x1, x2, . . . , xn). □

Ñëåäñòâèå 1. S−∗ = Par[∅].

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 5 ìóëüòèîïåðàöèè (01), (−−),
(∗∗) è (10) ñîäåðæàòñÿ â êàæäîì ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòîì êëàññå ìóëü-
òèîïåðàöèé. Ëåììà 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ìóëüòèî-
ïåðàöèé ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ìóëüòèîïåðàöèþ d3. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ
ëåììîé 8.
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Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ìóëüòèîïåðàöèé B ïàðàìåòðè÷åñêè ïîëíî òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S−∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê B íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå S−∗, òî ñóùå-
ñòâóåò îïåðàöèÿ f(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ íà íåêîòîðîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ íàáîðîâ äàåò ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ïàðû çíà÷åíèé: (00), (0∗), (0−),
(11), (1∗), (1−), (∗1), (∗0), (∗−), (−0), (−1), (−∗).
Ïðîòèâîïîëîæíûì íàáîðàì ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèè (01) è (10), êîòî-

ðûå åñòü â êàæäîì ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíóòîì êëàññå. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè
îïåðàöèè â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ îïåðàöèé â ñóïåðïîçèöèþ ñ âíåøíåé
ìóëüòèîïåðàöèåé f âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, áó-
äåì ïîëó÷àòü ëèáî ïîëíîå ìíîæåñòâî, ëèáî îäíó èç îïåðàöèé

(0−), (−0), (−1), (1−).

Ñ ó÷åòîì èìåþùåéñÿ îïåðàöèè îòðèöàíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé ïîëó÷åíèÿ îïåðàöèè f(x) = (0−). Ôîðìóëà f(x) ⊆ f(y) îïðå-
äåëÿåò îïåðàöèþ g(x) = (−1). À ôîðìóëà f(x) ⊆ g(y) îïåðàöèþ h(x) =
(00). □

Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðè÷åñêè çàìêíó-
òûõ êëàññà � S−∗ è M.
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