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Abstract: In this paper the problem of classifying a set of multioperations
of rank 2 with respect to the parametric closure operator is considered.
A completeness criterion was found and it was shown that the set
of all multioperations contains two parametrically closed classes.
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1 Введение

Классификация — одно из важнейших направлений исследований в
теории дискретных функций. Основное направление классификации свя-
зано с оператором суперпозиции и основано на принадлежности функ-
ций замкнутым относительно суперпозиции множествам.

Panteleev V.I., Ryabets L.V. Parametric closed sets of multioperations
on two-element set.
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Наряду с классическими функциональными системами, в которых ос-
новным множеством является множество функций k-значной логики, до-
статочно давно изучаются и функциональные системы, в которых рас-
сматриваются обобщения функций k-значной логики: частичные функ-
ции, гипер- и мультифункции — функции, заданные на конечном мно-
жестве A и принимающие в качестве своих значений подмножества (с
некоторыми ограничениями или без) множества A.

Однако, для функций k-значной логики при k > 2 классификация,
основанная только на суперпозиции, приводит к континууму замкнутых
множеств. Аналогичный результат справедлив для частичных функций
задаваемых даже на 2-х элементном множестве [22]. Впрочем, как по-
казал Н. Machida [19], и суперпозиция гиперфункций на 2-х элементном
множестве также приводит к континууму замкнутых классов. Иссле-
дования классификаций функций, заданных на конечном множестве и
принимающих в качестве своих значений подмножества этого множества
(все или некоторые), относительно оператора суперпозиции представле-
ны в [8, 9, 15, 17, 19, 20, 21].

Попытки сократить континуальные классификации приводят к необ-
ходимости изучения более сильных операторов замыкания. Одним из
таких является оператор параметрического замыкания, предложенный
А.В. Кузнецовым [4]. Этот оператор порождает 25 параметрически за-
мкнутых классов булевых функций, 2986 параметрически замкнутых
классов функций 3-х значной логики [2, 3]. При k ⩾ 4 конечность чис-
ла параметрически замкнутых классов множества функций k-значной
логики доказана в [1]. Подробное описание параметрически замкнутых
классов булевых функций представлено в работе [10].

Одним из расширений оператора параметрического замыкания явля-
ется оператор позитивного замыкания. Исследования, посвященные это-
му оператору над различными множествами функций, представлены в
работах [11, 13, 12].

В [6, 5] идея оператора параметрического замыкания была расшире-
на на множество гиперфункций, заданных на двухэлементном множе-
стве. Оказалось, что язык формул, используемый при параметрическом
описании, обладает сильными выразительными возможностями, кото-
рые привели к тому, что число замкнутых классов гиперфункций оказа-
лось равно 13, несмотря на то, что множество булевых функций является
подмножеством множества всех гиперфункций.

В соответствии с алгебраическим подходом, наряду с терминами (ча-
стичная, гипер-, мульти-) функция используют и термины (частичная,
гипер-, мульти-) операция (см., например, [18]).

В настоящей работе показывается, что на множестве всех мультио-
пераций ранга 2 выразительные возможности языка параметрическо-
го описания являются очень сильными, что приводит к 2-м замкнутым
классам. Этот результат остается неизменным и при переходе к пози-
тивному замыканию [16].
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2 Основные понятия и определения

Пусть E2 = {0, 1} и αi ∈ E2, i ∈ {1, . . . , n}, тогда выражение
(α1, α2, . . . , αn) называется двоичным набором или просто набором и обо-
значается α̃, а число n называется длиной этого набора. Если длина
набора α̃ явно не указана, она определяется по контексту. Набор β̃ назо-
вем противоположным набору α̃, если длины этих наборов совпадают и
βi = αi (как обычно, 0 = 1 и 1 = 0) для всех i ∈ {1, . . . , n} . Для набора,
противоположного набору α̃, будем использовать обозначение α̃. Набор
(0, . . . , 0) называется нулевым и обозначается через 0̃, а набор (1, . . . , 1)
— единичным и обозначается через 1̃.

Для произвольного конечного множества A через |A| обозначим мощ-
ность, а через B(A) — множество всех подмножеств.

Для целого положительного n отображение f : En
2 → B(E2) назовем

n-местной мультиоперацией ранга 2 или просто мультиоперацией. Мно-
жество всех n-местных мультиопераций обозначим как Mn, а множество
всех мультиопераций как M. Очевидно, что M =

⋃
nMn.

В множестве M выделим множество всех булевых операций (O) и
множество гиперопераций (H) следующим образом:

On = {f | f ∈ Mn и |f(α̃)| = 1 для всех α̃ ∈ En
2 } , O =

⋃
n

On,

Hn = {f | f ∈ Mn и |f(α̃)| ⩾ 1 для всех α̃ ∈ En
2 } , H =

⋃
n

Hn.

При дальнейшем изложении мы не будем различать множество из
одного элемента и элемент этого множества. Для множества E2 будем
использовать обозначение «−» (прочерк), для пустого множества — «∗».
Под «−» и «∗» будем понимать также мультиоперации, которые на лю-
бом своем наборе принимают значение E2 и ∅, соответственно. Мест-
ность таких операций зависит от контекста.

Для одноместной мультиоперации f ∈ M будем использовать запись
в виде вектора (f(0) f(1)). Например, вектором (− 0) обозначается такая
мультиоперация f , что f(0) = − и f(1) = 0. Для n-местной мультиопера-
ции f будем также будем использовать запись в виде вектора (α0̃ . . . α1̃)
длины 2n, где каждый элемент ασ̃ = f(σ̃).

Пусть f0 — n-местная мультиоперация, f1, . . . , fn — m-местные муль-
тиоперации. Суперпозиция с внешней операцией f0 и внутренними опе-
рациями f1, . . . , fn определяет m-местную мультиоперацию

s(f0, f1, . . . , fn)

следующим образом: для набора (α1, . . . , αm) ∈ Em
2 по определению1

s(f0, f1, . . . , fn)(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f0(β1, . . . , βn). (1)

1Определение суперпозиции мультиопераций позволяет находить значение муль-
тиопераций не только на двоичных наборах. Подробно можно посмотреть в [7].
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Если в последовательности β1, . . . , βn некоторое βi = ∗, то мультиопера-
ция f0(β1, . . . , βn) принимает значение ∗.

В дальнейшем мультиоперации будем рассматривать с точностью до
фиктивных аргументов. Переменные для обозначения аргументов ис-
пользуем обычным образом, как и понятие «мультиоперация-перемен-
ная». Также обычным образом используем понятие замыкание относи-
тельно суперпозиции множества операций Q, для которого будем исполь-
зовать обозначение [Q]. Считаем известными обозначения для булевых
операций от 2-х аргументов.

Пусть A — некоторое множество мультиопераций. Определим понятие
«мультиоперация над A»:

• если f ∈ A, то f — мультиоперация над A;
• если f — мультиоперация над A, то операция, полученная из f

перестановкой или отождествлением аргументов является муль-
тиоперацией над A;

• если f0 — n-местная, fi — m-местные мультиоперации над A или
мультиоперации-переменные (i ∈ {1, . . . , n}), то мультиоперация
s(f0, f1, . . . , fn) есть мультиоперация над A.

Символами языка Par являются переменные x1, x2, . . ., символы fi (ис-
пользуемые для обозначения мультиопераций), символ включения ⊆,
логическая связка конъюнкция &, квантор существования ∃, левая и
правая скобки, запятая.

Определим понятия «терм языка Par» и «множество переменных тер-
ма t» — FV (t):

• любая переменная является термом, FV (t) = {x};
• если xi1 , . . . , xin — переменные (не обязательно различные), а f

— символ n-местной мультиоперации, то f(xi1 , . . . , xin) есть терм,
FV (t) = {xi1 , . . . , xin};

• если t1, . . . , tn — термы, f — символ n-местной мультиоперации,
то s(f, t1, . . . , tn) есть терм, FV (t) =

⋃
i∈{1,...,n}

FV (ti).

Значение терма t на наборе (α1, . . . , αm) значений переменных из мно-
жества FV (t) определяется следующим образом:

• если терм t есть переменная x, то значение терма совпадает со
значением этой переменной;

• если терм t есть f(xi1 , . . . , xin), то t(α1, . . . , αm) = f(αi1 , . . . , αin);
• если терм t есть s(f, t1, . . . , tn), то

t(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈ti(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn).

Всякий терм t определяет некоторую мультиоперацию.
Определим понятие «формула языка Par» (параметрическая форму-

ла). Если t1, t2 — термы, то выражение (t1 ⊆ t2) называется элементар-
ной формулой. Остальные формулы определяем следующим образом:
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если Φ1,Φ2 — формулы, а xi — переменная, то Φ1 & Φ2, (∃xi)Φ1— фор-
мула.

Пусть Q ⊆ M2, f(x1, . . . , xn) ∈ M2, Φ(x1, . . . xn, y) — формула языка
Par со свободными переменными x1, . . . xn, y, все операциональные сим-
волы которой являются обозначениями мультиопераций над Q. Будем
говорить, что формула Φ параметрически выражает операцию f через
операции множества Q, если множества истинности формулы Φ и от-
ношения y ⊆ f(x1, . . . , xn) совпадают. Множество всех операций, пара-
метрически выразимых через операции множества Q, назовем парамет-
рическим замыканием множества Q и обозначим Par[Q]. Множество Q,
которое совпадает со своим параметрическим замыканием, называется
параметрически замкнутым классом.

Утверждение 1. Любой параметрически замкнутый класс мультио-
пераций замкнут относительно операции суперпозиции.

Доказательство. Пусть Q — параметрически замкнутый класс муль-
тиопераций, f0, f1, . . . fn ∈ Q и

g(x1, . . . , xm) = s(f0, f1, . . . , fn)(x1, . . . , xm).

Покажем, что g ∈ Q.
Обозначим через

Φ0(x1, . . . , xn, y), Φ1(x1, . . . , xm, y), . . . , Φn(x1, . . . , xm, y)

формулы языка Par, которые параметрически выражают отношения

y ⊆ f0(x1, . . . , xn), y ⊆ f1(x1, . . . , xm), . . . , y ⊆ fn(x1, . . . , xm)

через операции множества Q. Тогда формула

(∃y1) . . . (∃yn)(Φ1(x1, . . . , xm, y1) & . . .

. . .& Φn(x1, . . . , xm, yn) & Φ0(y1, . . . , yn, z))

параметрически выражает отношение z ⊆ g(x1, . . . , xm) через операции
множества Q. Таким образом, g ∈ Q. □

Утверждение 2. Если [Q] = O, то Par[Q] = M2.

Доказательство. Пусть мультиоперация f(x1, . . . , xn) ∈ M2. По f по-
строим f1, f2 ∈ O следующим образом: для набора α̃ ∈ En

2

• если f(α̃) = 0, то f1(α̃) = f2(α̃) = 0;
• если f(α̃) = 1, то f1(α̃) = f2(α̃) = 1;
• если f(α̃) = −, то f1(α̃) = 0, f2(α̃) = 1;
• если f(α̃) = ∗, то f1(α̃) = 1, f2(α̃) = 0.

Формула

Φ(x̃, y) = (f1 → f2) ⊆ 1&(y + f1 ∨ y + f2 ⊆ 1)

параметрически выражает отношение y ⊆ f(x̃). □



О ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ ЗАМЫКАНИИ МНОЖЕСТВА M2 149

Лемма 1. Мультиоперации (01), (−−) и (∗∗) содержатся в каждом
параметрически замкнутом классе мультиопераций.

Доказательство. Действительно, формула y ⊆ x определяет отношение
y ⊆ (01), любая тождественно истинная параметрическая формула, на-
пример x ⊆ x & y ⊆ y, определяет отношение y ⊆ (−−) [6], а формула
(−−)(x) ⊆ y определяет отношение y ⊆ (∗∗). □

Лемма 2 ([6]). Каждая гипероперация из множества {(0−),(−1), (−0),
(1−)} параметрически полна в множестве H.

Лемма 3. Любая мультиоперация из множеств A = {(0∗),(1∗),(−∗),
(∗0), (∗1), (∗−)} или B = {(00), (11)} параметрически полна в множе-
стве M.

Доказательство. Как известно, множество H ∪ {∗} является предпол-
ным в M2 [17]. Операции из множества A не принадлежат множеству
H, поэтому для доказательства теоремы достаточно получить операции
из леммы 2.

Формула f(x) ⊆ f(y) для f ∈ A определяет отношение y ⊆ (0−) или
отношение y ⊆ (−1).

А формула x ⊆ f(y) определяет отношение y ⊆ (−∗) или отношение
y ⊆ (∗−) для f ∈ B . □

Лемма 4. Мультиоперация (0001) параметрически полна в классе M2.

Доказательство. Пусть f(x1, x2) = (0001). Тогда формула f(x1, x2) ⊆
f(x1, y) задает отношение y ⊆ (−−01) и, соответственно, операцию f2 =
(−− 01).

Формула f2(x1, x2) ⊆ f(x1, y) задает отношение y ⊆ (∗ ∗ 01). Отож-
дествление переменных у операции (∗∗01) позволяет получить операцию
(∗1), которая параметрически полна по лемме 3. □

Лемма 5. Справедливо (10) ∈ Par
[
{(01), (−−), (∗∗)}

]
.

Доказательство. Пусть f = (0101). Тогда формула f(x1, x2) ⊆ f(y, x1)
определяет операцию (− ∗ ∗−) = g. Формула g(x1, x2) ⊆ f(x1, y) опреде-
ляет операцию (∗ − −∗) = h, а h(x1, x2) ⊆ g(x1, y) определяет операцию
u = (−01−). Наконец, формула u(x1, x2) ⊆ h(x1, y) определяет опера-
цию (10). □

Введем в рассмотрение мультиоперацию d3(x1, x2, x3) = (00010111).

Лемма 6. Справедливо d3 ∈ Par
[
{(01), (−−), (∗∗), (10)}

]
.

Доказательство. В лемме 5 рассматривались операции f, g, h, u. Из опе-
рации u = (−01−) несложно получить операцию u1 = (−10−). Форму-
ла u(x1, x2) ⊆ u(x1, y) определяет операцию v = (0 − −1), а формула
v(x1, x2) ⊆ f(x1, y) определяет операцию w = (0 ∗ ∗1).

Построим операции f1(x, y, z) = f(y, z) и h1(x, y, z) = h(x, y).
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Рассмотрим суперпозицию с внешней операцией f1(x, y, z) и внутрен-
ними операциями h1, x, z. Обозначим f2(x, y, z) = s(f1, h1, x, z)(x, y, z).
Тогда f2(x, y, z) = (∗ ∗ 0101 ∗ ∗), а формула f2(x1, x2, x3) ⊆ f1(x1, x2, y)
определяет, соответственно, операцию f3 = (−− 0101−−).

Построим операции w1(x, y, z) = w(y, z) и u11(x, y, z) = u1(y, z).
Тогда s(w1, x2, x1, u11)(x1, x2, x3) задает операцию (0 ∗ 0011 ∗ 1). При-

меняя отрицание, можно получить операцию f4 = (∗000111∗). Далее
строим суперпозицию s(f1, f4, x2, x3)(x1, x2, x3) = (∗101010∗) = f5.

Формула f5(x1, x2, x3) ⊆ f1(x1, x2, y) позволяет определить операцию
f6 = (−101010−). И, наконец, формула f3(x1, x2, x3) ⊆ f6(x1, x2, y) опре-
деляет отношение y ⊆ d3(x1, x2, x3). □

3 Основной результат

Через S−∗ обозначим множество мультиопераций, которые на лю-
бой паре противоположных наборов возвращают либо противоположные
значения (0, 1) и (1, 0), либо два прочерка (−,−), либо (∗, ∗).

Лемма 7. Класс S−∗ является параметрически замкнутым.

Доказательство. Пусть параметрическая формула Φ(x̃, y) получена с
помощью мультиопераций g1, . . . , gk из класса S−∗. Покажем, что такая
формула будет представлять отношение y ⊆ f(x̃), где мультиоперация
f(x̃) также принадлежит классу S−∗.

Для этого покажем, что таблица истинности формулы Φ является
симметричной, т.е. на противоположных наборах формула принимает
одинаковые истинностные значения, а именно

Φ(x̃, y) = Φ(x̃, y)

для любого набора x̃ ∈ En
2 , y ∈ E2. Доказательство будем проводить

индукцией по построению формулы Φ.
Базис индукции. Рассмотрим элементарную параметрическую фор-

мулу
Φ(x1, . . . , xn, y) = g1(z1, . . . , zp) ⊆ g2(w1, . . . , wq), (2)

где {z1, . . . , zp} ⊆ {x1, . . . , xn, y}, {w1, . . . , wq} ⊆ {x1, . . . , xn, y} и g1, g2 ∈
S−∗. Построим для этой формулы таблицу истинности и определим ис-
тинность формулы на произвольном наборе {α1, . . . , αn, α0} и его отри-
цании. Для этого на указанном наборе рассмотрим возможные значения
мультиопераций g1, g2. Для упрощения записи будем считать, что

Φ(α1, . . . , αn, α0) = g1(β1, . . . , βp) ⊆ g2(γ1, . . . , γq),

где {β1, . . . , βp} ⊆ {α1, . . . , αn, α0} и {γ1, . . . , γq} ⊆ {α1, . . . , αn, α0}.
1. Пусть g1(β1, . . . , βp) = a, где a ∈ E2. Рассмотрим возможные зна-

чения мультиоперации g2. Если g2(γ1, . . . , γq) тоже принимает значе-
ние a, то в силу того, что g1, g2 ∈ S−∗, получим g1(β1, . . . , βp) = a и
g2(γ1, . . . , γq) = a. В этом случае Φ(α̃, α0) = Φ(α̃, α0) = И.
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Если g2(γ1, . . . , γq) = a, то g1(β1, . . . , βp) = a и g2(γ1, . . . , γq) = a. Тогда
Φ(α̃, α0) = Φ(α̃, α0) = Л.

Если g2(γ1, . . . , γq) = −, то g2(γ1, . . . , γq) = −. Тогда формулы a ⊆ −
и a ⊆ − истинны и

Φ(α̃, α0) = И, Φ(α̃, α0) = И.

А если g2(γ1, . . . , γq) = ∗, то g2(γ1, . . . , γq) = ∗. Тогда формулы a ⊆ ∗
и a ⊆ ∗ ложны и

Φ(α̃, α0) = Л, Φ(α̃, α0) = Л.

2. Пусть g1(β1, . . . , βp) = −. Если g2(γ1, . . . , γq) ∈ E2 или возвращает ∗,
то формула Φ(α̃, α0) ложна и Φ(α̃, α0) также ложна.

Если g2(γ1, . . . , γq) = −, то Φ(α̃, α0) истинна и Φ(α̃, α0) истинна.
3. Пусть g1(β1, . . . , βp) = ∗. В этом случае формула Φ(α̃, α0) истинна

и Φ(α̃, α0) также истинна.
Следовательно, формула вида (2) на противоположных наборах при-

нимает одинаковые истинностные значения.
Шаг индукции. Рассмотрим параметрическую формулу вида Φ1&Φ2.

В силу индуктивного предположения формулы Φ1,Φ2 на противополож-
ных наборах принимают одинаковые истинностные значения. Следова-
тельно, рассматриваемая формула на противоположных наборах также
принимает одинаковые значения.

При рассмотрении формулы вида ∃x1Φ1 воспользуется очевидным
фактом, что истинность формул

∃x1Φ1(x1, x2, . . . , xn, y), ∃x1Φ1(x1, x2, . . . , xn, y)

совпадает.
Таким образом, если параметрическая формула Φ(x̃, y) получена с

помощью мультиопераций g1, . . . , gk ∈ S−∗ и представляет отношение
y ⊆ f(x̃), то операция f(x̃) также принадлежит классу S−∗. □

Лемма 8. Любую мультиоперацию из класса S−∗ можно параметри-
чески выразить с помощью операции d3, т.е. Par

[
{d3}

]
= S−∗.

Доказательство. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ S−∗. С использованием опера-
ции d3 построим параметрическую формулу Φ(x̃, y) для представления
операции f .

Заметим, что d3(0, x2, x3) = (0001). Таким образом, согласно лемме 4
операция d3(0, x2, x3) позволяет получить любую мультиоперацию из
класса M2. Построим с ее помощью формулу Ψ(x2, . . . , xn, y) представ-
ляющую отношение y ⊆ f(0, x2, . . . , xn).

Теперь положим, что Φ(0, x2, . . . , xn, y) = Ψ(x2, . . . , xn, y) и заменим
все вхождения 0 на переменную x1. Формула Φ(x1, x2, . . . , xn, y) построе-
на из операции d3, принадлежащей множеству S−∗. Поэтому такая фор-
мула на противоположных наборах принимает одинаковые истинност-
ные значения, и, значит, определяет операцию из класса S−∗. С учетом
того, что на наборах (0, x2, . . . , xn, y) истинностное значение формулы Φ
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совпадает с истинностным значением отношения y ⊆ f(0, x2, . . . , xn), по-
лучаем, что на наборах (x1, x2, . . . , xn, y) истинностное значение форму-
лы Φ(x1, x2, . . . , xn, y) совпадает с истинностным значением отношения
y ⊆ f(x1, x2, . . . , xn). □

Следствие 1. S−∗ = Par[∅].

Теорема 1. Множество мультиопераций B параметрически полно то-
гда и только тогда, когда B не содержится в множестве S−∗.

Доказательство. Так как B не содержится в множестве S−∗, то суще-
ствует операция f(x1, . . . , xn), которая на некоторой паре противополож-
ных наборов дает следующие возможные пары значений: (00), (0∗), (0−),
(11), (1∗), (1−), (∗1), (∗0), (∗−), (−0), (−1), (−∗).

Противоположным наборам соответствуют операции (01) и (10), кото-
рые есть в каждом параметрически замкнутом классе. Подставляя эти
операции в качестве внутренних операций в суперпозицию с внешней
мультиоперацией f вместо соответствующих переменных x1, . . . , xn, бу-
дем получать либо полное множество, либо одну из операций

(0−), (−0), (−1), (1−).

С учетом имеющейся операции отрицания достаточно рассмотреть
случай получения операции f(x) = (0−). Формула f(x) ⊆ f(y) опре-
деляет операцию g(x) = (−1). А формула f(x) ⊆ g(y) операцию h(x) =
(00). □

Следствие 2. Множество M2 содержит два параметрически замкну-
тых класса.
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