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Новая компонента схемы модулей MP3(2;−1, 4, 0)
полустабильных пучков ранга два на проективном

пространстве P3

М. А. Заводчиков, А. С. Тихомиров

Abstract

In this paper we study the Gieseker-Maruyama moduli scheme MP3(2;−1, 4, 0) of
semistable coherent sheaves of rank two with Chern classes c1 = −1, c2 = 4, c3 = 0
on the projective space P3. To date, only two irreducible components of this scheme have
been known, and their general points are locally free sheaves. In this paper we find and
describe a new irreducible component of the space MP3(2;−1, 4, 0), a general point of
which is a sheaf with singularity at a disjoint union of a pair of lines and a pair of points.
We prove that this component has the expected dimension 27 and is generically reduced
as a scheme.
Keywords: (semi)stable coherent sheaves, rank two sheaves, moduli space of semistable
sheaves.

1 Введение
Рассмотрим пространство (схему) модулей Гизекера-Маруямы M = MP3(2; c1, c2, c3) по-

лустабильных когерентных пучков без кручения ранга два с классами Черна c1 ∈ {−1, 0},
c2 ≥ 1, c3 ≥ 0, на трехмерном проективном пространстве P3 над основным полем k = k
характеристики 0. Геометрия и география этого пространства наиболее хорошо изучена
для малых значений второго класса Черна c2. В частности, в случае c1 = 0 найдены все
компоненты схемы MP3(2; 0, c2, 0) для 0 ≤ c2 ≤ 2 и целый ряд компонент этой схемы для
3 ≤ c2 ≤ 5 – см. [6], [10]. В случае c1 = −1 к настоящему времени получены следующие
результаты. Для c2 = 2 Ч. Алмейда, М. Жардим и А. С. Тихомиров в недавней работе [1]
и М. А. Заводчиков в работе [14] описали все компоненты схемы MP3(2;−1, 2, c3) для допу-
стимых значений 0, 2 и 4 класса c3. В случае (c2, c3) = (3, 9) и (c2, c3) = (4, 16) Р. Хартсхорн
в [7], а затем М.-Ч. Чанг для (c2, c3) ∈ {(3, 1), (3, 3), (3, 5), (3, 7), } в [4] нашли по одной ком-
поненте схемы MP3(2;−1, c2, c3) и показали, что общая точка каждой из этих компонент
является рефлексивным пучком. Кроме того, недавно Б.Шмидт в статье [13] показал, что
схемы MP3(2;−1, 3, 9) и MP3(2;−1, 4, 16) исчерпываются вышеуказанными компонентами,
найденными Хартсхорном. Далее, для c2 = 4 и c3 = 0 К. Баника и Н. Манолахе [3] доказа-
ли, что в схеме MP3(2;−1, 4, 0) имеется только две неприводимые компоненты размерности
27 и 28 соответственно, общие точки которых являются локально свободными пучками.
Кроме того, в вышеупомянутой работе Алмейды, Жардима и Тихомирова [1] показано,
что схема MP3(2;−1, 4, 0) имеет по крайней мере одну неприводимую рациональную ком-
поненту, общая точка которой является пучком с 0-мерными особенностями.

Настоящая статья является естественным продолжением работы [1] в направлении изу-
чения пространств модулей стабильных пучков ранга два с классом c1 = −1, малым
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классом c2, нулевым классом c3 и особенностями смешанной размерности. В ней полу-
чена новая компонента схемы MP3(2;−1, 4, 0), общая точка [E ] которой является пучком
с особенностями смешанной размерности следующего вида: 1-мерные особенности пучка
E – это пара скрещивающихся прямых, а 0-мерные особенности пучка E рефлексивны, то
есть совпадают с особенностями его рефлексивной оболочки E∨∨. Основным результатом
статьи является следующая теорема.
Основная теорема.
Схема модулей MP3(2;−1, 4, 0) полустабильных когерентных пучков ранга два без круче-
ния с классами Черна c1 = −1, c2 = 4, c3 = 0 на трехмерном проективном пространстве
P3 имеет неприводимую приведенную в общей точке компоненту M ожидаемой раз-
мерности 27. Общий пучок E из этой компоненты стабилен и включается в точную
тройку

0→ E → E∨∨ → Ol1(1)⊕Ol2(1)→ 0, (1)

где l1 и l2 – скрещивающиеся прямые в P3, E∨∨ – рефлексивный пучок из MP3(2;−1, 2, 2),
дважды двойственный к пучку E. При этом

Sing(E) = Sing(E∨∨) t l1 t l2, (2)

где Sing(E∨∨) – пара точек, dim Sing(E∨∨) = 0, а dim(l1 t l2) = 1, то есть E имеет
особенности смешанной размерности.

Эта теорема является непосредственным следствием теорем 1 и 2, доказываемых ниже
в параграфах 2 и 3 соответственно.

2 Семейство M стабильных пучков из MP3(2;−1, 4, 0) с
особенностями смешанной размерности

Рассмотрим схему R модулей стабильных рефлексивных пучков F ранга два с классами
Черна c1 = −1, c2 = 2, c3 = 2 на пространстве P3, удовлетворяющих точным тройкам вида

0→ OP3(−1)
s−→ F → Im1tm2 → 0, (3)

где m1 и m2 – произвольная пара непересекающихся прямых. Заметим, что из этой тройки
непосредственно следует, что h0(F(1)) = 1 и

H0(F(1)) = ksF , где (sF)0 = m1 tm2. (4)

Кроме того, легко видеть, что
Sing(F) ⊂ (sF)0. (5)

Как известно, [4, Lem. 2.4, Thm. 2.5], [7], R – открытое подмножество схемы модулей
Гизекера-Маруямы MP3(2;−1, 2, 2), имеющее размерность 11:

dimR = 11, (6)

и для любого пучка [F ] ∈ R

Sing(F)− пара точек (возможно, совпавших). (7)
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При этом R является тонким пространством модулей, то есть существует универ-
сальное семейство F рефлексивных пучков на P3 с базой R, рассматриваемое как пу-
чок на P3 × R, плоский над R. По определению для произвольной точки w ∈ R пучок
Fw := F|P3×{w} является стабильным рефлексивным пучком ранга два с особенностями
Sing(Fw) в паре точек (возможно, совпавших), то есть с 0-мерным множеством особенно-
стей.

Пусть G = G(1, 3) – грассманиан прямых пространства P3. Заметим, что в соответствии
с теоремой Грауэрта-Мюлиха [9, Part I, Sec. 3] множество

Gw = {l ∈ G | Fw|l ∼= Ol ⊕Ol(−1)}, w ∈ R, (8)

является открытым плотным подмножеством грассманиана G – см. [9], [4]. Нетрудно ви-
деть, что Sing(Fw) ∩ l = ∅ для w ∈ R и l ∈ Gw. Рассмотрим множество Π = {(l1, l2) ∈
Sym2G | l1 ∩ l2 = ∅} и плотное открытое подмножество Σ в R× Π вида:

Σ = {(w, (l1, l2)) ∈ R× Π | l1, l2 ∈ Gw}. (9)

Из (6)-(9) следует, что
dim Σ = dimR + dimG = 19. (10)

Нас будет интересовать множество M данных вида x = (w, (l1, l2), 〈ε〉):

M = {x = (w, (l1, l2), 〈ε〉) | (w, (l1, l2)) ∈ Σ, 〈ε〉 = ε mod Aut(Ol1(1)⊕Ol2(1)),

где ε : Fw → Ol1(1)⊕Ol2(1) – эпиморфизм и (sFw)0 ∩ (l1 t l2) = ∅}.
(11)

(Напомним, что в этом определении сечение sFw есть базисный вектор 1-мерного про-
странства H0(Fw) в соответствии с обозначением (4).)

Теорема 1.
(i) M является схемой размерности

dim M = 27, (12)

и определен морфизм

ϕ : M→ MP3(2;−1, 2, 2), x = (w, (l1, l2), 〈εx〉) 7→ [Ex], (13)

где Em := ker(εm) стабильный пучок.
(ii) ПустьM = ϕ(M). Морфизм ϕ : M→M является изоморфизмом; обратный к нему
морфизм ψ = ϕ−1 : M→ M дается формулой:

ψ : [E ] 7→ (w, (l1, l2), 〈ε〉), где w = [E∨∨], (l1, l2) = Supp(E∨∨/E),

а ε : E∨∨ � E∨∨/E − канонический эпиморфизм.
(14)

При этом имеет место равенство (2).

Доказательство. (i) Рассмотрим график инциденции ΓΠ = {((l1, l2), z) ∈ Π × P3 | z ∈
l1 t l2}. Вложения Σ ↪→ R × Π ' Π × P3 × R и ΓΠ ↪→ Π × P3 индуцирует вложения
i : P3 × Σ ↪→ P3 × R × Π ' Π × P3 × R и j : ΓΠ × R ↪→ Π × P3 × R. Вложения i и j
определяют расслоенное произведение

Γ = (P3 × Σ)×Π×P3×R (ΓΠ ×R)
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с проекцией p : Γ ↪→ P3 × Σ
pr2−−→ Σ, а также OP3×Σ-пучки FΣ = i∗(F � OΠ) и OΓ(1) =

OP3(1) �OΣ|Γ, плоские над Σ. Для произвольной точки (w, (l1, l2)) ∈ Σ ввиду (8) имеем

dim Exti(Fw,
2
⊕
i=1
Oli(1)) = hi(

2
⊕
i=1

(Oli(1)⊕Oli(2))) =

{
10, i = 0,

0, i ≥ 1.
(15)

Теорема о замене базы [11, Thm. 1.4], примененная к плоскому морфизму P3 × Σ
pr2−−→

Σ и плоским над Σ пучками FΣ и OΓ(1), и равенства (15) показывают, что пучки
Extipr2(FΣ,OΓ(1)), i ≥ 1, зануляются, а пучок

A = Ext0pr2(FΣ,OΓ(1))

является локально свободным OΣ-пучком ранга 10. Пусть Ỹ = V(A∨) π−→ Σ – векторное
расслоение над Σ, ассоцированное с пучком A∨, OY

can−−→ π∗A – канонический мономор-
физм, p2 : P3 × Ỹ → Ỹ – проекция на сомножитель, а π = id × π : P3 × Ỹ → P3 × Σ –
индуцированная проекция. Используя (10), находим

dim Ỹ = dim Σ + 10 = 29. (16)

На P3 × Σ имеем композицию морфизмов

evA : pr∗2A = pr∗2Ext0pr2(FΣ,OΓ(1)) = pr∗2pr2∗Hom(FΣ,OΓ(1))
evF−−→ Hom(FΣ,OΓ(1)),

где evF – морфизм вычисления. Она определяет морфизм ev : pr∗2A ⊗ FΣ → OΓ(1) как
композицию

ev : pr∗2A⊗ FΣ
evA⊗id−−−−→ Hom(FΣ,OΓ(1))⊗ FΣ

evΣ−−→ OΓ(1),

где evΣ – морфизм вычисления. На P3 × Ỹ рассмотрим подсхему ΓỸ = Γ ×Σ Ỹ , пучки
FỸ = π∗FΣ, OΓ

Ỹ
(1) = π∗OΓ(1) и морфизм

ε̃ : FỸ
p∗2can⊗id
−−−−−→ π∗(pr∗2A⊗ FΣ)

π∗ev−−−→ OΓ
Ỹ

(1). (17)

Заметим, что по определению схема Ỹ имеет следущее поточечное описание:

Ỹ = {y = (w, (l1, l2), εy) | (w, (l1, l2)) ∈ Σ, εy = ε̃|P3×{y} ∈ Hom(Fw,Ol1(1)⊕Ol2(1))}. (18)

Рассмотрим в Ỹ плотное открытое подмножество

Y = {y = (w, (l1, l2), εy) ∈ Ỹ | εy : Fw → Ol1(1)⊕Ol2(1) − эпиморфизм}. (19)

Ввиду (16) имеем:
dimY = 29. (20)

Положим ΓY = ΓỸ ×Ỹ Y , OΓY
(1) = OΓ

Ỹ
(1)|ΓY

. FY = FỸ |P3×Y . По построению на P3 × Y
имеем эпиморфизм

ε = ε̃|P3×Y : FY � OΓY
(1). (21)

Рассмотрим Quot-схему Q := QuotP3×Σ/Σ(FΣ, P )
q−→ Σ, где P = P (m) = 2(m + 1) – мно-

гочлен Гильберта приведенной схемы l1 t l2 относительно обильного пучка OP3(1). Пусть
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[εQ : FQ := q∗FΣ � L] – класс универсального фактора на P3 ×Q. В силу (21) по универ-
сальности Quot-схемы Q существует морфизм

f : Y → Q

и изоморфизмы FY ∼= OΓY
(1) ∼= (id× f)∗L такие, что ε = (id× f)∗εQ:

(FY
ε
� OΓY

(1)) = (id× f)∗(FQ

εQ

� L). (22)

Положим M = f(Y ). Заметим, что для произвольной точки y = (w, (l1, l2), εy) ∈ Y по
определению Quot-схемы Q слой f−1(f(y)) есть

f−1(f(y)) ∼= Aut(Ol1(1)⊕Ol2(1)) ∼= k∗ ⊕ k∗. (23)

Из (11) и поточечного описания (19) схемы Y непосредственно вытекает равенство (11).
При этом для произвольной точки x = (w, (l1, l2), 〈ε〉) ∈ M условие скрещивания прямых
l1 и l2, условие эпиморфности морфизма ε : Fw → Ol1(1) ⊕ Ol2(1) и условие (sFw)0 ∩
(l1 t l2) = ∅, входящие в определение множества M, являются открытыми условиями.
Отсюда следует, чтоM есть открытое подмножество схемы M, а значит, является схемой.
При этом ввиду (20) и (23) M имеет размерность dim M = dimY − 2 = 27, то есть имеем
равенство (12). Кроме того, открытое вложение i : M ↪→ Q и морфизм f : Y → M
определяют на P3 ×M подсхему ΓM такую, что ΓY = ΓM ×M Y , и плоские над M пучки
FM = (id× i)∗FQ и OΓMM

(1) такие,что

FY ∼= (id× f)∗FM, OΓY
(1) ∼= (id× f)∗OΓM

(1).

При этом универсальный фактор εQ : FQ � L на P3 ×Q индуцируют фактор-морфизм

εM = (id× i)∗εQ : FM � OΓM
(1). (24)

Обозначим
EM = ker(εM), Ex = EM|P3×{x}, εx = εM|P3×{x}, x ∈ M. (25)

В силу того, что пучки EM, FM, OΓM
(1) – плоские над M, то для произвольной точки

x = (w, (l1, l2), 〈εm〉) ∈ M точна тройка

0→ Ex
can−−→ Fw

εx−→ Ol1(1)⊕Ol2(1)→ 0. (26)

Легко видеть, что пучок Em стабилен по Гизекеру. Действительно, поскольку [Fw] ∈ R,
то пучок Fw – стабильный по Гизекеру пучок с c1(Fw) = −1, а значит, он не содержит
подпучков F ′ ранга 1 c c1(F ′) ≥ 0. Тем самым, ввиду тройки (26) пучок Ex также имеет
c1(Ex) = −1, а значит, не содержит подпучков E ′ ранга 1 c c1(E ′) ≥ 0, и потому стабилен
по Гизекеру.

Заметим, что по определению класс изоморфизма [Ex] пучка Ex зависит только от
класса 〈εx〉 эпиморфизма εx, поэтому в морфизм ϕ в (13) ввиду стабильности пучка Ex и
равенства Ex = EM|P3×{x} (см. (25)) определен корректно.

(ii) Формула (14) является непосредственным следствием тройки (26), в которой
Fw = E∨∨. Равенство (2) вытекает из (5), (7) и условия (sE∨∨)0 ∩ (l1 t l2) = ∅ в (11),
накладываемого на пучок E∨∨. Теорема доказана.
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Из теоремы 1 вытекает
Следствие. Имеют место равенства dimM = dim M = 27, где M – замыкание M в
схеме модулей MP3(2;−1, 4, 0). Тем самым, ввиду стабильности пучков [E ] ∈ M верно
неравенство

dim Ext1(E , E) = dimT[E]MP3(2;−1, 4, 0) ≥ dim[E]M≥ 27, [E ] ∈M. (27)

3 Вычисление касательного пространства Ext1(E , E) к
схеме модулей MP3(2;−1, 4, 0) в точках [E ] семейства M

В этом параграфе мы доказываем теорему 2 о том, что семейство пучков M, построен-
ное выше, является гладким открытым подмножеством неприводимой компоненты схемы
модулей Гизекера-Маруямы MP3(2;−1, 4, 0).

Теорема 2.
Для произвольного пучка [E ] ∈ M выполняется неравенство dim Ext1(E , E) ≤ 27. Как
следствие, семейство пучков M, построенное выше, есть гладкое плотное открытое
подмножество неприводимой компоненты M схемы модулей MP3(2;−1, 4, 0). Эта ком-
понентаM имеет ожидаемую размерность 27.

Доказательство этой теоремы предварим вспомогательными леммами 1-3.
Рассмотрим точную тройку (26), в которой обозначено E = Ex и использован изомор-

физм Fw = E∨∨:

0→ E can−−→ E∨∨ → L→ 0, L := Ol1(1)⊕Ol2(1). (28)

Стабильные по Гизекеру пучки E и E∨∨ не имеют кручения, а L является OP3-пучком
кручения, поэтому

Hom(L, E) = 0 = Hom(L, E∨∨). (29)

Применяя к тройке (28) функтор Hom(−, E) и учитывая первое равенство (29), получим
точную последовательность

Hom(E∨∨, E)→ Hom(E , E)→ Ext1(L, E)→ Ext1(E∨∨, E)→ Ext1(E , E)→ Ext2(L, E). (30)

Для доказательства теоремы 2 нам необходимо найти размерности различных групп, вхо-
дящих в последовательность (30). Мы получим эти результаты в нижеследующих леммах
1-3.
Лемма 1. Справедливы следующие равенства:

Hom(E , E) = k, (31)

Hom(E∨∨, E) = 0, (32)

Ext1(L, E) = k2. (33)
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Доказательство. Пучок E стабилен согласно утверждению (i) теоремы 1 и, значит, явля-
ется простым [9, Cor. 1.2.8], то есть получаем равенство (31).

Докажем равенство (32). Действительно, пучок [E∨∨] ∈ R – стабильный, а значит, про-
стой, то есть любой ненулевой эндоморфизм пучка E∨∨ – изоморфизм. Поэтому любой
ненулевой морфизм τ : E∨∨ → E ввиду инъективности морфизма E can−−→ E∨∨дает нену-
левую композицию E∨∨ can ◦ τ−−−−→ E∨∨, которая тем самым является изоморфизмом. Как
следствие, can – также изоморфизм, вопреки тройке (28). Таким образом, имеем равен-
ство (32).
Далее, к точной тройке (28) применим функтор Hom(L,−); с учетом второго равенства
(29) получим точную последовательность

0→ Hom(L,L)→ Ext1(L, E)→ Ext1(L, E∨∨). (34)

Так как прямые l1 и l2 не пересекаются, то

Hom(L,L) = Hom(Ol1(1)⊕Ol2(1),Ol1(1)⊕Ol2(1)) =

Hom(Ol1(1),Ol1(1))⊕ Hom(Ol2(1),Ol2(1)) ∼= k2.
(35)

Найдем Ext1(L, E∨∨). Для этого рассмотрим точные тройки

0→ Ili(1)→ OP3(1)→ Oli(1)→ 0, 0→ OP3(−1)→ O⊕2
P3 → Ili(1)→ 0, i = 1, 2. (36)

Применим к ним функтор Hom(−, E∨∨), получим точные последовательности

Hom(Ili(1), E∨∨)→ Ext1(Oli(1), E∨∨)→ Ext1(O(1), E∨∨). (37)

0→ Hom(Ili(1), E∨∨)→ Hom(O⊕2
P3 , E∨∨) = H0(E∨∨)⊕2. (38)

Taк как пучок E∨∨ стабилен, то H0(E∨∨) = 0, поэтому (38) влечет

Hom(Ili(1), E∨∨) = 0. (39)

С другой стороны, Ext1(OP3(1), E∨∨) = H1(E∨∨(−1)) = 0 (см. [4, Tab. 2.6.1]). Отсюда и из
(37) и (39) следует, что Ext1(Oli(1), E∨∨) = 0, и поэтому

Ext1(L, E∨∨) = Ext1(Ol1(1), E∨∨)⊕ Ext1(Ol2(1), E∨∨) = 0. (40)

Из (34) и равенств (35) и (40) вытекает (33).

Лемма 2. Имеет место неравенство

dim Ext1(E∨∨, E) ≤ 20. (41)

Доказательство. Рассмотрим точную тройку (3), в которой в качестве F возьмем пучок
E∨∨ из тройки (28):

0→ OP3(−1)→ E∨∨ → Im1tm2 → 0 (42)

Напомним, что по определению M (см. (11)) имеем (m1 tm2) ∩ (l1 t l2) = ∅, откуда

Extj(Omi
, L) = Extj(Omi

,Ol1(1)⊕Ol2(1)) = 0, j ≥ 0, i = 1, 2,

Extj(L,Omi
(−4)) = 0, j ≥ 0, i = 1, 2,

(43)
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Кроме того, согласно [4, Tab. 2.6.1] верны равенства

h0(E∨∨(1)) = 1, h1(E∨∨(1)) = 0. (44)

Применяя к (42) функтор Hom(−, E) и учитывая второе равенство (29), получим точную
последовательность

0→ Hom(OP3(−1), E)→ Ext1(Im1tm2 , E)→ Ext1(E∨∨, E)→ Ext1(OP3(−1), E). (45)

Заметим, что тройка (28), подкрученная на OP3(1):

0→ E(1)→ E∨∨(1)→ Ol1(2)⊕Ol2(2)→ 0,

с учетом изоморфизмов Hom(OP3(−1), E) ∼= H0(E(1)) = 0, Ext1(OP3(−1), E) ∼= H1(E(1)) и
равенств (44) дает неравенство

5 ≤ dim Ext1(OP3(−1), E) = dimHom(OP3(−1), E) + 5 ≤ 6. (46)

Покажем, что
dim Ext1(Im1tm2 , E) = 15. (47)

Для этого применим функтор Hom(−, E) к точной тройке

0→ Im1tm2 → OP3 → Om1 ⊕Om2 → 0, (48)

получим точную последовательность

Ext1(Om1 ⊕Om2 , E)→ Ext1(OP3 , E)→ Ext1(Im1tm2 , E)→ Ext2(Om1 ⊕Om2 , E)→
→ Ext2(OP3 , E).

(49)

Согласно [4, Tab. 2.6.1] имеем hi(E∨∨) = 0, i 6= 1, h1(E∨∨) = 1. Кроме того, h0(L) = 4,
h≥1(L) = 0. Поэтому, переходя к когомологиям тройки (28), находим: dim Ext1(OP3 , E) =
h1(E) = 5, Ext2(OP3 , E) = h1(E) = 0. Подставляя эти равенства в (49), выводим, что для
получения равенства (47) достаточно проверить равенства

Ext1(Om1 ⊕Om2 , E) = 0, (50)

dim Ext2(Om1 ⊕Om2 , E) = 10. (51)

Проверим равенство (50). Рассмотрим точную последовательность, вытекающую из спек-
тральной последовательности локальных и глобальных Ext-ов Ep,q

2 = Hp(Extq(Om1 , E)) =⇒
Ext•(Om1 , E):

0→ H1(Hom(Om1 , E))→ Ext1(Om1 , E)→ H0(Ext1(Om1 , E))→ H2(Hom(Om1 , E)) (52)

Так как стабильный пучок E не имеет кручения, а Om1 – пучок кручения, то
Hom(Om1 , E) = 0, и из (52) вытекает изоморфизм

Ext1(Om1 , E) ∼= H0(Ext1(Om1 , E)). (53)

Далее, применяя к тройке (28) функтор Hom(Om1 ,−) и учитывая (43), получаем изомор-
физм пучков

Ext1(Om1 , E) ∼= Ext1(Om1 , E∨∨). (54)
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Заметим, что, согласно [9, Prop. 1.1.6.i)],

Ext1(Om1 ,OP3(−1)) = Ext1(Om1 ,OP3) = 0. (55)

Применяя к точным тройкам (42) и (48) функтор Hom(Om1 ,−) и пользуясь (55) и изо-
морфизмом Hom(Om1 ,Om1 ⊕Om2), получаем мономорфизм

0→ Ext1(Om1 , E∨∨)
β−→ Ext1(Om1 , Im1tm2) (56)

и изоморфизм
Ext1(Om1 , Im1tm2) ∼= Om1 (57)

соответственно. С другой стороны, поскольку Supp(Ext1(Om1 , E∨∨)) ⊂ Sing(E∨∨), то
dim Ext1(Om1 , E∨∨) ≤ dim Sing(E∨∨ = 0. Отсюда и из (57) вытекает, что морфизм β в (56)
– нулевой и Ext1(Om1 , E) = 0. Поэтому Ext1(Om1 , E) = 0 в силу (53). По той же причине
Ext1(Om2 , E) = 0 и, значит, верно равенство (50).

Перейдем к проверке равенства (51). Для этого вычислим Ext2(Om1 , E). По двойствен-
ности Серра-Гротендика имеем

Ext2(Om1 , E) = Ext1(E ,Om1(−4))∨. (58)

Рассмотрим точную последовательность, вытекающую из спектральной последовательно-
сти локальных и глобальных Ext-ов для пары пучков

0→ H1(Hom(E ,Om1(−4)))→ Ext1(E ,Om1(−4))→ H0(Ext1(E ,Om1(−4)))→
→ H2(Hom(E ,Om1(−4))).

(59)

Применяя к тройке (28) функтор Hom(−,Om1(−4)) и учитывая последние равенства (43),
получаем равенства

Hom(E ,Om1(−4)) = Hom(E∨∨,Om1(−4)),

Ext1(E ,Om1(−4)) = Ext1(E∨∨,Om1(−4)).
(60)

Применяя тот же функтор к (42), (48) и точной тройке 0 → Im1∪m2 → Im1 → Om2 → 0 и
используя соотношения Hom(OP3(−1),Om1(−4)) ∼= Om1(−3), Ext1(OP3(−1),Om1(−4)) = 0,
Extj(OP3 ,Om1(−4)) = 0, j ≥ 1 (см. [5, Ch. III, Prop. 6.3.(b)]), изоморфизм

Ext2(Om1 ,Om1) ∼= detNm1/P3
∼= Om1(2), (61)

(см. [12, p. 50]), и соотношения Exti(Om2 , Om1(−4)), i ≥ 0, Im1|m1
∼= Om1(−1)⊕2, получаем

точную последовательность

0→ Hom(Im1∪m2 ,Om1(−4))→ Hom(E∨∨,Om1(−4))
ψ−→ Om1(−3)→

→ Ext1(Im1∪m2 ,Om1(−4))→ Ext1(E∨∨,Om1(−4))→ 0
(62)

и изоморфизмы

Ext1(Im1∪m2 ,Om1(−4)) ∼= Ext2(Om1 ⊕Om2 ,Om1(−4)) ∼= Ext2(Om1 ,Om1(−4))
∼= Om1(−2),

(63)
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Hom(Im1∪m2 ,Om1(−4)) ∼= Hom(Im1 ,Om1(−4)) ∼= Hom(Om1(−1)⊕2,Om1(−4))
∼= Om1(−3)⊕2 (64)

соответственно. Подставляя (63) и (64) в (62), получаем точную последовательность

0→ Om1(−3)⊕2 → Hom(E∨∨,Om1(−4))
ψ−→ Om1(−3)→ Om1(−2)

→ Ext1(E∨∨,Om1(−4))→ 0
(65)

Поскольку пучок E∨∨|m1 – локально свободный пучок ранга 2 вне 0-мерного множества
Sing(E∨∨) ∩ m1, то пучок Hom(E∨∨,Om1(−4)) – Om1-пучок ранга 2. Тем самым, im(ψ)
является Om1-пучком кручения. Следовательно, как подпучок пучка Om1(−3) он является
нулевым пучком. Поэтому из (65) и (60) вытекают изоморфизмы

Hom(E ,Om1(−4)) ∼= Hom(E∨∨,Om1(−4)) ∼= Om1(−3)⊕2, (66)

Ext1(E ,Om1(−4)) ∼= Ext1(E∨∨,Om1(−4)) ∼= Om1(−2)/Om1(−3) ∼= kx, x ∈ m1. (67)

Подставляя (66) и (66) в (59) получаем Ext2(Om1 , E)
SD∼= Ext1(E ,Om1(−4))∨ ∼= k5, где SD –

двойственность Серра-Гротендика. Аналогично Ext2(Om2 , E) ∼= k5. Как следствие послед-
них изоморфизмов получаем равенство (51), а тем самым, и равенство (47). Подставляя
теперь (46) и (47) в (45), получаем неравенство (41). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Верно равенство

dim Ext2(L, E) = 8. (68)

Доказательство. Напомним, что поскольку [E ] ∈M, то из из определенияM (см. (8)-(11)
и теорему ??.(ii)) следует, что пучок E∨∨ локально свободен вдоль l1, причем

E∨∨|l1 ∼= Ol1 ⊕Ol1(−1), (69)

и, кроме того,
Ext1(E∨∨,Ol1(−3)) = Ext2(E∨∨,Ol1(−3)) = 0, (70)

а также T or1(E∨∨,Ol1) = 0. Поэтому ограничивая точную тройку (28) на l1, получаем
точные тройки

0→ ker(r)→ Ol1 ⊕Ol1(−1)
r−→ Ol1(1)→ 0,

0→ T or1(Ol1(1),Ol1)→ E|l1 → ker(r)→ 0.
(71)

Верхняя тройка (71) влечет изоморфизм ker(r) ∼= Ol1(−2). Подставляя его в нижнюю
тройку (71) и используя соотношение T or1(Ol1(1) ∼= N∨l1/P3(1) ∼= O⊕2

l1
, получаем E|l1 = O⊕2

l1
⊕

Ol1(−2). Отсюда находим Hom(E ,Ol1(−3)) ∼= Hom(E|l1 ,Ol1(−3)) ∼= Ol1(−3)⊕2 ⊕Ol1(−1) и,
тем самым,

h1(Hom(E ,Ol1(−3))) = 4. (72)

Далее, по аналогии с (61) имеем Ext2(L,Ol1(−3)) ∼= Ext2(Ol1(1),Ol1(−3)) ∼= Ol1(−2). От-
сюда и из точной последовательности, полученной применением к тройке (28) функтора
Hom(−,Ol1(−3)), вытекает изоморфизм Ext1(E ,Ol1(−3)) ∼= Ext2(L,Ol1(−3)) ∼= Ol1(−2).
Тем самым, h0(Ext1(E ,Ol1(−3))) = 0. Подставляя это равенство вместе с (72) в точную
последовательность 0→ H1(Hom(E ,Ol1(−3)))→ Ext1(E ,Ol1(−3))→ H0(Ext1(E ,Ol1(−3))),

аналогичную (59), получаем изоморфизм Ext2(Ol1(1), E)
SD∼= Ext1(E ,Ol1(−3))∨ ∼= k4. Ана-

логично, Ext2(Ol2(1), E) ∼= k4, откуда вытекает (68). Лемма 3 доказана.

10



Доказательство теоремы 2. Подставляя в (30) полученные в леммах 1-3 соотноше-
ния (31), (32), (33), (41) и (68), получаем требуемое неравенство dim Ext1(E , E) ≤ 27 для
[E ] ∈ M. Сравнивая это неравенство с (27), получаем равенство dimT[E]MP3(2;−1, 4, 0) =
dimT[E]M = 27. Тем самым, ввиду неприводимости M замыкание M схемы M в схе-
ме модулей MP3(2;−1, 4, 0) является неприводимой компонентой размерности 27 схемы
MP3(2;−1, 4, 0), а M – гладким плотным открытым подмножеством в M. При этом
размерность 27 является ожидаемой (по теории деформации), то есть совпадает с вир-
туальной размерностью vdimM, вычисляемой для [E ] ∈ M по формуле Римана-Роха
vdimM = 1 − χ(E , E), где χ(E,E) =

∑3
i=0(−1)i dim Exti(E , E). Действительно, посколь-

ку c1(E) = −1, c2(E) = 4, то, как известно [6], [7], [10], χ(E , E) = 6 − 8c2(E) = −26, откуда
vdimM = 1− (−26) = 27. �
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