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Abstract: In the present paper, we study various representations
of the virtual braid group V Bn, the singular braid monoid SMn,
and the singular braid group SBn. We construct a representation
of the virtual braid group into the group of automorphisms of the
quandle. We prove that this representation generalizes some well-
known representations. Using this representation, we construct an
invariant of virtual links.

We investigate representations of the singular braid monoid
SMn and the singular braid group SBn by endomorphisms and
automorphisms of a free module and a free group. In particular,
we find all linear local homogeneous representations of the singular
braid monoid that extend the Burau representation of the braid
group and find conditions under which these representations can
be extended to the group SBn. We prove that the constructed
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linear representation is reducible and an irreducible representation
is obtained that extends the reduced Burau representation.
Keywords: virtual braid group, singular braid group, Burau repre-
sentation, knot, link, quandle.

1 Введение

Основная проблема теории узлов – классификация узлов с точностью
до эквивалентности. Ключевую роль в ее решении играют инварианты
узлов – функции, определенные на множестве узлов, значения которых
остаются неизменными на классах эквивалентных узлов. В 1923 году
Александер доказал, что для любого зацепления существует коса, замы-
кание которой эквивалентно исходному зацеплению. Более того, теорема
Маркова сводит проблему классификации узлов к ряду алгебраических
проблем, связанных с группами кос.

Одно из обобщений теории узлов — теория виртуальных узлов, была
введена Л. Х. Кауфманом [1] в конце 1990-х. С теорией виртуальных уз-
лов связаны некоторые ее фактор-теории, которые получаются добавле-
нием некоторых аналогов преобразований Рейдемейстера. На этом пути
возникает теория плоских виртуальных узлов, теория узлов со спайка-
ми, теория Гауссовых узлов и ряд других. При этом, в основе этих теорий
лежат соответствующие аналоги групп кос.

При изучении групп кос широко используются их представления. Ис-
пользуя представление Артина группы кос автоморфизмами свободной
группы, можно найти группу соответствующего зацепления. Используя
приведенное представление Бурау группы кос, можно найти полином
Александера соответствующего узла.

Более сильным инвариантом, по сравнению с группой узла, являет-
ся фундаментальный квандл узла. Квандлы были введены независимо
Д. Джойсом [2] и С. В. Матвеевым [3]. Основной результат Джойса-
Матвеева состоит в том, что фундаментальный квандл характеризует
узел с точностью до ориентации узла и объемлющего пространства.

Т. Ито [5] определил квандл с отмеченной точкой (Q, h), где Q –
квандл, h ∈ Q. Отмеченная точка h играет ту же роль, что и базис-
ная точка в определении фундаментальной группы многообразия. Для
квандлов с отмеченной точкой естественным образом определяются мор-
физмы и строится категория квандлов с отмеченной точкой. Т. Ито для
каждой косы β построил функтор Iβ : QP −→ Q из категории квандлов
с отмеченной точкой в категорию квандлов и доказал, что этот функтор
определяет инвариант зацепления, являющегося замыканием косы β.

В настоящей работе результат Т. Ито обобщается на случай вирту-
альных зацеплений. Построено представление группы виртуальных кос
V Bn автоморфизмами некоторого квандла, что позволяет определить
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функтор V Iβ : QP −→ Q, который задает инвариант виртуального за-
цепления, являющегося замыканием виртуальной косы β.

Сингулярные узлы были определены В. Васильевым для изучения ин-
вариантов конечного порядка (инвариантов Васильева-Гусарова) клас-
сических узлов. Понятие моноида сингулярных кос SMn было введено
независимо Дж. Баэсом [6] и Дж. Бирман [7]. О. Дашбах и Б. Гемейн
[8, 9] изучали представления моноида сингулярных кос эндоморфизма-
ми свободной группы. Группы сингулярных крашеных кос изучались в
работах [10, 11, 12, 13]. В настоящей работе будут построены линейные
представления и представление автоморфизмами свободной группы Fn
группы сингулярных кос SBn, продолжающие представления группы
кос Bn.

Также О. Дашбах и Б. Гемейн [8, 9] построили линейное представление
моноида сингулярных кос SMn и доказали, что при n = 3 это представ-
ление точно. В настоящей работе будут найдены все линейные локальные
однородные представления моноида SMn продолжающие представление
Бурау группы кос. Среди них будут выбраны представления, продолжа-
ющиеся на группу сингулярных кос SBn.

Хорошо известно, что представление Бурау группы кос приводимо и
по нему можно построить так называемое приведенное представление,
имеющее размерность на единицу меньше и являющееся неприводимым.
Именно оно используется для построения полинома Александера клас-
сического узла. В данной работе изучается вопрос о приводимости по-
строенных линейных представлений группы сингулярных кос. Доказа-
но, что построенные продолжения представления группы сингулярных
кос приводимы и найдены неприводимые представления, продолжающие
приведенное представление Бурау. При этом приведенное представление
уже не является ни локальным, ни однородным.

Дадим краткое описание работы.
В параграфе 1 приводятся основные определения и понятия по дан-

ной тематике. Во втором параграфе исследовано целое семейство пред-
ставлений группы виртуальных кос в группы автоморфизмов различных
квандлов. В теореме 2.1 построено представление группы виртуальных
кос. Вопрос о точности построенного представления исследован в пред-
ложении 2.1. В параграфе 3 построены инварианты виртуальных уз-
лов и зацеплений (см. теорему 3.1). В четвертом параграфе рассмотрен
подход к построению инварианта по диаграмме виртуального узла. В
последнем параграфе найдены линейные локальные однородные пред-
ставления группы сингулярных кос SBn, продолжающие представления
Бурау. В теореме 6.2 исследована приводимость построенных представ-
лений.

2 Основные определения

Напомним некоторые факты из теории узлов.
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Узел K – это образ гладкого вложения окружности S1 в простран-
ство R3. n-компонентное зацепление – это несвязное объединение n уз-
лов K1 t K2 t . . . t Kn. Два узла (зацепления) L и L′ называют экви-
валентными, если существует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм
пространства R3 в себя, переводящий L в L′.

Диаграммой узла (зацепления) называют регулярную проекцию узла
(зацепления) на некоторую плоскость с указанными проходами и пере-
ходами. Движениями Рейдемейстера называются локальные преобразо-
вания диаграммы зацепления. Существуют три типа движений Рейде-
мейстера (см. рис 1, на котором представлены движения Рейдемейстера
с точностью до ориентации зацепления и смены прохода и перехода).

Рис. 1. Движения Рейдемейстера.

Верна теорема Рейдемейстера.

Теорема 1. (Рейдемейстер). Зацепление L эквивалентно зацеплению
L′ тогда и только тогда, когда диаграмму зацепления L можно преоб-
разовать в диаграмму зацепления L′ посредством применения конечной
последовательности движений Рейдемейстера и плоской изотопии.

Для изучения узлов Э. Артином [14] были введены косы. Группа кос
Bn, n ≥ 2 на n нитях задается порождающими элементами σ1, σ2, . . . , σn−1
(см. рис 2). и определяющими соотношениями:

σi σi+1 σi = σi+1 σi σi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2,

σi σj = σj σi, |i− j| ≥ 2.

Косой называют элемент группы кос. Существует гомоморфизм груп-
пы Bn на группу подстановок Sn, переводящий порождающий σi в транс-
позицию (i, i+1), i = 1, 2, . . . , n−1. Ядро этого гомоморфизма называется
группой крашеных кос и обозначается символом Pn. Группа крашеных
кос является нормальной подгруппой индекса n! группы кос. Группа Pn
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Рис. 2. Порождающий σi и обратный к нему элемент.

порождается элементами aij , 1 ≤ i < j ≤ n, которые выражаются через
порождающие группы кос Bn следующим образом:

ai,i+1 = σ2i ,

aij = σj−1 σj−2 . . . σi+1 σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−2 σ

−1
j−1, i+ 1 < j ≤ n.

Известно [15], что группа Pn разлагается в полупрямое произведение
свободных групп:

Pn = Un o (Un−1 o (. . .o (U3 o U2)) . . .), Ui ' Fi−1, i = 2, 3, . . . , n.

Группа виртуальных кос V Bn порождается элементами

σ1, σ2, . . . , σn−1, ρ1, ρ2, . . . , ρn−1,

где σ1, σ2, . . . , σn−1 порождают группу кос Bn, а элементы ρ1, ρ2, . . . ,
ρn−1 порождают группу подстановок Sn, т.е. V Bn определяется соотно-
шениями группы Bn, соотношениями группы Sn и следующими смешан-
ными соотношениями

σiρj = ρjσi, |i− j| > 1,

ρiρi+1σi = σi+1ρiρi+1.

Диаграмма виртуального зацепления – это четырёхвалентный граф
каждый перекресток которого является либо классическим, либо вир-
туальным. Виртуальными движениями Рейдемейстера называются ло-
кальные преобразования диаграммы виртуального зацепления. Суще-
ствуют три типа виртуальных движений и одно смешанное (см. рису-
нок 3).

Две диаграммы виртуальных зацеплений называются эквивалентны-
ми, если одну из них можно перевести в другую конечным числом клас-
сических, виртуальных, смешанных движений Рейдемейстера и плоской
изотопией.

Напомним определение квандла (см. [2], [3]).
Квандлом называется непустое множество Q с одной бинарной опера-

цией ∗, удовлетворющей следующим аксиомам:
(Q1) q ∗ q = q для всех элементов q ∈ Q;
(Q2) для любых q, r ∈ Q, уравнение x ∗ q = r имеет единственное

решение x ∈ Q;
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Рис. 3. Виртуальные движения Рейдемейстера.

(Q3) для любых q, r, h ∈ Q имеет место равенство (q ∗ r) ∗ h = (q ∗ h) ∗
(r ∗ h).

Квандлом с отмеченной точкой называется пара (Q, h), где Q – квандл
и h ∈ Q.

Для квандлов естественным образом определены понятия гомомор-
физма и изоморфизма. Гомоморфизмом ϕ квандлов (Q, ∗Q) и (R, ∗R)
называется отображение ϕ : Q −→ R сохраняющее операцию, т. е.

ϕ(a ∗Q b) = ϕ(a) ∗R ϕ(b), a, b ∈ Q.

Изоморфизмом ϕ квандлов (Q, ∗Q) и (R, ∗R) называется взаимоодно-
значный гомоморфизм ϕ.

Распространим понятие гомоморфизма и изоморфизма квандлов на
квандлы с отмеченными точками. Гомоморфизмом ϕ квандлов (Q, h) и
(R, r) с отмеченными точками называется гомоморфим квандлов (Q, ∗Q)
и (R, ∗R), переводящий отмеченную точку в отмеченную: ϕ(h) = r. Изо-
морфизмом ϕ квандлов (Q, h) и (R, r) с отмеченными точками называет-
ся взаимооднозначный гомоморфизм квандлов с отмеченными точками.

Моноид Баеса—Бирман (см. [6, 7]) или, как его ещё называют, сингу-
лярный моноид SMn задается порождающими σi, σ−1i , τi, i = 1, 2, . . . , n−
1 и определяющими соотношениями:

τi τj = τj τi, |i− j| ≥ 2,

τi σj = σj τi, |i− j| ≥ 2,

τi σi = σi τi, i = 1, 2, . . . , n− 1,

σi σi+1 τi = τi+1 σi σi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2,

σi+1 σi τi+1 = τi σi+1 σi, i = 1, 2, . . . , n− 2.

При этом элементы σi, σ
−1
i (см. рис 2) порождают группу кос Bn.
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Р. Фенн Э. Кейман и К. Рурки доказали [17], что моноид Баеса-
Бирман вкладывается в группу, которую они назвали группой сингу-
лярных кос: SMn −→ SBn. С каждым порождающим τi можно связать
сингулярную n-нитевую косу в соответствии с рисунком 4.

Рис. 4. Порождающий τi.

Напомним некоторые известные факты о представлениях группы кос
Bn. Эмиль Артин построил представление группы Bn в группу автомор-
физмов Aut(Fn) свободной группы Fn = 〈x1, x2, . . . , xn〉, где порождаю-
щий σi задает автоморфизм:

σi :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xl 7−→ xl, l 6= i, i+ 1,

где i = 1, 2, . . . , n − 1. Это представление называется представлением
Артина. Оно является точным и позволяет решить проблему равенства
слов в группе кос. В [14] установлено, что автоморфизм β из Aut(Fn)
принадлежит группе кос Bn тогда и только тогда, когда β удовлетворяет
следующим двум условиям:

1) β(xi) = a−1i xπ(i) ai, 1 ≤ i ≤ n,
2) β(x1x2 . . . xn) = x1x2 . . . xn,

где π некоторая перестановка множества индексов {1, 2, . . . , n}.
Также представление Артина позволяет построить (используя подход

Магнуса [19]) линейное представление группы кос (представление Бу-
рау) и линейное представление группы крашенных кос (представление
Гаснера). Представление Бурау [18], ρ : Bn → GLn(Z[t±1]) переводит
порождающий σi группы кос Bn в матрицу следующего вида:

ϕ(σi) =


Ei−1 0 0 0

0
0

1− t t
1 0

0
0

0 0 0 En−(i+1)

 , i = 1, 2, . . . , n− 1.

Представление Бурау локально, т. е. каждый порождающий перехо-
дит в матрицу, которая отличается от единичной матрицы диагональной
клеткой порядка 2. Кроме того, представление Бурау также и однород-
ное, т. е. клетки порядка 2 совпадают для всех порождающих. Известно,
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что все линейные локальные однородные представления группы кос Bn
в некотором смысле эквивалентны представлению Бурау.

Напомним, что представление

ϕ : Bn → GLn(C)

называется локальным, если

ϕ(σi) =


Ei−1 0 0 0

0
0

∗ ∗
∗ ∗

0
0

0 0 0 En−i−1

 =

 Ei−1 0 0
0 Ri 0
0 0 En−i−1

 ,

i = 1, 2, . . . , n−1, где Em — единичная матрица порядка m, Ri – матрица
порядка 2. Локальное представление называется однородным, если R1 =
R2 = . . . = Rn−1.

Очевидно, что для локадьного представления ϕ сохраняется соот-
ношение дальней коммутативности, т.е. ϕ (σi)ϕ (σj) = ϕ (σj)ϕ (σi) при
|i− j| > 2.

В 1936 году В. Бурау сформулировал вопрос о линейности группы
кос (т.е. о ее точной представимости конечномерными матрицами над
полем). Отметим, что группа B2 – бесконечная циклическая, а потому
является линейной. В. Магнус доказал линейность B3 (см. [19]). Долгое
время существовало предположение, что представление Бурау является
точным, однако, сейчас доказано, что оно неточное при n > 5. Так в 1991
году Д. Муди (см.[20]) построил нетривиальный элемент, лежащий в яд-
ре представления Бурау группы Bn при n > 9. В [21] С. Бигелоу снизил
эту границу до 5. Вопрос о точности представления Бурау группы B4

до сих пор остается открытым. P. Лоуренс построила новые линейные
представления группы кос Bn в [22], а Д. Крамер [23] и С. Бигелоу [21]
показали, что одно из этих представлений является точным. Следова-
тельно, группы кос Bn, n ≥ 2, являются линейными.

В работе Вады [24] построены семь типов локальных представлений
группы кос Bn в группу Aut(Fn). Вада высказал предположение, что
описаны все возможные локальные представления группы кос Bn в груп-
пу Aut(Fn). Это предположение доказал Ито [4]. Из этих семи типов
четыре являются точными (см. [25]).

В работе Ю. А. Михальчишиной [26] построены продолжения пред-
ставлений Вады на группу виртуальных кос V Bn, описаны локальные
линейные представления группы B3, а также локальные однородные
представления Bn при n > 2. Исследована связь этих представлений
с представлением Бурау.
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3 Представление виртуальных кос

Рассмотрим произвольный квандл с отмеченной точкой (Q, h) и его
свободную степеньQ?n. Свободно умножим на тривиальный квандл T1 =
〈{y}, ∗T 〉, получим Q?n ? T1. Обозначим qi элемент из i-ой копии Q со-
ответствующий q ∈ (Q, h). В данных обозначениях hi – это отмеченная
точка в i-й копии Q.

Напомним вторую аксиому квандла: для любых q, r ∈ Q, уравнение
x ∗ q = r имеет единственное решение x ∈ Q. Обозначим x = r ∗ q. Так
как решение этого уравнения существует, единственно и определено для
любых q, r ∈ Q, мы можем определить операцию деления справа ∗ в
квандле Q следующим образом:

q ∗ r = a, где a ∗ r = q.

Рассмотрим на квандлеQ?n?T1 набор отображений S1, . . . , Sn−1, V1, . . . , Vn−1,
определенных равенствами:

Si =


qi → qi+1 ∗ hi,
qi+1 → qi ∗ hi,
qk → qk, k 6= i, i+ 1,

y → y.

Vi =


qi → qi+1 ∗ y,
qi+1 → qi ∗ y,
qk → qk, k 6= i, i+ 1,

y → y.

Данные отображения являются автоморфизмами квандла Q?n ? T1.
Заметим, что

V −1i = Vi и S−1i =


qi → qi+1 ∗ hi+1,

qi+1 → qi ∗ hi+1,

qk → qk, k 6= i, i+ 1

y → y.

Теорема 2. Отображение τ : V Bn −→ Aut(Q?n ? T1), заданное по пра-
вилу

τ(σi) = Si, τ(ρi) = Vi

является представлением группы виртуальных кос автоморфизмами
квандла Q?n ? T1.

Доказательство. В статье Ито [5] было показано, что Si+1SiSi+1 = SiSi+1Si
и SiSj = SjSi, при |i− j| > 2.

Прямыми вычислениями проверяются соотношения Vi+1ViVi+1 = ViVi+1Vi,
V 2
i = id и ViVj = VjVi, при |i− j| > 2.
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Проверим смешанное соотношение ViSi+1Vi = Vi+1SiVi+1. Действуя на
элементы qi, qi+1, qi+2 левой и правой частями смешанного соотношения,
получим:

ViSi+1V1(qi) = (qi+2 ∗ y) ∗ hi, Vi+1SiVi+1(qi) = (qi+2 ∗ y) ∗ hi;

ViSi+1Vi(qi+1) = qi+1, Vi+1SiVi+1(qi+1) = qi+1;

ViSi+1Vi(qi+2) = (qi ∗ hi) ∗ y, Vi+1SiVi+1(qi+2) = (qi ∗ hi) ∗ y.
Сравнивая эти выражения, заключаем, что отображение τ является пред-
ставлением группы виртуальных кос автоморфизмами квандла Q?n ?
T1. �

Предложение 1. (О точности τ). Представление τ точно на подгруп-
пе Bn ≤ V Bn и подгруппе Sn = 〈ρ1, . . . , ρn−1〉 ≤ V Bn и неточно на всей
группе V Bn, при n ≥ 4.

Доказательство. Докажем точность на Bn. Пусть даны группы G и H.
Свободное произведение групп G и H будем обозначать G ?Gr H.

Пусть дан квандл R. Ассоциированной группой для квандла R назы-
вают группу Ass(R) = 〈R | r−1qr = q ∗R r〉.

ЗафиксируемQ = T1 – одноэлементный квандл. В этом случае τ : V Bn −→
Aut(T ?n1 ?T1). Рассмотрим ассоциированную группу для квандла T ?n1 ?T1 :

Ass(T ?n1 ? T1) = Fn ?Gr Z,

где Fn = 〈h1, . . . , hn〉, Z = 〈y〉. Тогда представлпение τ индуцирует пред-
ставление

τ ′ : V Bn −→ Aut(Fn ?Gr Z),

заданное по правилу

τ ′(σi) =


hi → h−1i hi+1hi,

hi+1 → hi,

hk → hk, k 6= i, i+ 1,

y → y,

τ ′(ρi) =


hi → y−1hi+1y,

hi+1 → yhiy
−1,

hk → hk, k 6= i, i+ 1,

y → y.

Другими словами, следующая диаграмма является коммутативной для
всех q ∈ T ?n1 ? T1.

V Bn T ?n1 ? T1

V Bn Ass(T ?n1 ? T1)

τ(·)(q)

id Ass

τ ′(·)(q)
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Это представление было определено в [27] (см. также [28]), где было
доказано, что оно продолжает представление группы Артина Bn. Следо-
вательно, ограничение τ на Bn является точным. Также легко заметить,
что τ ′, а потому и τ точно на Sn = 〈ρ1, . . . , ρn−1〉.

Покажем, что представление τ не является точным на группе V B4.
Для этого возьмем виртуальную косу β = (τ3σ2τ1σ

−1
2 )3, построенную в

[29]. Прямым вычислением проверяется, что τ(β) = id. �

4 Инвариант виртуальных зацеплений

В работе [33] была доказана теорема, аналогичная теореме Маркова,
утверждающая, что два виртуальных зацепления эквивалентны тогда и
только тогда, когда соответствующие им косы связаны конечной после-
довательностью виртуальных преобразований Маркова.

Для виртуальной косы β ∈ V Bn определим квандл V Iβ(Q, h) как
фактор-квандл квандла Q?n ? T1 по множеству соотношений

{τ(β)(q) = q | q ∈ Q?n ? T1}.
Основным результатом настоящего параграфа является

Теорема 3. Для виртуальной косы β ∈ V Bn квандл V Iβ(Q, h) является
инвариантом виртуального зацепления cl(β), полученного замыканием
косы β.

Доказательство. Нужно проверить, что при виртуальных преобразова-
ниях Маркова квандл V Iβ(Q, h) переходит в изоморфный квандл. Для
виртуальных кос имеем следующие преобразования Маркова:

(1) β ←→ σkβσ
−1
k ,

(2) β ←→ βσn,
(3) β ←→ ρkβρk,
(4) β ←→ βρn,
(5) β ←→ βσnρn−1σ

−1
n ,

(6) β ←→ βρnρn−1σnρn−1σ
−1
n ρn−1ρn.

Изоморфность квандлов при первых двух преобразованиях была уста-
новлена в статье Ито [5]. Рассмотрим третье преобразование. Квандл
V Iβ(Q, h) определяется системой соотношений

{τ(β)(q) = q | q ∈ Q?n ? T1}.
Подействуем на обе части этих соотношений автоморфизмом τ(ρk). Име-
ем

{τ(β)(q) = q | q ∈ Q?n ? T1} = {τ(βρk)(q) = τ(ρk)(q) | q ∈ Q?n ? T1} =

= {τ(ρkβρk)(q) = q | q ∈ Q?n ? T1}.
При этом мы использовали такой факт: если подействовать автоморфиз-
мом τ(ρk) на q ∈ Q?n ? T1 дважды, то получим тождественный автомор-
физм. Следовательно, V Iβ = V Iρkβρk .
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Рассмотрим четвертое преобразование Маркова. Докажем, что кванд-
лы V Iβρn(Q, h) и V Iβ(Q, h) изоморфны. Очевидно, что

τ(β)(qi) = qi ⇔ τ(βρn)(qi) = qi, при i = 1, . . . , n− 1.

Заметим также что τ(β)(qn+1) = qn+1. Рассмотрим τ(βρn)(qn+1) и
τ(βρn)(qn). Имеем

τ(βρn)(qn+1) = τ(β)(qn ∗ y) = τ(β)(qn) ∗ y = qn+1, (4.1)

τ(βρn)(qn) = τ(β)(qn+1 ∗ y) = τ(β)(qn+1) ∗ y = qn+1 ∗ y = qn. (4.2)

Умножим (4.1) справа на y, получим

τ(βρn)(qn+1) = qn+1 ⇔ τ(β)(qn) = qn+1 ∗ y.
Из равенства (4.2) имеем

τ(β)(qn) = qn+1 ∗ y = qn.

Следовательно, мы доказали следующую эквивалентность соотноше-
ний в квандле Q?(n+1) ? T1:

τ(βρn)(qn+1) = qn+1 ⇔ τ(β)(qn) = qn.

Заметим также, что из равенства (4.2) следует

qn+1 = qn ∗ y.

Построим отображение

φ : V Iβρn(Q, h) −→ V Iβ(Q, h)

по правилу:

φ(qn+1) = qn ∗ y, φ(qi) = qi, φ(y) = y.

Нетрудно видеть, что φ – изоморфизм квандлов V Iβρn(Q, h) и V Iβ(Q, h).
Рассмотрим пятое виртуальное преобразование Маркова и докажем,

что квандлы V Iβσnρn−1σ
−1
n

(Q, h) и V Iβ(Q, h) изоморфны. Очевидно, что

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qi) = τ(β)(qi), i = 1, . . . , n− 2.

Подействуем автоморфизмом τ(βσnρn−1σ
−1
n ) на элементы qn−1, qn, qn+1.

Получим

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qn−1) = τ(β)((qn+1 ∗ hn+1) ∗ y) = qn−1, (4.3)

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qn) = τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ (hn−1 ∗ y)) = qn, (4.4)

τ(βσnρn−1σ
−1
n )(qn+1) = τ(β)((qn−1 ∗ hn−1) ∗ y) = qn+1. (4.5)

Рассмотрим (4.3). Нетрудно заметить, что на элемент qn−1 автомор-
физм τ(βσnρn−1σ

−1
n ) действует тождественно:

τ(β)((qn+1 ∗ hn+1) ∗ y) = (qn+1 ∗ hn+1) ∗ y = qn−1. (4.6)
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Подставим h вместо q. Получим

(qn+1 ∗ hn+1) ∗ y = qn−1

∣∣∣∣
q=h

⇒ hn+1 ∗ y = hn−1. (4.7)

Подставим эти два выражения в (4.5):

qn+1 = τ(β)((qn−1∗hn−1) ∗ y) = τ(β)((((qn+1 ∗ hn+1)∗y)∗(hn+1∗y)) ∗ y) = . . .

. . . = τ(β)((((qn+1 ∗ hn+1) ∗ hn+1) ∗ y) ∗ y) = τ(β)(qn+1) = qn+1. (4.8)

Теперь подставим равенство hn−1 = hn+1 ∗ y в (4.4):

qn = τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ (hn−1 ∗y)) = τ(β)((qn ∗ hn+1) ∗ hn+1) = . . .

. . . = τ(β)(qn) = qn. (4.9)

Из (4.3) следует, что qn−1 = (qn+1 ∗ hn+1) ∗ y и τ(β)(qn−1) = qn−1. Из
этих равенств получим qn+1 = (qn−1 ∗ hn−1) ∗ y.

Построим отображение

φ : V Iβσnρn−1σ
−1
n

(Q, h) −→ V Iβ(Q, h)

по правилу:

φ(qn+1) = (qn−1 ∗ hn−1) ∗ y, φ(qi) = qi, φ(y) = y.

Нетрудно видеть, что φ – изоморфизм квандлов V Iβσnρn−1σ
−1
n

(Q, h) и
V Iβ(Q, h).

Проверим шестое преобразование. Обозначим γ = ρnρn−1σnρn−1σ
−1
n ρn−1ρn.

Рассмотрим два квандла V Iβγ(Q, h) и V Iβ(Q, h). Очевидно, что τ(βγ)(qi) =
τ(β)(qi) при i = 1, . . . , n − 2 и τ(β)(qn+1) = qn+1. Подействуем τ(βγ) на
qn−1, qn, qn+1. Прямыми вычислениями проверяется, что

τ(βγ)(qn+1) = τ(β)(((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y) = qn+1,

τ(βγ)(qn) = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1) = qn,

τ(βγ)(qn−1) = τ(β)(qn−1) = qn−1.

Нетрудно видеть, что третье соотношение выполнено как в первом,
так и во втором квандле. Поскольку выполнено третье соотношение, то
из второго соотношения получаем:

qn = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1) = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y)) ∗ τ(β)(hn−1) = . . .

. . . = τ(β)(((qn+1 ∗ y) ∗ y)) ∗ hn−1 = ((τ(β)(qn+1) ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1 = . . .

. . . = ((qn+1 ∗ y) ∗ y) ∗ hn−1 = qn ⇔ qn+1 = ((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y.
Учитывая полученное равенство, запишем первое соотношение в виде:

qn+1 = τ(β)(((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y) = τ(β)(qn+1).

Построим отображение

φ : V Iβγ(Q, h) −→ V Iβ(Q, h)

по правилу

φ(qn+1) = ((qn ∗ hn−1) ∗ y) ∗ y, φ(qi) = qi, φ(y) = y.
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Нетрудно видеть, что φ – искомый изоморфизм квандлов V Iβγ(Q, h) и
V Iβ(Q, h).

Таким образом, мы показали что V Iβ(Q, h) является инвариантом за-
цепления cl(β). �

Предложение 2. Инвариант V Iβ обобщает фундаментальный квандл
зацепления и группу зацепления.

Доказательство. Пусть K = cl(β) для некоторой косы β ∈ V Bn. Рас-
смотрим тривиальный одноэлементный квандл T1 = ({h}, ∗), считая его
единственную точку отмеченной точкой. Тогда представление

τ : V Bn −→ Aut(T
?(n+1)
1 )

примет следующий вид:

τ(σi) =


hi → hi+1 ∗ hi,
hi+1 → hi,

hk → qk, k 6= i, i+ 1

y → y.

τ(ρi) =


hi → hi+1 ∗ y,
hi+1 → hi ∗ y,
hk → hk, k 6= i, i+ 1

y → y.

и соответствующий квандл будет иметь следующее представление:

V Iβ(T1, h) = 〈h1, . . . , hn, y | τ(β)(hi) = hi〉.
Нетрудно видеть, что это и есть фундаментальный квандл зацепления.

Рассмотрим функтор Ass : Q −→ Gr из категории квандлов в кате-
горию групп, заданный равенством

Ass((Q, ∗)) = 〈 Q | a ∗ b = b−1ab, a, b ∈ Q〉.
Тогда группа Ass(V Iβ(T1, h)) является группой зацепления K = cl(β).

�

5 Построение инварианта по диаграмме зацепления

В настоящем параграфе мы покажем как построить инвариант вирту-
ального зацепления, определенный в предыдущем параграфе, используя
диаграмму этого зацепления.

ПустьD – ориентированная диаграмма виртуального зацепления. Уда-
лим из нее виртуальные перекрестки вместе с их малыми окрестностями.
Компоненты связности полученной диаграммы, будем называть больши-
ми дугами диаграммы D и обозначать заглавными буквами латинского
алфавита. Обозначим A(D) – множество больших дуг диаграммы D.
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Малой дугой диаграммы D будем называть ветвь диаграммы от одно-
го перекрестка (классического или виртуального) до следующего пере-
крестка (классического или виртуального). Множество малых дуг будем
обозначать SA(D). Очевидно, что это множество (как и множетво боль-
ших дуг) конечно. Из определения следует, что большая дуга может
быть объединением нескольких малых дуг. Множество малых дуг, вхо-
дящих в большую дугу A будем обозначать символом SA(A). Так как
большие и малые дуги ориентированы, то можно говорить о начальной
и конечной точках каждой дуги.

ПРИМЕР. Рассмотрим узел Кишино, представленный своей диаграм-
мой на рисунке 5. Эта диаграмма содержит 11 малых дуг:

a1, a2, a3, b, c1, c2, d, e, f, g1, g2, k

и 8 больших:

A = a1∪a2∪a3, B = b, C = c1∪c2, D = d, E = e, F = f, G = g1∪g2,K = k.

Рис. 5. Диаграмма узла Кишино.

Пусть для диаграммы D множество больших дуг A(D) состоит из n
дуг: A(D) = {A1, A2, . . . , An}. Свободное произведение квандлов Q?n?T1
будем записывать в виде

Q?n ? T1 = QA1 ? QA2 ? . . . ? QAn ? T1.

Так же как в работе [5], определим отображение:

ϕ : SA(D)×Q −→ Q?n ? T1

по правилам
(1) Если малая дуга a0 содержит начальную точку некоторой боль-

шой дуги A, то ϕ(a0, q) = qA.
(2) Предположим, что в классический перекресток входят дуги a и

b, а выходят a′ и c (см. рисунок 6). Предположим, что значение
ϕ(a, q) определено. Тогда значение ϕ(a′, q) определяется следую-
щим образом:{
ϕ(a′, q) = ϕ(a, q) ∗ hA, если перекресток положительный,
ϕ(a′, q) = ϕ(a, q) ∗ hA, если перекресток отрицательный.
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Рис. 6. Положительный и отрицательный перекрестки.

Таким образом, значение ϕ(a, q) определено на всех малых ду-
гах a ∈ SA(D) и элементах кандла q ∈ Q?n 6 Q?n?T1. Определим,
теперь, соотношения на перекрёстках.

(3) Для классических перекрёстков введём следующие соотношения

ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ hA, если перекресток положительный,

ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ hA, если перекресток отрицательный.

для каждого q ∈ Q.
(4) Каждому виртуальному перекрёстку (рис. 7)

Рис. 7. Виртуальный перекресток.

сопоставим два соотношения:

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ y, q ∈ Q.

Таким образом, каждому перекрёстку x диаграммы узлаD и каждому
элементу q квандла Q были сопоставлены соотношения. Обозначим их
как R(x, q).

R(x, q) =


ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ hA, если перекресток положительный,
ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ hA, если перекресток отрицательный,
ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, если перекресток виртуальный,
ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ y, если перекресток виртуальный.

Сопоставим диаграммеD и квандлу с отмеченной точкой (Q, h) фактор-
квандл V ID(Q, h), определённый следующим образом:

V ID(Q, h) = 〈qAi , y, (Ai ∈ A(D), q ∈ Q) |R(x, q), x – перекрёсток D, q ∈ Q〉

Теорема 4. V ID(Q, h) является инвариантом виртуального зацепле-
ния, заданного диаграммой D.
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Доказательство. Нужно проверить, что если к D применить некото-
рое классическое, виртуальное или смешанное движение Рейдемейсте-
ра, то квандл, определенный полученной диаграмме будет изоморфен
V ID(Q, h).

Для классических движений этот факт был установлен в работе [5].
Рассмотрим первое виртуальное движение Рейдемейстера (см. рис. 8).

Рис. 8. Первое виртуальное движение Рейдемейстера.

Согласно определению ϕ(b, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ y =
ϕ(a, q). Следовательно, новый квандл будет изоморфен исходному.

Рассмотрим два случая второго виртуального движения Рейдемейсте-
ра. Первый случай с сонаправленными дугамии (см. рис. 9)

Рис. 9. Второе виртуальное движение Рейдемейстера.

Согласно определению ϕ(b, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ y =
ϕ(a, q). С другой стороны, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y, ϕ(f, q) = ϕ(e, q) ∗ y =
ϕ(d, q). Следовательно, новый квандл будет изоморфен исходному.

Рассмотрим второй случай с разнонаправленными дугами (см. рис. 10)

Рис. 10. Второе виртуальное движение Рейдемейстера.

Согласно определению ϕ(e, q) = ϕ(f, q) ∗ y, ϕ(d, q) = ϕ(e, q) ∗ y =
ϕ(f, q). С другой стороны, ϕ(b, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(c, q) = ϕ(b, q) ∗ y =
ϕ(a, q). Следовательно, новый квандл будет изоморфен исходному.

Рассмотрим три случая третьего виртуального движения Рейдемей-
стера. Случай когда все дуги сонаправлены проиллюстрирован на ри-
сунке 11.

Рассмотрим дуги a, d, e в левой и правой частях рисунка 11. В обоих
случаях будут верны равенства

ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = (ϕ(a, q) ∗ y) ∗ y.
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Рис. 11. Третье виртуальное движение Рейдемейстера.

Аналогично, для дуг c, t, k будут верны равенства

ϕ(k, q) = ϕ(y, q) ∗ y = (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ y.

Рассмотрим, теперь, дуги b, f, g в левой части рисунка 11. Для них будут
верны равенства

ϕ(g, q) = ϕ(f, q) ∗ y = (ϕ(b, q) ∗ y) ∗ y = ϕ(b, q).

Аналогично для тех же дуг в правой части рисунка 11

ϕ(g, q) = ϕ(f, q) ∗ y = (ϕ(b, q) ∗ y) ∗ y = ϕ(b, q).

Таким образом, значения функции ϕ совпало для левой и правой диа-
граммы. Следовательно, новый квандл будет изоморфен исходному.

Случай когда центральная дуга имеет обратное направление проил-
люстрирован на рисунке 12.

Рис. 12. Третье виртуальное движение Рейдемейстера.

Рассмотрим дуги a, d, e на обоих диаграммах. В левой части рисунка
будут верны равенства

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = ϕ(a, q).

Аналогично, в правой чатси будут верны равенства

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = ϕ(a, q).

Рассмотрим дуги c, t, k. В левой части будут равенства

ϕ(t, q) = ϕ(c, q) ∗ y, ϕ(k, q) = ϕ(t, q) ∗ y = ϕ(c, q).

В правой части

ϕ(t, q) = ϕ(c, q) ∗ y, ϕ(t, q) = ϕ(k, q) ∗ y = ϕ(c, q).

Наконец, рассмотрим дуги b, f, g. Для левой части будут верны равен-
ства

ϕ(f, q) = ϕ(b, q) ∗ y, ϕ(g, q) = ϕ(f, q) ∗ y = ϕ(b, q).
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В правой части

ϕ(f, q) = ϕ(b, q) ∗ y, ϕ(g, q) = ϕ(f, q) ∗ y = ϕ(b, q).

Значения функции ϕ совпали в левой и правой частях, следовательно
новый квандл будет изоморфен исходному.

Случай когда нецентральная дуга имеет обратное направление про-
иллюстрирован на рисунке 13.

Рис. 13. Третье виртуальное движение Рейдемейстера.

Для дуг a, d, e в левой части будут верны равенства

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = ϕ(a, q).

В правой

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = ϕ(a, q).

Для дуг b, f, g в левой и правой частях будут верны равенства

ϕ(f, q) = ϕ(b, q) ∗ y, ϕ(g, q) = (ϕ(f, q) ∗ y) ∗ y.
Для дуг c, t, k в левой и правой частях будут верны равенства

ϕ(t, q) = ϕ(c, q) ∗ y, ϕ(k, q) = ϕ(t, q) ∗ y = (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ y.
Значения функции ϕ совпали в левой и правой частях, следовательно
новый квандл будет изоморфен исходному.

Рассмотрим три случая смешанного виртуального движения Рейде-
мейстера. Случай, когда все дуги сонаправлены проилюстрирован на
рис. 14.

Рис. 14. Смешанное виртуальное движение Рейдемейстера.

Рассмотрим левый рисунок. Для него ϕ(g, q) = ϕ(b, q), ϕ(t, q) = ϕ(c, q) ∗ y,
ϕ(t′, q) = ϕ(t, q) ∗ ht = (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ ht и ϕ(e, q) = (ϕ(a, q) ∗ ht) ∗ y.

Для правого рисунка, ϕ(g, q) = ϕ(b, q), ϕ(c′, q) = ϕ(c, q) ∗hc, ϕ(k, q) =
(ϕ(c, q) ∗ hc) ∗ y и ϕ(e, q) = (ϕ(a, q) ∗ y) ∗ hc.

Слева и справа все копии квандлов совпадают, кроме Qt и Qc. Постро-
им изоморфизм χ : qt 7→ qc ∗ y, тогда (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ ht

χ7→ (ϕ(c, q) ∗ hc) ∗ y
и (ϕ(a, q) ∗ ht) ∗ y

χ7→ (ϕ(a, q) ∗ y) ∗ hc.
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Рассмотрим случай когда одна нецентральная дуга имеет обратное
направление как на рис. 15.

Рис. 15. Смешанное виртуальное движение Рейдемейстера.

Рассмотрим дуги a, d, e в обоих частях рисунка. В левой части будут
верны равенства

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ ht = (ϕ(a, q) ∗ y) ∗ ht.
В правой

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ hc, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = (ϕ(a, q) ∗ hc) ∗ y.
Рассмотрим в левой части набор дуг c, t, t′. Для них будут верны равен-
ства

ϕ(t, q) = ϕ(c, q) ∗ y, ϕ(t′, q) = ϕ(t, q) ∗ ht = (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ ht.
Рассмотрим аналогичный набор дуг в правой части: c, c′, k. Для них бу-
дут верны равенства

ϕ(c′, q) = ϕ(c, q) ∗ hc, ϕ(k, q) = ϕ(c′, q) ∗ y = (ϕ(c, q) ∗ hc) ∗ y.
Рассмотрим, наконец, набор дуг b, f, g. В обоих частях рисунка будут
верны равенства

ϕ(f, q) = ϕ(b, q) ∗ y, ϕ(g, q) = ϕ(f, q) ∗ y = (ϕ(b, q) ∗ y) ∗ y.
Надо показать изоморфность двух квандлов. Построим изоморфизм

χ : qc 7→ qt ∗ y.
Прямыми вычислениями проверяется, что

(ϕ(a, q) ∗ hc) ∗ y
χ7→ (ϕ(a, q) ∗ y) ∗ ht,

(ϕ(c, q) ∗ hc) ∗ y
χ7→ (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ ht,

(ϕ(b, q) ∗ y) ∗ y χ7→ (ϕ(b, q) ∗ y) ∗ y.
Таким образом, квандлы построенные по эквивалентным диаграммам

изоморфны.
Рассмотрим случай когда центральная дуга имеет обратное направ-

ление как на рис. 16.
Данный случай полность аналогичен первому, за исключением того,

что соотношения на виртуальных перекрёстках перевернулись. Для на-
бора дуг b, f, g слева и справа будут верны равенства ϕ(g, q) = ϕ(b, q).

Рассмотрим дуги ct, t′ на левом рисунке. Для них будут верны равен-
ства

ϕ(t, q) = ϕ(c, q) ∗ y, ϕ(t′, q) = ϕ(t, q) ∗ ht = (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ ht
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Рис. 16. Смешанное виртуальное движение Рейдемейстера.

Расмотрим аналогичный набор дуг c, c′, k на правом рисунке. Для них
будут верны равенства

ϕ(c′, q) = ϕ(c, q) ∗hc, ϕ(k, q) = (ϕ(c, q) ∗ hc) ∗ y
Рассмотрим, теперь, дуги a, d, e. На левом рисунке будут верны ра-

венства

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ ht, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ y = (ϕ(a, q) ∗ ht) ∗ y
На правом рисунке будут верны равенства

ϕ(d, q) = ϕ(a, q) ∗ y, ϕ(e, q) = ϕ(d, q) ∗ hc = (ϕ(a, q) ∗ y) ∗ hc
Для того что бы показать изоморфность двух квандлов, построим

изоморфизм χ : qt 7→ qc ∗ y.
Прямыми вычислениями проверяется, что

(ϕ(c, q) ∗ y) ∗ ht
χ7→ (ϕ(c, q) ∗ hc) ∗ y,

(ϕ(a, q) ∗ ht) ∗ y
χ7→ (ϕ(c, q) ∗ y) ∗ hc,

(ϕ(b, q)
χ7→ ϕ(b, q).

Таким образом, квандлы построенные по эквивалентным диаграммам
изоморфны.

Инвариантность относительно смешанного движения с отрицатель-
ным классическим перекрёстком доказывается аналогично. Таким обра-
зом доказано, что V ID действительно инвариант диаграммы узла.

�

Рассмотрим несколько примеров построения инварианта V I.
ПРИМЕР. Покажем, что квандл V ID(Q, h) отличает виртуальное за-

цепление Хопфа H c одним виртуальным перекрестком от тривиального
двух компонентного зацепления. В качестве квандла Q выберем триви-
альный одноэлементный квандл T1 = 〈{h}, ∗〉. Рассмотрим диаграмму
зацепления Хопфа с размеченными дугами и заданной ориентацией.

Рис. 17. Диаграмма виртуального зацепления Хопфа.
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Как было отмечено выше, A(H) = {A,B,C}. При этом все большие
дуги, кроме A, содержат только один элемент, который обозначается та-
кой же буквой латинского алфавита, но строчной. Дуга A состоят из
следующих малых дуг: SA(A) = {a1, a2} Таким образом нам надо рас-
смотреть квандл T ?31 ? T1, где T ?31 определён следующим образом

T ?31 = T1A ? T1B ? T1C ,

где T1A, T1B, T1C – это тривиальные одноэлементные квандлы сопостав-
ленные дугам A,B,C соответственно.

Чтобы найти квандл зацепления Хопфа, нужно написать соотношения
по всем перекрёсткам. По определению ϕ и соотношениям на перекрёст-
ках имеем
ϕ(a2, q) = qA ∗ hA, ϕ(a1, q) = (qA ∗ hA) ∗ y = qA,
ϕ(b, q) = qC ∗ hA = qB,
ϕ(c, q) = qB ∗ y = qC .

Так как мы зафиксировали тривиальный одноэлементный квандл T1 =
〈{h}, ∗〉, то подставим h вместо q. Получим

ϕ(a2, q) = hA ∗ hA = hA, ϕ(a1, q) = hA ∗ y = hA,
ϕ(b, q) = hC ∗ hA = hB,
ϕ(c, q) = hB ∗ y = hC .
Таким образом, надо профакторизовать квандл T ?31 ?T1 по множеству

соотношений написанных выше. Используя преобразования, Титце мы
можем упростить их и получить следующее множество соотношений:

hA ∗ y = hA, (hC ∗ hA) ∗ y = hC .

Видно, что можно избавиться от порождающего hB, так как он лежит
в квандле QA?QC . Таким образом, мы получили представление квандла
V IH(T1, h)

V IH(T1, h) = 〈hA, hC , y | hA ∗ y = hA, (hC ∗ hA) ∗ y = hC〉.
Подействуем на квандл V IH(T1, h) функтором из категории квандлов

в категорию групп Ass : Q −→ Gr, получим группу

G = Ass(V IH(T1, h)) = 〈hA, hC , y | y−1hAy = hA, h
hAy

−1

C = hC〉.
Рассмотрим фактор по первому коммутанту G/[G,G]. Получим группу
со следующим представлением:

G/[G,G] = 〈hA, hC , y | y−1hAy = hA, h
hAy

−1

C = hC , [G,G] = 1〉.
которая, очевидно, изоморфна группе

〈hA, hC , y | hA = hA, hC = hC , [G,G] = 1〉 ' Z3.

Для тривиального двух компонентного зацепления с диаграммой Tr2
значение V ITr2(T1, h) равно 〈x1, x2, y | 〉 – свободный двухпорождённый
квандл. Если мы рассмотрим группу Ass(V ITr2(T1, h)), то это будет сво-
бодная трёхпорождённая группа F3.



166 Т.А. Козловская, П.П. Соколов

Остаётся доказать, что G не изоморфна F3. В самом деле, G содер-
жит подгруппу, порождённую элементами 〈hA, hC〉 изоморфную Z2 =
〈a, c | ac = ca〉. Достаточно рассмотреть отображение ψ : Z2 −→ G,
определённое по правилу ψ(a) = hA, ψ(c) = hC .

Отображение ψ, очевидно, продолжается до гомоморфизма. Более то-
го, ψ инъективно. Допустим обратное. Пусть 1Z2 6= x ∈ Z2 и ψ(x) = 1G.
Тогда x = ak1ck2 . В свою очередь ψ(x) = hk1A h

k2
C = 1G. Тогда G/[G,G] не

свободная абелева трёхпорождённая. Пришли к противоречию – следо-
вательно Z2 6 G.

Допустим теперь, что G ' F3, при этом ξ : G −→ F3 – изоморфизм.
Тогда ξ(hA)ξ(hC) = ξ(hC)ξ(hA). Следовательно, ξ(hA) и ξ(hC) являют-
ся некоторыми степенями элемента w ∈ F3. ξ(hA) = wt1 , ξ(hC) = wt2 .
Тогда образ ξ – группа, порождённая не более чем двумя элементами.
Противоречие.

ПРИМЕР. Покажем, что квандл V Iβ(Q, h) отличает виртуальный три-
листник от тривиального узла. В качестве квандла Q выберем триви-
альный одноэлементный квандл T1 = 〈{h}, ∗〉. Виртуальный трилистник
является замыканием трёхнитиевой виртуальной косы σ1σ1ρ1. Прямым
вычислением проверяется, что автоморфизм τ(σ1σ1τ1) = S1S1V1 кванд-
ла T ?31 = 〈y, h1, h2〉 действует по следующему правилу:

τ(ρi) =


h1 → (h2 ∗ y) ∗ ((h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)),

h2 → (h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y),

y → y.

Таким образом, квандл V Iσ1σ1ρ1(T1, h) будет иметь следующее пред-
ставление:

〈y, h1, h2 | h1 = (h2 ∗ y) ∗ ((h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)), h2 = (h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)〉.

Воспользуемся преобразованием Титце и упростим первое соотноше-
ние:

〈y, h1, h2 | h1 = (h2 ∗ y) ∗ h2, h2 = (h1 ∗ y) ∗ (h2 ∗ y)〉.
Преобразуем второе соотношение следующим образом:

〈y, h1, h2 | h1 = (h2 ∗ y) ∗ h2, h1 = (((h2 ∗ y) ∗ h2) ∗ y) ∗ y〉.

В иоге получили квандл, в котором h1 ∈ 〈y, h2〉 и выполнено одно
соотношение. Представлением этого квандла будет:

〈y, h2 | (h2 ∗ y) ∗ h2 = (((h2 ∗ y) ∗ h2) ∗ y) ∗ y〉.
Рассмотрим группу Ass(V Iσ1σ1ρ1(T1, h))

〈y, h2 | h2y−1h2yh−12 = y−2h−12 yh2y
−1h2y

2〉.
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Тот факт, что данная группа не изоморфна F2 был установлен в работе
[28].

С другой стороны, тривиальное зацепление задаётся замыканием двух-
нитиевой косы σ1. Группа V Iσ1(T1, h) будет изоморфна F2.

6 Линейные представления группы SBn

В поле комплексных чисел C выберем число t трансцендентное над
полем Q, и число a ∈ C. Справедлива

Теорема 5. Всякое линейное локальное однородное представление

ϕ : SBn → GLn(C),

продолжающее представления Бурау группы Bn определено на порож-
дающих следующим образом:

ϕ(σi) =


Ei−1 0 0 0

0
0

1− t t
1 0

0
0

0 0 0 En−i−1

 ,

ϕ(τi) =


Ei−1 0 0 0

0
0

1− t+ at t− at
1− a a

0
0

0 0 0 En−i−1

 ,

где a 6= 1
2 .

Доказательство. Покажем, что ϕ – представление, т. е. выполняются
соотношения группы SBn. Соотношения группы кос выполняются в силу
того, что ограничение ϕ на группу Bn является представлением Бурау.

Оставшиеся соотношения:

ϕ(τi)ϕ(τj) = ϕ(τj)ϕ(τi), |i− j| ≥ 2,

ϕ(σi)ϕ(τj) = ϕ(τj)ϕ(σi), |i− j| ≥ 2,

ϕ(σi)ϕ(σi+1)ϕ(τi) = ϕ(τi+1)ϕ(σi)ϕ(σi+1),

ϕ(σi+1)ϕ(σi)ϕ(τi+1) = ϕ(τi)ϕ(σi+1)ϕ(σi), i = 1, 2, . . . , n− 2,

проверяются непосредственными вычислениями.
Так как det(ϕ(τi)) = 2a− 1, то при a 6= 1

2 матрица ϕ(τi) обратима и ϕ
дает представление группы SBn. �

Хорошо известно, что представление Бурау приводимо и по нему мож-
но пострить приведенное представление Бурау Bn → GLn−1(Z[t±1]), ко-
торое уже неприводимо. Следующая теорема показывает, что аналогич-
ный результат справедлив и для построенного выше представления груп-
пы SBn.
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Теорема 6. Пусть n ≥ 3 и ϕr(σ1), . . . , ϕ
r(σi−1), ϕ

r(τ1) . . . , ϕ
r(τi−1) –

квадратные матрицы порядка n−1 над полем C, заданные равенствами

ϕr(σ1) =

 −t 0 0
1 1 0
0 0 En−3

 , ϕr(σn−1) =

 En−3 0 0
0 1 t
0 0 −t

 ,

ϕr(σi) =


En−2 0 0 0 0

0 1 t 0 0
0 0 −t 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 En−i−2

 ,

ϕr(τ1) =

 1 + t(a− 1) t(1− a) 0
1− a a 0

0 0 En−3

 ,

ϕr(τn−1) =

 En−3 0 0
0 1 t(1− a)
0 0 t(a− 1) + a

 ,

ϕr(τi) =


En−2 0 0 0 0

0 1 t(1− a) 0 0
0 0 t(a− 1) + a 0 0
0 0 1− a 1 0
0 0 0 0 En−i−2

 ,

при 1 < i < n−1. Тогда для всех i = 1, . . . , n−1 имеют место равенства

C−1ϕ(σi)C =

(
ϕr(σi) 0
∗i 1

)
, C−1ϕ(τi)C =

(
ϕr(τi) 0
∗i 1

)
, (6.1)

где C-квадратная матрица порядка n, заданная равенством

C =


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0
... 1

 , (6.2)

∗i – строка длины n− 1, равная нулевой строке при i < n− 1 и равная
(0, . . . , 0, 1) при i = n− 1.

Отображение

σi 7→ ϕr(σi), τi 7→ ϕr(τi), i = 1, 2, . . . , n− 1,

определяет неприводимое представление группы SBn.
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Доказательство. Доказательство теоремы следует тем же идеям, что и
доказательство соответствующей теоремы для группы кос (см., напри-
мер, [30, параграф 3.3]).

Рассмотрим матрицы ϕ(σi), ϕ(τi) ∈ GLn(C), i = 1, . . . , n−1 и проверим
справедливость равенств (6.1). Очевидно, что эти равенства равносиль-
ны равенствам:

ϕ(σi)C = C

(
ϕr(σi) 0
∗i 1

)
, ϕ(τi)C = C

(
ϕr(τi) 0
∗i 1

)
,

которые проверяются непосредственными вычислениями. Таким обра-
зом, отображение

σi → ϕr(σi), τi → ϕr(τi), i = 1, 2, . . . , n− 1,

задает представление ϕr : SBn → GLn−1(C). Учитывая, что приведенное
представление Бурау является неприводимым, заключаем, что и пред-
ставление ϕr также является неприводимым. �

7 Представления моноида SMn автоморфизмами
свободной группы

В [31] построены представления моноида сингулярных кос SMn в мно-
жество эндоморфизмов End(Fn) свободной группы Fn, продолжающие
представления Артина Bn → Aut(Fn):

Φ1(τi) :

 xi → xixi+1xix
−1
i+1x

−1
i ,

xi+1 → xixi+1x
−1
i ,

xj → xj , j 6= i, i+ 1,
Φ1(σ1) :

 xi → xixi+1x
−1
i ,

xi+1 → xi,
xj → xj , j 6= i, i+ 1,

Φ2(τi) :


xi 7−→ x−1i+1 xi xi+1,

xi+1 7−→ x−1i+1x
−1
i xi+1xixi+1,

xj 7−→ xj , j 6= i, i+ 1,

Φ2(σi) :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xj 7−→ xj , j 6= i, i+ 1,

Φ3(τi) :


xi 7−→ xix

−1
i+1 x

−1
i xi+1 xi,

xi+1 7−→ x−1i x−1i+1 xi x
2
i+1,

xj 7−→ xj , j 6= i, i+ 1,

Φ3(σi) :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xj 7−→ xj , j 6= i, i+ 1,

Φ4,n(τi) :


xi 7−→ x−1i+1 (x−1i xi+1)

n,

xi+1 7−→ (x−1i+1xi)
n+1 xi+1,

xj 7−→ xj , j 6= i, i+ 1,

Φ4,n(σi) :

 xi 7−→ xi xi+1 x
−1
i ,

xi+1 7−→ xi,
xj 7−→ xj , j 6= i, i+ 1,

где n ≥ 1.
Возникает вопрос о продолжении этих представлений на группу син-

гулярных кос. Пусть Tn = 〈τ1, τ2, . . . , τn−1〉 – подгруппа группы SBn,
порожденная элементами τ1, τ2, . . . , τn−1. Тогда справедливо следующее
утверждение.



170 Т.А. Козловская, П.П. Соколов

Предложение 3. 1) Представление Φ1 определяет представление
SBn → Aut(Fn). Это представление не является точным. В част-
ности, оно содержит нормальное замыкание элементов σ2i τ

−1
i , i =

1, 2, . . . , n−1. Ограничение Φ1 на группу Tn = 〈τ1, τ2, . . . , τn−1〉 является
точным представлением.

2) Представление Φ2 определяет представление SBn → Aut(Fn). Это
представление не является точным. В частности, оно содержит нор-
мальное замыкание элементов σ2i τi, i = 1, 2, . . . , n − 1. Ограничение Φ2

на группу Tn является точным представлением.
3) Представление Φ3 не может быть продолжено до представления

SBn → Aut(Fn) группы сингулярных кос.
4) Отображение Φ4,n(τ1) : F2 → F2 не является автоморфизмом

группы F2 = 〈x1, x2〉, а потому Φ4,n не является представлением SBn →
Aut(Fn).

Доказательство. 1) Легко проверить, что Φ1(τi) = Φ1(σ
2
i ), i = 1, 2, . . . , n−

1. Вторая часть утверждения следует из того, что если взять подгруп-
пу группы Bn, порожденную элементами σi, i = 1, 2, . . . , n − 1, то все
нетривиальные соотношения этой подгруппы следуют из соотношений:

[σi, σj ] = e, |i− j| > 1.

Следовательно, эта группа изоморфна Tn. Поскольку ограничение Φ1 на
Bn точное и Φ1(τi) = Φ1(σ

2
i ) для всех i = 1, 2, . . . , n−1, то получаем, что

ограничение Φ1 на Tn является точным представлением.
2) Легко проверить, что Φ1(τi) = Φ1(σi)

−2, i = 1, 2, . . . , n − 1. Вторая
часть следует из доказанного результата 1) отображение σi 7→ σ−1i , i =
1, 2, . . . , n− 1, индуцирует автоморфизм группы Bn.

3) Достаточно доказать, что Φ3(τ1) не является автоморфизмом F2 =
〈x1, x2〉 и, следовательно, не имеет обратного. Для доказательства этого
факта воспользуемся следующим результатом А. И. Мальцева: если F2 =
〈x, y〉 — свободная группа ранга 2 и u, v ∈ F2, то F2 = 〈u, v〉 тогда и
только тогда, когда существует w ∈ F2 такое, что

[x, y] = w−1[u, v]w или [x, y] = w−1[v, u]w.

Если Φ3(τ1) — автоморфизм, то u = x1x
−1
2 x−11 x2x1 и v = x−11 x−12 x1x

2
2

порождает группу 〈x1, x2〉, но
[u, v] = x−11 x−12 x1x2x

−1
1 x−22 x−11 x2x

2
1x2,

[v, u] = x−12 x−21 x−12 x1x
2
2x1x

−1
2 x−11 x2x1.

.
4) Отображение Φ4,n(τ1) индуцирует отображение Z2 → Z2 с матрицей(

−n n+ 1
n+ 1 −n

)
.

Поскольку определитель этой матрицы −2n− 1 не равен ±1 при n ≥ 1,
то Φ4,n(τ1) не является автоморфизмом.



ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП ВИРТУАЛЬНЫХ И СИНГУЛЯРНЫХ КОС 171

�

В [32] построены некоторые представления группы Tn в группуAut(Fn).
Возникает естественный вопрос: какие из этих представлений можно
продолжить до представлений группы SBn?
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[14] E. Artin, Theorie der Zöpfe, Abh. Math. Semin Univ. Hamburg, vol. 4 (1925), 47–72.
[15] A.A. Markoff, Foundations of the algebraic theory of braids,Trudy Mat. Inst. Steklova,

16 (1945), 1–54.
[16] V. Bardakov, P. Bellingeri, Combinatorial properties of virtual braids, Topology and

its Applications, 156 (2009), 1071–1082.
[17] F. Fenn, E. Keyman, C. Rourke, The singular braid monoid embeds in a group, J.

Knot Theory Ramif., 7(7) (1998), 881–892.
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