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viscoelastic fluid. Using theory of operators acting in Hilbert space
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operator equation of first order, prove theorem on strong solvability
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1 Введение

Проблемы движения систем твердых тел, содержащих полости с жид-
костью, не теряют свою актуальность, несмотря на долгую историю (по-
дробная библиография по этому вопросу можно найти в работах [1]–
[6]). Одним из наиболее распространенных приложений данной пробле-
мы является необходимость учета влияния жидкого топлива на движе-
ние ракетно-космических систем. Возмущения движения твердого тела с
жидким наполнением вызваны другими возможными типами нормаль-
ных движений системы, порожденными трением между слоями жидко-
сти, наличием свободной поверхности, взаимодействием между жидко-
стью и стенками контейнера.

К настоящему времени разработаны различные аналитические и чис-
ленные подходы к изучению таких систем (см., например, [7, 8, 9]). Так-
же исследование многих гидромеханических систем (начиная с работ
Н.Н. Моисеева и С. Г. Крейна) проводятся методами функционального
анализа, с помощью которых удается установить ряд общих и тонких
результатов для различных классов задач математической физики. Об-
щие идеи применяемых методов можно найти, например, в монографиях
[10, 11].

Отметим, что колебания маятника с жидкостью существенно отлича-
ются в случае полного или частичного заполнения полости, также суще-
ственно отличаются моды свободных колебаний в случае пренебрежимо
малого (идеальная) или значительного (вязкая) трения между слоями
жидкости (см., например, [4]). В данной работе рассматривается новая
задача из этого класса, когда физический маятник с полостью, полно-
стью заполненной вязкоупругой жидкостью (жидкостью с памятью),
совершает пространственные колебания около сферического шарнира.
Заметим, что одними из первых работ, связанных с применением мето-
дов функционального анализа к исследованию колебаний вязкоупругой
жидкости, являются работы А.И. Милославского [12, 13]. В них для
обобщенной модели Олдройта применен подход, развивающий построе-
ния, проведенные ранее С.Г. Крейном и его учениками [14, 15, 11] приме-
нительно к задаче о малых колебаниях вязкой жидкости в сосуде. Даль-
нейшее развитие данной модели отражено в работеах [16, 17], обобщение
которых, выраженное в усложнении итогового операторного уравнения
и соответствующей спектральной задачи, нашло свое отражение в дан-
ном исследовании.

2 Основные уравнения, краевые и начальные условия

Пусть в пространстве расположен физический маятник, состоящий
из твердого тела Ω0 (плотности ρ0) с внутренней полостью Ω1, цели-
ком заполненной несжимаемой вязкоупругой жидкостью (плотности ρ1)
модели Олдройта (см., например, [11, глава 11]). Маятник закреплен в
неподвижной точке O. Считаем, что жидкость в полости Ω1 касается
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твёрдого тела вдоль твердой стенки S1, которую считаем кусочно глад-
кой.

Будем предполагать, что на данную систему действует однородное
гравитационное поле постоянной интенсивности. Тогда в состоянии по-
коя точка подвеса O и центр масс маятника находятся на одной верти-
кальной оси, параллельной действию силы тяжести.

Приведем теперь постановку задачи о малых движениях данной гид-
ромеханической системы, близких к состоянию равновесия. Для этого
введем неподвижную систему координат O1x

1
1x

2
1x

3
1 c ортами ~e j1 , j = 1, 3,

так, чтобы ускорение гравитационного поля ~g = −g~e 3
1 , g > 0. Кроме то-

го, введем подвижную систему координат O1x
1x2x3, жестко связанную

с телом Ω0, с единичными векторами ~e j , j = 1, 3. В состоянии покоя по-
движная система координат совпадает с неподвижной системой.

Положение подвижной системы координат относительно неподвиж-
ной системы в процессе малых движений маятника будет задавать ма-
лым вектором углового перемещения

~δ(t) =

3∑
j=1

δj(t)~e j .

Тогда угловая скорость ~ω(t) системы будет равна ~ω = d~δ/dt, а угловое
ускорение равно d2~δ/dt2 = d~ω/dt.

Уравнение изменения кинетического момента системы относительно
точки O после линеаризации (см. подробнее, например, [11, часть 7], [18])
приводит к соотношению

J
d~ω

dt
+ ρ1

∫
Ω1

~r × ∂~u

∂t
dΩ1 + α~ω + gmlP2

~δ = ~M(t), (1)

J
d~ω

dt
:=

∫
G
~r ×

(d~ω
dt
× ~r
)
dm, P2

~δ :=
2∑
j=1

δj~ej , ~M(t) :=

∫
G
~r × ~f dm,∫

G
(. . .) dm := ρ0

∫
Ω0

(. . .) dΩ0 + ρ1

∫
Ω1

(. . .) dΩ1.

Здесь G = Ω0 ∪ Ω1 — область занятая твердым телом с жидкостью, J~ω
— центральный момент инерции маятника с жидкостью G, ~r — радиус-
вектор, идущий из точки O в любую точку C, ~u(t, x) — поле относитель-
ной скорости жидкости в области Ω1, m — масса системы, l = |

−−→
OC|, ~f —

малое поле внешних сил, α~ω — момент сил трения в шарнире. Далее за-
дача будет изучаться в предположении α > 0 (учитывается, что трение
в шарнире пропорционально угловой скорости).
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Малые движения жидкости в полости описываются линеаризованным
уравнением Навье-Стокса, которое в модели Олдройта содержит допол-
нительные интегральные слагаемые (см., например, [11, глава 7, 11])

ρ1

(∂~u
∂t

+
d~ω

dt
× ~r
)

= −∇p+ µ∆~v + ρ1
~f, div ~u = 0 (вΩ1), (2)

~v(t, x) = ~u(t, x) +

q∑
k=1

αk

∫ t

0
e−βk(t−s)~u(s, x) ds =: I0(t)~u(t, x).

Здесь µ — динамический коэффициент вязкости вязкоупругой жидко-
сти; ∆ — трехмерный оператор Лапласа; αk > 0, βk > 0 — коэффици-
енты, характеризующие свойства вязкоупругости жидкости обобщенной
модели Олдройта. Отметим, что этими уравнениями описывается так-
же модель классической вязкой жидкости, что соответствует случаю
αk = 0 (k = 1, q). Задача для маятника, целиком заполненного вязкой
жидкостью изучалась ранее многими авторами (см., например, [19]–[21]).

Также считаем заданными краевое и начальные условия:

~u = ~0 (на S1), ~u(0, x) = ~u0(x), ~w(0) = ~w0, ~δ(0) = ~δ0, (3)

а также дополнительные очевидные соотношения:

d(P2
~δ)

dt
= P2~ω,

d(P3
~δ)

dt
= P3~ω, P3 := I − P2. (4)

3 Переход к дифференциально-операторному
уравнению в гильбертовом пространстве

Начально-краевую задачу (1) — (4) приведем к дифференциальному
уравнению в гильбертовом пространстве. С этой целью для области Ω1

воспользуемся известным разложением пространства векторных полей
~L2(Ω1) в ортогональную сумму (см. [10, c.118]):

~L2(Ω1) = ~J0(Ω1)⊕ ~G(Ω1), (5)
~J0(Ω1) := { ~u ∈ ~L2(Ω1) | div ~u = 0 (в Ω1), ~u · ~n = 0 (на S1},

~G(Ω1) := {~v ∈ ~L2(Ω1) | ~v = ∇p, p ∈ H1(Ω1)}.

Здесь H1(Ω1) = W 1
2 (Ω1) — пространство С.Л. Соболева (для скалярных

функций), ~n — вектор единичной нормали к S1, операции div ~u и ~u · ~n
понимаются в смысле теории обобщенных функций.

Пусть P0 и PG — ортопроекторы из ~L2(Ω1) на подпространства ~J0(Ω1)

и ~G(Ω1) соответственно. Тогда действуя на обе части уравнения (2) эти-
ми проекторами, получим соотношения

ρ1PG

(d~ω
dt
× ~r
)

= −∇p+ µI0(t)PG(∆~u) + ρ1PG ~f, (6)

ρ1
∂~u

∂t
+ ρ1P0

(d~ω
dt
× ~r
)

= −µI0(t)A~u+ ρ1P0
~f, (7)
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где оператор A определим по закону A~u := −P0∆~u на области определе-
ния

D(A) =
{
~u ∈ ~J0(Ω1) : ~u ∈ ~C2(Ω1), div ~u = 0 (в Ω1), ~u = ~0 (на ∂Ω1)

}
,

D(A) = ~J0(Ω1).

Свойства введенного оператора хорошо изучены, сформулируем их
без доказательства в виде следующей леммы (см. доказательство в [10,
c.131]).

Лемма 1. Оператор A является симметричным положительно опре-
деленным оператором на D(A). Его расширение по Фридрихсу A0, назы-
ваемое оператором Стокса, является самосопряженным положитель-
но определенным оператором, заданным на области определения D(A0):
D(A) ⊂ D(A0) ⊂ ~J1

0 (Ω1), где ~J 1
0 (Ω1) — гильбертово пространство со ска-

лярным произведением

(~u,~v)1,Ω1 :=

∫
Ω1

rot ~u · rot~v dΩ1.

Если граница S1 области Ω1 достаточно гладкая (например, дважды
непрерывно дифференцируема), то

D(A0) = ~H2(Ω1) ∩ ~J 1
0 (Ω1), D(A

1/2
0 ) = ~J 1

0 (Ω1).

Обратный оператор A−1
0 является компактным положительным опе-

ратором и потому оператор A0 имеет дискретный спектр, состоящий
из конечнократных положительных собственных значений {λk(A0)}∞k=1
с предельной точкой +∞. Имеет место асимптотическое поведение
[22]:

λk(A0) = cA0k
2/3[1 + o(1)] (k →∞). (8)

Далее с учетом леммы 1 будем считать, что симметричный оператор A
расширен по Фридрихсу до самосопряженного оператора, который для
простоты снова обозначим через A.

Отметим, что если задача (1) – (4), (7) решена и ее решение ~u ∈ D(A),
тогда ∆~u ∈ ~L2(Ω1) и PG∆~u ∈ ~G(Ω1). В этом случае из (6) по известным
~u, ~ω и ~f можно найти ∇p ∈ ~G(Ω1). Таким образом, далее достаточно
ограничиться рассмотрением задачи (1) – (4), (7).

Цель дальнейших построений состоит в переходе к равносильной зада-
че Коши для дифференциально-операторного уравнения первого поряд-
ка в ортогональной сумме гильбертовых пространств. Предварительно
дадим следующее определение.

Определение 1. Назовем набор функций ~u(t, x), ~ω(t), ~δ(t), ∇p(t, x)
сильным решением задачи (1), (3), (7) на промежутке [0, T ], если вы-
полнены следующие условия:

1) ~u(t, x) ∈ D(A) при любом t ∈ [0, T ] и Au(t) ∈ C([0, T ]; ~J0(Ω1));
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2) ~u(t, x) ∈ C1([0, T ]; ~J0(Ω1)), ∇p(t, x) ∈ C([0, T ]; ~G(Ω1)),
~ω(t) ∈ C1([0, T ];C3), ~δ(t) ∈ C2([0, T ];C3);
3) выполнены уравнения (1) и (7), где все слагаемые являются эле-

ментами C([0, T ];C3) и C([0, T ]; ~J0(Ω)) соответственно;
4) выполнены начальные условия (2) и соотношения (4).

Будем считать, что задача (1) – (4), (7) имеет сильное решение на
отрезке [0, T ]. Введем новые искомые функции ~vk(t), k = 1, q, согласно
формулам

~vk(t) := µ1/2α
1/2
k

∫ t

0
e−βk(t−s)A1/2~u(s)ds, k = 1, q. (9)

Так как ~u(t) — непрерывно дифференцируемая функция со значениями
в D(A), то функции ~vk(t) непрерывно дифференцируемы и

d~vk
dt

= µ1/2α
1/2
k A1/2~u(t)− βk~vk(t), k = 1, q.

С учетом сказанного, перепишем систему уравнений и начальных усло-
вий (1) – (4), (7) в виде задачи Коши для системы дифференциальных
уравнений первого порядка:

ρ1
d~u

dt
+ ρ1P0

(d~ω
dt
× ~r
)

+ µA~u+ µ1/2
q∑

k=1

α
1/2
k A1/2~vk = ρ1P0

~f, ~u(0) = ~u0,

J
d~ω

dt
+ ρ1

∫
Ω1

~r × d~u

dt
dΩ1 + α~ω + β~η = ~M(t), ~ω(0) = ~ω0, (10)

d~vk
dt
− µ1/2α

1/2
k A1/2~u+ βk~vk = 0, ~vk(0) = ~0, k = 1, q,

d~η

dt
− βP2~ω = ~0, ~η(0) = βP2

~δ0.

Здесь с целью симметризации введены замены:

~η := βP2
~δ, β := (gml)1/2.

Перепишем задачу (10) в виде одного дифференциального уравнения
первого порядка в гильбертовом пространстве H := H1 ⊕H2 :

C dy
dt

+Ay = F , y(0) = y0. (11)

Здесь и далее введены обозначения

H1 = ~J0(Ω1)⊕ C2, H2 = Ĥ ⊕ C2, Ĥ =

q⊕
k=1

Hk, Hk = ~J0(Ω1),

y = (y1; y2)τ , y1 = (~u; ~ω)τ , y2 = (v̂; ~η)τ ,

v̂ := (~v1; . . . ;~vq)
τ , F = (f1; 0)τ , f1 = (ρ1P0

~f ; ~M)τ ;
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C =

(
CH1 0

0 IH2

)
, CH1 =

(
C11 C12

C21 C22

)
, IH2 =

(
Î 0
0 1

)
, (12)

C11~u = ρ1I0~u, C12~ω = ρ1P0(~ω × ~r), (13)

C21~u = ρ1

∫
Ω1

(~r × ~u) dΩ1, C22~ω = J~ω,

где I0 и Î — единичные операторы в ~J0(Ω1) и Ĥ соответственно;

A =

(
Â11 Â12

Â21 Â22

)
, Â11 =

(
A11 0
0 α

)
, (14)

Â12 =

(
A12 0
0 β

)
, Â21 =

(
A21 0
0 −β

)
, Â22 =

(
A22 0
0 0

)
, A11 = µA,

A12 = µ1/2(α
1/2
1 A1/2; . . . ;α1/2

q A1/2), A21 = −A∗12, (15)
A22 = diag(β1;β2; . . . ;βq).

Таким образом, исходная начально-краевая задача (1) – (4) распадается
на уравнение (6), тривиальную связь d(P 3~δ)/dt = P 3~ω и задачу Коши
(11) в гильбертовом пространстве H.

4 Свойства операторных коэффициентов

Исследуем свойства операторных матриц C и A задачи Коши (11).

Лемма 2. Оператор C из (12) является ограниченным, самосопряжен-
ным и положительно определенным оператором, действующим в про-
странстве H.

Доказательство. I этап. Докажем, что C = C∗. Для этого достаточно
установить самосопряженность CH1 в пространстве H1 = ~J0(Ω1)⊕ C2:

(CH1x1, x2)H1 :=

((
C11 C12

C21 C22

)(
~u1

~ω1

)
,

(
~u2

~ω2

))
H1

=

= ρ1(~u1, ~u2) ~J0(Ω1) + (C12~ω1, ~u2) ~J0(Ω1) + C21~u1 · ~ω2 + C22~ω1 · ~ω2 =

= ρ1(~u1, ~u2) ~J0(Ω1) + ρ1

∫
Ω1

(~ω1 × ~r) · ~u2 dΩ1 + ρ1

∫
Ω1

(~r × ~u1) · ~ω2 dΩ1+

+ ρ0

∫
Ω0

(~r × (~ω1 × ~r)) · ~ω2 dΩ0 + ρ1

∫
Ω1

(~r × (~ω1 × ~r)) · ~ω2 dΩ1 =

= ρ1(~u1, ~u2) ~J0(Ω1) + ρ1

∫
Ω1

~ω1 · (~r × ~u2) dΩ1 + ρ1

∫
Ω1

~u1 · (~ω2 × ~r) dΩ1+

+ ρ0

∫
Ω0

~ω1 · (~r × (~ω2 × ~r)) dΩ0 + ρ1

∫
Ω1

~ω1 · (~r × (~ω2 × ~r)) dΩ1 =

=

((
~u1

~ω1

)
,

(
C11 C12

C21 C22

)(
~u2

~ω2

))
H1

= (x1, CH1x2)H1 .
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II этап. Покажем, что C является положительно определенным опе-
ратором действующим в пространстве H. Пусть y = (~u; ~ω; v̂; ~η)τ — про-
извольный элемент из H, тогда

(Cy, y)H = ρ1

∫
Ω1

|~u|2dΩ1 + ρ1

∫
Ω1

P0(~ω × ~r) · ~u dΩ1+

+ ρ1

∫
Ω1

(~r × ~u) · ~ω dΩ1 + J |~ω|2 + ‖v̂‖2
Ĥ

+ |~η|2.

Известно (см., например, [10, c.173]), что тензор моментов инерции гид-
ромеханической системы «тело + жидкость» допускает представление

J = Jb + Jl, Jl |~ω|2 = ρ1

∫
Ω1

|~ω × ~r|2 dΩ1,

где Jb > 0 — момент инерции твердого тела, а Jl – приведенный момент
инерции, учитывающий движение жидкости в полости Ω1.

Подставляя эту связь в последнее равенство, получим

(Cy, y)H = ρ1

∫
Ω1

|~u+ ~ω × ~r|2 dΩ1 + ‖v̂‖2
Ĥ

+ |~η|2 + Jb|~ω|2 > 0,

откуда следует, что оператор C является неотрицательным.
Пусть (Cy, y)H = 0, тогда v̂ = 0, ~η = ~0, ~ω = ~0, ~u+ ~ω × ~r = ~u = ~0. Та-

ким образом, оператор C положителен в H. Наконец, из структуры (12)
оператора следует, что он допускает представление

C = C1 + C2, C1 = diag(ρ1I0; J ; Î; 1) > 0, (16)

где оператор C2 с ненулевыми элементами C12 и C21 является двумерным
оператором. Отсюда следует, что C является не только положительным,
но и положительно определенным оператором, заданным на всем H.
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III этап. Покажем, что C является ограниченным оператором дей-
ствующим в пространстве H. Для этого достаточно установить ограни-
ченность оператора CH1 в пространстве H1:

‖CH1y1‖2H1
= ‖ρ1~u+ ρ1(~ω × ~r)‖2~J0(Ω1)

+

+ ‖ρ1

∫
Ω1

(~r× ~u) dΩ1 + ρ0

∫
Ω0

~r× (~ω × ~r) dΩ0 + ρ1

∫
Ω1

~r× (~ω × ~r) dΩ1‖2C2 6

6 2ρ2
1 ‖~u‖2~J0(Ω1)

+ 2ρ2
1 ‖~ω × ~r‖2~J0(Ω1)

+ 2ρ2
1

∣∣∣∣∫
Ω1

(~r × ~u) dΩ1

∣∣∣∣2 +

+ 2ρ2
0

∣∣∣∣∫
Ω0

~r × (~ω × ~r) dΩ0

∣∣∣∣2 + 2ρ2
1

∣∣∣∣∫
Ω1

~r × (~ω × ~r) dΩ1

∣∣∣∣2 6
6 2ρ2

1 ‖~u‖2~J0(Ω1)
+ 2ρ2

1

(∫
Ω1

|~r|2dΩ1

)(∫
Ω1

|~u|2dΩ1

)
+

+ |~ω|2 ·

(
2ρ1

∫
Ω1

|~r|2dΩ1 + 2ρ2
0

(∫
Ω0

|~r|2dΩ0

)2

+ 2ρ2
1

(∫
Ω1

|~r|2dΩ1

)2
)
6

6 2ρ2
1

(
1 + (maxΩ1 |~r|)2

)
· ‖~u‖2~J0(Ω1)

+

+ |~ω|2 ·

(
2ρ1

∫
Ω1

|~r|2dΩ1 + 2ρ2
0

(∫
Ω0

|~r|2dΩ0

)2

+ 2ρ2
1

(∫
Ω1

|~r|2dΩ1

)2
)

=

= c1 · ‖~u‖2~J0(Ω1)
+ c2 · |~ω|2 6 K · ‖y1‖2H1

, K := max(c1, 1, c2).

�

Лемма 3. Оператор A является максимальным аккретивным опера-
тором, заданным на области определения

D(A) = D(A)⊕ C2 ⊕D(Â1/2)⊕ C2, D(Â1/2) :=

q⊕
k=1

D(A1/2).

Доказательство. Пусть y ∈ D(A), тогда в силу формулы (14) и связи
A21 = −A∗12 получаем свойство аккретивности оператора A:

Re(Ay, y)H = (A11~u, ~u) ~J0(Ω1) + (A22v̂, v̂)
Ĥ

+ α|~ω|2 > 0.

Действительно, по условию α > 0, а операторы A11 и A22 согласно их
определениям и свойствам A� 0, βk > 0 (k = 1, q), являются положи-
тельно определенными в ~J0(Ω1) и Ĥ соответственно.

Докажем теперь, что оператор A является максимальным аккретив-
ным оператором. В силу определения (14) оператора A, достаточно до-
казать, что

A0 :=

(
A11 A12

−A∗12 A22

)
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является максимальным аккретивным оператором (т.е. является замкну-
тым). Непосредственно проверяется, что оператор A0 представим в виде

A0 =

(
A

1/2
11 0

0 A
1/2
22

)(
I0 Q∗

−Q Î

)(
A

1/2
11 0

0 A
1/2
22

)
,

где Q := A
−1/2
22 A∗12A

−1/2
11 = µ(β

−1/2
1 α

1/2
1 ; . . . ;β

−1/2
q α

1/2
q )τ . Крайние сомно-

жители ограниченно обратимы (см. лемму 1 и обозначения после (14)),
средний сомножитель является ограниченным оператором согласно его
представлению. Докажем, что он имеет ограниченный обратный (отсюда
будет следовать, что оператор A0 замкнут).

Действительно, для этого рассмотрим задачу(
I0 Q∗

−Q Î

)(
~u1

v̂1

)
=

(
~u2

v̂2

)
.

Это уравнение равносильно системе{
~u1 +Q∗v̂1 = ~u2,

−Q~u1 + v̂1 = v̂2,
=⇒

{
~u1 = ~u2 −Q∗v̂1,

(Î +QQ∗)v̂1 = v̂2 +Q~u2.

Так как оператор (Î +QQ∗) является положительно определенным, то
существует ограниченный обратный к нему операторM := (Î +QQ∗)−1.
Таким образом, v̂1 = Mv̂2 +MQ~u2. Далее, подставляя v̂1 в первое урав-
нение, получим что(

~u1

v̂1

)
=

(
I0 −Q∗MQ −Q∗M

MQ M

)(
~u2

v̂2

)
,

где все элементы обратной матрицы являются ограниченными операто-
рами. �

5 Теорема о сильной разрешимости исходной
начально-краевой задачи

Теорема 1. Если выполнены условия

~u0 ∈ D(A), ~f(t) ∈ C1([0, T ]; ~L2(Ω1)),

~M(t) ∈ C1([0, T ];C3), ~ω0 ∈ C3, ~δ0 ∈ C3, (17)
причем поверхность S1 = ∂Ω1 дважды непрерывно дифференцируема,
тогда существует единственное сильное решение задачи (1) — (4) (в
смысле определения 1).

Доказательство. Рассмотрим задачу Коши (11). Согласно лемме 2 опе-
ратор C ограничен и имеет ограниченный обратный оператор C−1, таким
образом, задача (11) равносильна задаче

dy

dt
+ C−1Ay = C−1F , y(0) = y0. (18)
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Введем в H новое скалярное произведение [y, z] := (Cy, z)H, порождаю-
щее норму, эквивалентную исходной норме H. Соответствующее энерге-
тическое пространство для этой нормы обозначим через HC . Оператор
C−1A является максимальным аккретивным оператором в HC и задан на
области определения D(C−1A) = D(A). Действительно, оператор C−1A
замкнут и область его значений есть все пространство, так как C и C−1

ограничены, а оператор A обладает этими свойствами (лемма 3). Поэто-
му достаточно проверить свойство аккретивности для C−1A. Действи-
тельно, если y ∈ D(C−1A), то

Re[C−1Ay, y] = Re(CC−1Ay, y)H = Re(Ay, y)H > 0.

Таким образом, оператор −C−1A является максимальным диссипатив-
ным оператором в HC и потому порождает (см. [23, c.110]) сжимающую
полугруппу U(t) = exp(−tC−1A) операторов, действующих в HC . Если
выполнены условия (17), то согласно введенным обозначениям, функ-
ция C−1F ∈ C1([0, T ];H) и y0 ∈ D(A), потому (см. [23, c.166]) задача Ко-
ши (18), а значит и задача (11), имеет сильное решение, выражаемое
формулой

y(t) = U(t)y0 +

∫ t

0
U(t− s)C−1F(s) ds.

Напомним, что под сильным решением на отрезке [0, T ] мы понима-
ем такую функцию y(t) со значениями в H, для которой y(t) ∈ D(A)
при любом t ∈ [0, T ], Ay(t) ∈ C([0, T ];H), dy/dt ∈ C([0, T ];H) и выполне-
но уравнение (11). Отметим, что так как нормы в пространствах H и HC
эквивалентны, то общие свойства решений y(t) в H и HC совпадают.

Из сказанного следует, что начально-краевая задача (10) также имеет
на отрезке [0, T ] единственное сильное решение. При этом ~u(t) ∈ D(A),
~vk(t) ∈ D(A1/2), k = 1, q, при любом t ∈ [0, T ], а все слагаемые в уравне-
ниях (10) непрерывны по t ∈ [0, T ] и являются функциями переменной
t со значениями в соответствующих пространствах. Интегрируя третью
группу уравнений в (10) по t в пределах от 0 до t и используя начальные
условия для ~vk(t), приходим к формулам (9), где ~vk ∈ D(A1/2) и

A1/2~vk(t) = µ1/2α
1/2
k

∫ t

0
e−βk(t−s)A~u(s)ds ∈ C([0, T ]; ~J0(Ω1)), k = 1, q,

так как A~u(t) ∈ C([0, T ]; ~J0(Ω1)).
Подставляя полученные функции в первое уравнение (10), получаем,

что выполнено уравнение (7), причем все слагаемые в этом уравнении
являются непрерывными функциями t со значениями в ~J0(Ω1). Так как
граница S1 гладкая, то согласно лемме 1 приходим к тому, что область
определения оператора A есть множество ~H2(Ω1) ∩ ~J1

0 (Ω1). Следователь-
но, ∆~u ∈ C([0, T ]; ~L2(Ω1)) и Î0(t)PG(∆~u) ∈ C([0, T ]; ~G(Ω1)). Из сказанно-
го и из (6) получаем, что ∇p, определяемый однозначно по ~u, ~ω и ~f ,
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является функцией переменной t со значениями в C([0, T ]; ~G(Ω1)). Со-
гласно определению 1, установленные свойства решений означают, что
набор функций ~u(t, x), ~ω(t), ~δ(t) и ∇p(t, x) является сильным решением
исходной начально-краевой задачи на отрезке [0, T ]. �

Замечание 1. Если граница S1 области Ω1 не является достаточно
гладкой, то сильное решение обладает свойством ~u ∈ D(A) ⊂ ~J1

0 (Ω1),
при этом ∇p является обобщенной функцией (распределением).

Полученный результат в теореме 1 допускает усиление, для этого
предварительно отметим следующую теорему. Её доказательство следу-
ет из леммы 7.4. [23, с.180], теоремы 5.10 [23, с.183], а также из теоремы
1.4 [24, c.130].

Теорема 2. Пусть в задаче
du

dt
= Au+ f(t), u(0) = u0 (19)

оператор A имеет вид A = −(I + T )B, где T ∈ S∞(H) (компактный),
B � 0 (положительно определенный), и выполнены следующие условия:

1) u0 ∈ D(A) = D(B);
2) функция f(t) ∈ Ck([0, T ];H) (удовлетворяет условию Гельдера), т.е.

для каждого τ ∈ R+ найдутся числаK = K(τ) > 0, k = k(τ) ∈ (0, 1], та-
кие что

‖f(t)− f(s)‖ 6 K|t− s|k при 0 6 s, t 6 τ.

Тогда уравнение (19) является абстрактным параболическим уравнени-
ем, решение u(t) задачи (19) выражается формулой

y(t) = U(t)y0 +

∫ t

0
U(t− s)f(s) ds,

где U(t) — аналитическая полугруппа с генератором A, кроме того

u(t) ∈ C1([0, T ];H) ∩ C([0, T ];D(A)),

т.е. задача (19) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].

Теорема 3. Если выполнены условия

~u0 ∈ D(A), ~f ∈ Ck([0, T ]; ~L2(Ω1)),

~M ∈ Ck([0, T ];C3) ~ω0 ∈ C3, ~δ0 ∈ C3,

тогда существует единственное сильное решение задачи (1) — (4).

Доказательство. I этап. Оператор A из (11) допускает представление

A =

(
IH1 0
−G∗0 IH2

)(
Â11 0
0 F

)(
IH1 G0

0 IH2

)
=: (I +W1)W (I +W2),

где I — единичный оператор в пространстве H, G0 = diag(G;α−1β),

G = A−1
11 A12 = µ1/2(α

1/2
1 A−1/2; . . . ;α1/2

q A−1/2) ∈ S∞, F = diag(F ;α−1β2),
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F = A22 +A∗12A
−1
11 A12 = diag(β1; . . . ;βq) +M, M = (αiαj)

q
i,j=1.

Учитывая данные формулы, а также (16), перепишем задачу (11) в виде

(C1 + C2)
dy

dt
+ (I +W1)W (I +W2)y = F , y(0) = y0.

Далее, введем новую искомую функцию z(t) из соотношения

(I +W2)y(t) = C−1/2
1 z(t).

В результате придем к следующей задаче Коши

C1/2
1 (I + C−1/2

1 C2C−1/2
1 )C1/2

1 (I +W2)−1C−1/2
1

dz

dt
+ (I +W1)WC−1/2

1 z = F ,

z(0) = C1/2
1 (I +W2)y(0). (20)

Оператор I +W2 – положительно определенный оператор, следователь-
но существует ограниченный обратный, который имеет структуру

(I +W2)−1 = I + S1, S1 ∈ S∞.

Действительно, из соотношения (I+S1)(I+W2) = (I+W2)−1(I+W2) = I
следует, что

S1 = −(I + S1)W2 ∈ S∞,

так как I + S1 – ограниченный оператор, а W2 – компактный.
Таким образом, C1/2

1 (I +W2)−1C−1/2
1 = I + C1/2

1 S1C−1/2
1 , а значит опе-

раторный коэффициент при dz/dt можно переписать в виде C1/2
1 (I + S2),

где S2 – компактный оператор, а I + S2 имеет ограниченный обратный

(I + S2)−1 = I + S3, S3 ∈ S∞.

Поэтому задача (20) равносильна задаче
dz

dt
+ (I + S)C−1/2

1 WC−1/2
1 z = (I + S3)C−1/2

1 F , (21)

z(0) = C1/2
1 (I +W2)y(0), I + S := (I + S3)(I + C−1/2

1 W1C1/2
1 ).

С учетом проведенных построений оператор S — компактный, а опера-
тор C−1/2

1 WC−1/2
1 самосопряжен и положительно определен в простран-

стве H. Следовательно уравнение (21) является абстрактным парабо-
лическим уравнением (см. теорему 2). Если выполнены условия (3), то
непосредственно проверяется, что

F ∈ Ck([0, T ];H), y0 ∈ D(A).

Отсюда следует, что (I + S3)C−1/2
1 F ∈ Ck([0, T ];H),

z(0) = C1/2
1 (I +W2)y(0) ∈ D(C

−1/2
1 WB

−1/2
1 ).

Таким образом, из теоремы 2, задача (21) имеет сильное решение z(t)
на отрезке [0, T ]. Возвращаясь от задачи (21) к задаче (11) (все перехо-
ды можно обратить), приходим к выводу, что задача (11) имеет сильное
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решение на отрезке [0, T ]. Для завершения доказательства следует по-
вторить ход доказательства теоремы 1. �

6 Свойства собственных значений

Рассмотрим нормальные колебания гидромеханической системы, то
есть такие решения (11) при F ≡ 0, для которых

y(t) = exp(−λt)y = exp(−λt)(~u; ~ω; v̂; ~η)τ , λ ∈ C. (22)

Подставляя (22) в однородное уравнение (11), приходим к следующей
спектральной задаче:

Ay = λCy, y ∈ D(A) ⊂ H. (23)

Далее будем изучать совместно общую спектральную задачу (23) и
тривиальную проблему

P3~ω = −λP3
~δ. (24)

Для этого представим элемент задачи (23) в виде ~ω = P2~ω + P3~ω, по-
действуем ортопроекторами P2 и P3 на соответствующую строку (урав-
нение) связанное с элементом ~ω. В результате приходим к задаче


A11 0 0 A12 0
0 α 0 0 β
0 0 α 0 0
A21 0 0 A22 0
0 −β 0 0 0




~u
P2~ω
P3~ω
v̂
~η

 =

= λ


C11 C12P2 C12P3 0 0
P2C21 P2C22P2 P2C22P3 0 0
P3C21 P3C22P2 P3C22P3 0 0

0 0 0 Î 0
0 0 0 0 I




~u
P2~ω
P3~ω
v̂
~η

 . (25)

Лемма 4. Число λ = 0 является однократным собственным значением
задачи (24), (25). Отвечающее ему решение таково:

~u = ~0, ~ω = ~0, v̂ = 0, ~η = βP2
~δ = ~0, P3

~δ ∈ C.

Доказательство. Пусть λ = 0, тогда (25) равносильна системе уравне-
ний:

A11~u+A12v̂ = 0, αP2~ω+β~η = 0, αP3~ω = 0, A21~u+A22v̂ = 0, −βP2~ω = 0.

С учетом связиA21 = −A∗12 приходим к тому, что ‖A1/2
11 ~u‖2 + ‖A1/2

22 v̂‖2 = 0,
~η = 0, ~ω = 0. Откуда, y = (~u;P2~ω;P3~ω; v̂; ~η)τ = 0. Далее, тривиальная связь
(24) приводит к тому, что P3

~δ может быть произвольным. �
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Замечание 2. Физический смысл леммы состоит в том, что соб-
ственному значению λ = 0 отвечает переход к новому состоянию рав-
новесия гидромеханической системы, которое получается из исходного
состояния путем поворота маятника на произвольный угол P3

~δ.

Преобразуем задачу (25) к такому виду, чтобы на главной диагонали
блок-матрицы справа стояли единичные операторы. Для этого осуще-
ствим замены

ρ
1/2
1 ~u = ~u1, P

1/2
2,CP2~ω = ~ω1,2, P

1/2
3,CP3~ω = ~ω1,3; (26)

P2C22P2 := P2,C , P3C22P2 := P3,C .

В результате приходим задаче

Ãỹ = λ C̃ỹ, (27)

являющейся краткой записью матричного соотношения

(
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

)(
ỹ1

y2

)
= λ

(
C̃H1 0

0 IH2

)(
ỹ1

y2

)
, (28)

ỹ1 = (~u1; ~ω1,2; ~ω1,3)τ ∈ H1, y2 = (v̂; ~η)τ ∈ H2;

C̃H1 =

 I0 ρ
−1/2
1 C12P

−1/2
2,C ρ

−1/2
1 C12P

−1/2
3,C

ρ
−1/2
1 P

−1/2
2,C C21 1 P

−1/2
2,C (P2C22P3)P

−1/2
3,C

ρ
−1/2
1 P

−1/2
3,C C21 P

−1/2
3,C (P3C22P2)P

−1/2
2,C 1

 ,

Ã12 =

ρ
−1/2
1 A12 0

0 βP
−1/2
2,C

0 0

 ,

Ã11 = diag(ρ−1
1 A11; αP−1

2,C ; αP−1
3,C), Ã21 = −Ã∗12, Ã22 = diag(A22; 0).

Здесь оператор C̃ (согласно его структуре и лемме 2) ограничен и поло-
жительно определен в H = H1⊕H2. Свойства оператора Ã сохраняются
при переходе от задачи (11) после замен (26). А именно, повторяя рас-
суждения леммы 3, можно установить, что Ã является максимальным
аккретивным оператором.

Найдем структуру обратного оператора, для этого будем использовать
факторизацию

Ã =

(
Ã

1/2
11 0

0 Ã
1/2
22

)(
IH1 Q̃∗

−Q̃ IH2

)(
Ã

1/2
11 0

0 Ã
1/2
22

)
,
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где Q̃ := Ã
−1/2
22 Ã∗12Ã

−1/2
11 . Отсюда приходим к соотношениям

Ã−1 =

(
Ã
−1/2
11 0

0 Ã
−1/2
22

)(
IH1 Q̃∗

−Q̃ IH2

)−1
(
Ã
−1/2
11 0

0 Ã
−1/2
22

)
=

=

(
Ã
−1/2
11 0

0 Ã
−1/2
22

)(
IH1 − Q̃∗MQ̃ −Q̃∗M

MQ̃ M

)(
Ã
−1/2
11 0

0 Ã
−1/2
22

)
=

=

(
Ã
−1/2
11 (IH1 − Q̃∗MQ̃)Ã

−1/2
11 −Ã−1/2

11 Q̃∗MÃ
−1/2
22

Ã
−1/2
22 MQ̃Ã

−1/2
11 Ã

−1/2
22 MÃ

−1/2
22

)
=:

(
Ã

(−1)
11 Ã

(−1)
12

Ã
(−1)
21 Ã

(−1)
22

)
,

M := (IH2 + Q̃Q̃∗)−1, 0 6 Ã(−1)
11 ∈ S∞(H1), Ã

(−1)
21 = −(Ã

(−1)
12 )∗,

Ã
(−1)
12 ∈ S∞(H2;H1), 0� Ã

(−1)
22 ∈ L(H2), (29)

где через L обозначено пространство линейных ограниченных операто-
ров.

Дальнейшее исследование основывается на использовании фактов тео-
рии линейных операторов, действующих в пространствах с индефинит-
ной метрикой (см., например, [25], [26, курс 3]).

Зададим в пространстве H = H+ ⊕H−, где H+ := H1, H− := H2, опе-
ратор канонической симметрии J = diag(IH1 ;−IH2) и введем индефи-
нитное скалярное произведение по формуле [ξ1, ξ2] := (J ξ1, ξ2)H. Также
введём ортопроекторы P+ и P−: P+H = H+, P−H = H−. Тогда в силу
бесконечномерности H2 пространство H является пространством Крей-
на.

Проверяется непосредственно, что операторные матрицы Ã, Ã−1 и C̃
(возникшие в задаче (27)) являются J -самосопряженными операторами
вH. Понятие J -самосопряженного оператора вводятся стандартным пу-
тем (см. подробнее [25, c.107], [26, c.458]). В силу J -самосопряженности
спектры этих операторов симметричны относительно вещественной оси.
Учитывая дополнительно аккретивность оператора Ã и положительную
определенность оператора C̃ приходим к следующему утверждению.

Лемма 5. Спектр задачи (27) расположен в замкнутой правой ком-
плексной полуплоскости симметрично относительно вещественной оси.

Доказательство. Действительно, при Reλ < 0 имеем

Re ((Ã − λC̃)y, y)H > |Reλ| (C̃y, y)H > |Reλ|K ‖y‖2H, K = const > 0,

таким образом, указанные значения λ принадлежат резольвентному мно-
жеству оператор-функции Ã − λC̃. �

Отметим ряд понятий и фактов из теории пространств с индефинит-
ной метрикой, необходимых для дальнейших построений.
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Подпространство L+ пространства Крейна H называется неотрица-
тельным, если [ξ, ξ] > 0 для любого ξ ∈ L+ и максимальным неотрица-
тельным (L+ ∈M+), если оно не является частью другого неотрицатель-
ного подпространства. Аналогично определяется неположительное под-
пространство L−. Известно (см. [25, c.70]), что L+ ∈M+ тогда и только
тогда, когда существует угловой операторK+ : H+ → H− (‖K+‖ 6 1) та-
кой, что L+ = {ξ = ξ+ +K+ξ+, ξ ∈ H+}. Справедливо следующее важ-
ное утверждение (доказательство см. в [26, c.460]).

Теорема 4 (Г. Лангера). Если оператор B является J -самосопряжен-
ным в пространстве Крейна, где найдется такое каноническое разло-
жение H = H+ ⊕H−, что выполнено условие P+BP− ∈ S∞, то у опе-
ратора B существует максимальное неотрицательное инвариантное
подпространство.

Определение 2. Подпространство L+ называется равномерно поло-
жительным, если оно является гильбертовым пространством по от-
ношению к скалярному произведению, порождаемому индефинитной мет-
рикой. Будем говорить, что L+ принадлежит классу h+, если оно до-
пускает разложение в прямую J -ортогональную сумму конечномерно-
го изотропного подпространства и равномерно положительного под-
пространства. В частности, L+ ∈ h+, если K+ ∈ S∞ (см. [25, c.84],
[26, c.501]).

Если L± ∈M± и L+ J -ортогонально L−, то говорят, что они образуют
дуальную пару {L+,L−}. Будем писать {L+,L−} ∈ h, если L± ∈ h±.

Определение 3. Будем считать, что J -самосопряженный оператор
B принадлежит классу (H), если у него есть хотя бы одна дуальная па-
ра {L+,L−} инвариантных подпространств и каждая B-инвариантная
дуальная пара принадлежит классу h.

Лемма 6. Задача (27) при λ 6= 0 равносильна задаче

Bx := C̃1/2Ã−1C̃1/2x = µx, x = C̃−1/2Ãỹ, µ = λ−1, (30)

причем B является J -самосопряженным ограниченным оператором.

Доказательство. С учетом сказанного выше, достаточно проверить, что
ограниченный оператор B является J -самосопряженным с той же самой
симметрией J . Так как оператор C̃ является J - и просто самосопряжен-
ным (и ограниченным), то

(J C̃)∗ = C̃J = J C̃.

Далее, как следует из [27], спектральные функции этих самосопряжен-
ных операторов коммутируют, а значит функции оператора C̃ также ком-
мутирует с J . В частности, C̃1/2J = J C̃1/2, а потому

JB = (J C̃1/2)Ã−1C̃1/2 = C̃1/2(J Ã−1)C̃1/2 = (JB)∗,
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так как (J Ã−1)∗ = (J Ã−1) в силу J -самосопряженности оператора Ã−1.
�

Лемма 7. Невещественный спектр задачи (30) состоит из не более
чем конечного числа комлексносопряженных собственных значений (с
учетом кратности).

Доказательство. I шаг. Представим оператор C из (27) в виде

C̃ =

(
C̃H1 0

0 IH2

)
=

(
IH1 0
0 IH2

)
+

(
SH1 0

0 0

)
=: I + S, S ∈ S∞(H1),

где I — единичный оператор в H, оператор SH1 двумерный, а потому
компактный. Далее, оператор C̃ имеет C̃1/2 который положительно опре-
делен, ограничен и C̃1/2 = I +M , M ∈ S∞(H1). Действительно,

(I+M)(I+M) = I+(2M +M2) = C̃ = I+S, S = 2M +M2 ∈ S∞(H1),

отсюда M ∈ S∞(H1). Отметим следующий очевидный факт, что если
оператор M имеет структуру

M =

(
M11 M12

M21 M22

)
,

то IH2 +M22 � 0, так как C̃1/2 � 0.
II шаг. Для оператора B = C̃1/2Ã−1C̃1/2 имеет место представление

B =

(
B11 B12

B21 B22

)
=

(
IH1 +M11 M12

M21 IH2 +M22

)
·

·

(
Ã

(−1)
11 Ã

(−1)
12

Ã
(−1)
21 Ã

(−1)
22

)(
IH1 +M11 M12

M21 IH2 +M22

)
. (31)

В силу компактности операторов Ã(−1)
11 , Ã(−1)

12 , Ã(−1)
21 приходим к тому,

что

B11 ∈ S∞(H1), B12 ∈ S∞(H2,H1), B21 ∈ S∞(H1,H2);

оператор Ã(−1)
22 ∈ L(H2), а значит

B22 = M21Ã
(−1)
11 M12 + (IH2 +M22)Ã

(−1)
22 (IH2 +M22) = B∗22 ∈ L(H2). (32)

Докажем, что B22 � 0. Для любого y2 ∈ H2, в силу свойств (29) и свой-
ства IH2 +M22 � 0, имеем

(B22y2, y2) = (Ã
(−1)
11 M12y2,M12y2)+(Ã

(−1)
22 (IH2+M22)y2, (IH2+M22)y2) >

> (Ã
(−1)
22 (IH2 +M22)y2, (IH2 +M22)y2) > C · ‖y2‖2.

III шаг. По теореме 4 у оператора B есть хотя бы одно максимальное
неотрицательное инвариантное подпространство

L+ = {y = (y1, y2)τ ∈ H : y2 = K+y1, y1 ∈ H1, y2 ∈ H2} (33)

с угловым оператором K+ : H1 → H2, ‖K+‖ 6 1.
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Для произвольного y = (y1;K+y2)τ ∈ L+ имеем

By =

(
B11 B12

B21 B22

)
·
(

y1

K+y1

)
=

(
B11y1 +B12K+y1

B21y1 +B22K+y1

)
∈ L+,

поэтому

B22K+ = −B21 +K+B11 +K+B12K+, (34)

так как B22 имеет ограниченный обратный, то K+ ∈ S∞, а тогда опе-
ратор B ∈ (H). С учетом этого факта и следствия 5.21 из [25, c.245],
следует утверждение леммы. �

Замечание 3. Методами теории оператор-функций можно найти оцен-
ки на вещественную часть и модуль собственных значений не лежа-
щих на действительной оси. Ожидается, что в данной задаче неве-
щественный спектр расположен в открытой правой комплексной по-
луплоскости. Это исследование планируется провести в дальнейшем.

Лемма 8. Существенный (предельный) спектр задачи (27) совпадает
с множеством

{∞} ∪ σess(Φ), Φ = Ã22 + Ã
1/2
22 Q̃Q̃

∗Ã
1/2
22 .

Доказательство. Согласно лемме 6 задача (27) равносильна задаче (30),
а потому для доказательства утверждения леммы достаточно устано-
вить, что σess(B) = {0} ∪ σess(Ã(−1)

22 ).
Действительно, согласно представлению (31) оператор B является ком-

пактным возмущением оператора Φ0 = diag(0;B22), следовательно, по
теореме Вейля σess(Φ0) = {0} ∪ σess(B22). Из (32) оператор B22 предста-
вим в виде B22 = Φ1 + Ã

(−1)
22 , где Φ1 ∈ S∞(H2), а потому

σess(B22) = σess(Ã
(−1)
22 ).

�

Лемма 9. Существенный спектр оператора Φ = Ã22 + Ã
1/2
22 Q̃Q̃

∗Ã
1/2
22 со-

стоит из q положительных собственных значений {γk}qk=1, которые
являются нулями функции

l(λ) = 1 +

q∑
k=1

αk
βk − λ

, (35)

при этом выполнены неравенства 0 < β1 < γ1 < . . . < βq < γq <∞.

Доказательство. Из леммы 3 и определений (14) и (27) следует, что

Q̃ = Ã
−1/2
22 Ã∗12Ã

−1/2
11 = (β

−1/2
1 α

1/2
1 ; . . . ;β−1/2

q α1/2
q )τ ,

поэтому

Φ = Ã22 + Ã
1/2
22 Q̃Q̃

∗Ã
1/2
22 = diag(βk)

q
k=1 + (α

1/2
i α

1/2
j )qi,j=1.

Таким образом, σess(Φ) состоит из не более чем q различных (положи-
тельных) собственных значений.
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Далее, заметим, что для нахождения точек σess(Φ) достаточно най-
ти конечные точки множества σess(A1) для операторной матрицы (см.
обозначения после формулы (14), а также замену (26))

A1 =

(
ρ−1

1 A11 ρ
−1/2
1 A12

−ρ−1/2
1 A21 A22

)
.

С этой целью рассмотрим задачу на собственные значения

ρ−1
1 µA~u1 + ρ

−1/2
1 µ1/2

q∑
k=1

α
1/2
k A1/2~vk = λ~u1, (36)

−ρ−1/2
1 µ1/2α

1/2
j A1/2~u1 + βj~vj = λ~vj , j = 1, q.

Проверим, что числа λ = βj , j = 1, q, являются регулярными для опера-
тора A1. Спектр этого оператора вещественный, за исключением, быть
может, конечного числа собственных значений (данный факт проверяет-
ся по аналогично с рассуждениями леммы 7). Поэтому достаточно про-
верить, что числа βj , j = 1, q, не являются граничными точками спектра
A1.

Пусть y(n) = (~u
(n)
1 , ~v

(n)
1 , . . . , ~v

(n)
q )τ ∈ D(A1) и (A1 − βjI)y(n) → 0, n→∞.

Последнее равносильно системе

ρ−1
1 µA~u

(n)
1 + ρ

−1/2
1 µ1/2

q∑
k=1

α
1/2
k A1/2~v

(n)
k − βj~u(n)

1 → 0,

−ρ−1/2
1 µ1/2α

1/2
j A1/2~u

(n)
1 + βj~v

(n)
j − βj~v(n)

j → 0, j = 1, q.

Из второго уравнения получаем A1/2~u
(n)
1 → 0, а значит ~u(n)

1 → 0. Приме-
няя слева к первому уравнению A−1/2, получаем, что ~v(n)

k → 0. Следова-
тельно, y(n) → 0. Таким образом, точки λ = βj не являются граничными
точками спектра, т.е. они регулярные.

Исключая в (36) элементы ~vj (при λ 6= βj), получаем задачу

µρ−1
1 l(λ)A~u = λ~u, ~u ∈ D(A), (37)

где l(λ) определена по формуле (35). Отсюда следует, что собственные
элементы задачи (37) совпадают с собственными элементами {~uk(A)}∞k=1
оператора A, а собственные значения λ являются решениями серии ха-
рактеристических уравнений

l(λ) = ρ1λ/(µλk(A)), k = 1, 2, . . . , (38)

где {λk(A)}∞k=1 — собственные значения оператора A (выписанные с уче-
том их кратности, см. подробнее лемму 1).
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Задача (36) и характеристическое уравнение (38) подробно изучались
в работах [11, c.335], [16]. Приведем итоговые результаты этих исследо-
ваний. Уравнение (38) при любом k имеет q − 1 вещественный (поло-
жительный) корень, а начиная с некоторого k = k0 — ровно q + 1 веще-
ственных корней. При k > k0 все корни (38) разбиваются на q серий с
предельными точками {γk}qk=1, l(γk) = 0 (k = 1, q), а также серию соб-
ственных значений c предельной точкой +∞. Нули γk функции l(λ) удо-
влетворяют неравенствам леммы, а соответствующие серии собственных
значения стремятся монотонно к этим нулям. Следовательно, множество
{γk}qk=1 входят в предельный (существенный) спектр оператора A1, а
значит

σess(Φ) = {γk}qk=1, l(γk) = 0, k = 1, q.

�

Итогом приведенных выше лемм является следующее утверждение.

Теорема 5. Дискретный спектр исходной спектральной задачи (24),
(25) состоит однократного нулевого собственного значения, не более
чем из конечного числа комплексно сопряженных пар невещественных
собственных значений и q + 1 ветви положительных конечнократных
изолированных собственных значений с предельными точками +∞ и
{γk}qk=1. Причём числа γk > 0 определяются константами αk и βk как
нули функции l(λ) (см. (35)) и формируют существенный спектр зада-
чи.

Замечание 4. В случае классической вязкой жидкости (все αk = 0)
существенный спектр задачи пуст, а все положительные собственные
значения имеют единственную предельную точку +∞. Этот резуль-
тат ранее был доказан для системы сочлененных гиростатов, с поло-
стями заполненными вязкой жидкостью (см., например, [2]).

7 Базисность частей системы корневых элементов
задачи

Определим, какие части системы собственных и присоединенных эле-
ментов спектральной задачи (23) после проектирования образуют бази-
сы в гильбертовых пространствах H1 и H2.

Теорема 6. Задача (30) имеет (в качестве части спектра) счетное
множество положительных собственных значений {λ+

k }
∞
k=1 с предель-

ной точкой +∞ и собственными элементами

x+
k = C−1/2Aỹ+

k , (39)

ỹ+
k = (ρ

1/2
1 ~u+

k ;P
1/2
2,CP2 ~w

+
k ;P

1/2
3,CP3 ~w

+
k ; v̂+

k ; ~η+
k )τ ∈ H1 ⊕H2,

которые после проектирования на H1 = ~J0(Ω1)⊕ C3 образуют базис Рис-
са с конечным дефектом в пространстве H1. Указанный базис Рисса яв-
ляется также p-базисом с конечным дефектом в H1 при p > p0 = 3/2.
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Доказательство. От задачи (24), (25) перейдем посредством замены
(26) к задаче (27), которая согласно лемме 6 и обозначениям (31) мо-
жет быть записана в виде(

B11 B12

B21 B22

)(
x1

x2

)
= µ

(
x1

x2

)
, µ = λ−1, (40)

B11 ∈ S∞(H1), B12 ∈ S∞(H2,H1), B21 = −B∗12, B22, B
−1
22 ∈ L(H2).

Дальнейший этап доказательства построен по плану доказательства
теоремы 3.12 из [28]. Рассмотрим максимальное неотрицательное под-
пространство L+, введенное выше в доказательстве леммы 7. Подпро-
странство L+ инвариантно относительно B и имеет соответствующий уг-
ловой операторK+. Докажем, что сужение B|L+ оператора B на подпро-
странство L+ есть компактный оператор, действующий в L+. Действи-
тельно, оператор B|L+ действует на любой элемент x = (x1;K+x1)τ ∈ L+

по закону

(B|L+)x = ((B11 +B12K+)x1, (B21 +B22K+)x1)τ . (41)

Пусть (P+|L+) — сужение на L+ ортопроектора P+, действующего
по закону P+x := (x1; 0)τ для любого x = (x1;x2)τ ∈ H. Тогда с учетом
следующей связи x1 = (P+|L+)x из (41), в силу произвольности элемента
x ∈ H, получим

(P+|L+)(B|L+) = (B11 +B12K+)(P+|L+).

Так как оператор (P+|L+) гомеоморфно отображает L+ на H1 (см. [25,
c. 37]), то оператор (B|L+) подобен оператору (B11 +B12K+)

(B|L+) = (P+|L+)−1(B11 +B12K+)(P+|L+),

где операторы B11, B12 — компактные, а угловой оператор K+ огра-
ничен, следовательно, оператор B11 +B12K+ компактен. Поэтому опе-
ратор (B|L+) также компактен и L+ есть неотрицательное инвариант-
ное подпространство класса h+. В частности, из этого следует, что ней-
тральное подпространство L0

+ ⊂ L+ конечномерно и также инвариант-
но относительно B. Пусть спектр σ(B|L0

+) = {νk}∞k=1. Тогда L+ может
быть представлено как прямая сумма двух инвариантных относительно
B подпространств:

L+ = lin{Lν(B|L+) : ν ∈ σ(B|L0
+)}u L,

σ(B|L) = σ(B|L+) \ σ(B|L0
+).

Здесь Lν(B|L+) — корневое подпространство оператора (B|L+) соответ-
ствующее собственному значению ν; под символом lin понимаем линей-
ную оболочку соответствующих элементов.

Так как L0
+ ⊂ lin{Lν(B|L+) : ν ∈ σ(B|L0

+)}, то L — равномерно поло-
жительное подпространство, имеющее конечную коразмерность

dimlin{Lν(B|L+) : ν ∈ σ(B|L0
+}
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в подпространстве L+. То есть в L существует базис Рисса {x+
k }
∞
k=1,

x+
k = ((x1)+

k ; (x2)+
k )τ , этот базис состоит из собственных элементов опера-

тора B и имеет ту же самую конечную коразмерность в подпространстве
L+. Проекции {(x1)+

k }
∞
k=1 на H1 также образуют базис Рисса с конечным

дефектом в H1, так как оператор (P+|L+) гомеоморфно отображает L+

на H1.
Докажем теперь, что вышеупомянутый базис Рисса есть p0-базис. С

этой целью рассмотрим уравнение (34) для углового оператора K+. Ко-
эффициенты Bij в правой части уравнения выражаются через операто-
ры Ã

(−1)
ij по формулам из (31), которые в свою очередь согласно обо-

значениям (29) принадлежат классу Sp для p > 3/2 (см. также (8)).
Таким образом, K+ ∈ Sp при p > 3. Поэтому после проектирования на
пространство H1 свойство p-базисности проекций элементов (39) имеет
место при p > p0 = 3/2 (см. [29, c.55]). �

Теорема 7. Пусть x−k = C−1/2Aỹ−k ,

ỹ−k = (ρ
1/2
1 ~u−k ;P

1/2
2,CP2 ~w

−
k ;P

1/2
3,CP3 ~w

−
k ; v̂−k ; ~η−k )τ ∈ H1 ⊕H2,

— собственные элементы задачи (30), отвечающие той части {λ−k }
∞
k=1

точек положительного дискретного спектра, которые не вошли в ветвь
{λ+

k }
∞
k=1 из теоремы 6. Тогда после проектирования на H2 = Ĥ ⊕ C2 они

образует базис Рисса с конечным дефектом в пространстве H2. Ука-
занный базис Рисса является также p-базисом с конечным дефектом в
H2 при p > p0 = 3/2.

Доказательство. Доказательство теоремы осуществляется по тому же
плану, что и доказательство теоремы 6, но уже для максимального непо-
ложительного подпространства L−, которое инвариантно относительно
оператора B. Для соответствующего сужения B|L− оператора B на L−
получаем представление (P−|L− — сужение на L− ортопроектора P−)

B|L− = (P−|L−)−1(B21K− +B22)(P−|L−),

откуда следует, что сужение B|L− есть оператор подобный B21K− +B22.
Отметим, что B21 ∈ S∞, ‖K−‖ 6 1, а оператор B22 имеет следующую
структуру (лемма 8) B22 = Φ1 + Ã

(−1)
22 , Φ1 ∈ S∞(H2), причем

σess(B22) = σess(Ã
(−1)
22 ) = {γ−1

k }
q
k=1,

а значит σess(B|L−) = {γ−1
k }

q
k=1.

Отсюда следует, что для оператора (B|L−) можно применить те же
самые рассуждения, что и для оператора (B|L+) из предыдущей теоре-
мы, но с тем различием, что здесь последовательности положительных
собственных значений {µ−k }

∞
k=1 соответствует базис Рисса {x−k }

∞
k=1 в но-

вом подпространстве L ⊂ L−, L− = Lu L0
−, и с конечным числом точек

{γ−1
k }

q
k=1 существенного спектра. Дальнейшая схема доказательства тео-

ремы полностью повторяется. �
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Замечание 5. Результаты, полученные в этом пункте, повторяют
идеи доказательства свойств базисности частей системы собствен-
ных и присоединенных элементов в задаче о нормальных колебаниях
вязкой жидкости, частично заполняющей сосуд, приведенные в ста-
тье [28]. Там установлено также наличие двух ветвей положитель-
ных собственных значений с предельными точками 0 и +∞. Для задачи
с классической вязкой жидкостью имеет место более сильное утвер-
ждение, а именно вся совокупность корневых элементов задачи форми-
рует почти J-ортонормированный базис в пространстве H (см. [2]).

8 Заключение

В работе исследована задача о малых движениях (вокруг сферическо-
го шарнира) пространственного маятника с полостью, целиком запол-
ненной вязкоупругой жидкостью, которая удовлетворяет обобщенной
модели Олдройта. Предполагается, что момент силы трения в сфери-
ческом шарнире пропорционален угловой скорости. Исходная начально-
краевая задача сводится к задаче Коши для дифференциального урав-
нения первого порядка в некотором гильбертовом пространстве. После
детального изучения свойств операторных коэффициентов доказана тео-
рема о разрешимости полученной задачи Коши. Найдены достаточные
условия существования решения начально-краевой задачи, описываю-
щей эволюцию исходной гидросистемы.

На основе теории линейных операторов, действующих в простран-
ствах с индефинитной метрикой, изучается соответствующая спектраль-
ная задача. Доказано, что спектр располагается в правой комплексной
полуплоскости. Дискретная часть спектра содержит однократное нуле-
вое собственное значение и счетное множество конечнократных поло-
жительных собственных значений, а также (для произвольной вязкости
µ) не более конечного числа невещественных комплексно сопряженных
пар собственных значений. Положительные собственные значения раз-
биваются на q + 1 ветвь с предельными точками +∞ и {γk}qk=1 — корни
уравнения (35). Установлена базисность Рисса в основных гильбертовых
пространствах (после проектирования) частей системы собственных и
присоединенных (корневых) элементов спектральной задачи.
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