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Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract: The heavy-tailed mutation operator, proposed by
Doerr, Le, Makhmara, and Nguyen (2017) for evolutionary
algorithms, is based on the power-law assumption of mutation
rate distribution. Here we generalize the power-law assumption
using a regularly varying constraint on the distribution function
of mutation rate. In this setting, we generalize the upper bounds
on the expected optimization time of the (1 + (λ, λ)) genetic
algorithm obtained by Antipov, Buzdalov and Doerr (2022) for the
OneMax function class parametrized by the problem dimension
n. In particular, it is shown that, on this function class, the
su�cient conditions of Antipov, Buzdalov and Doerr (2022) on
the heavy-tailed mutation, ensuring the O(n) optimization time in
expectation, may be generalized as well. This optimization time is
known to be asymptotically faster than what can be achieved by
the (1+(λ, λ)) genetic algorithm with any static mutation rate. A
new version of the heavy-tailed mutation operator is proposed,
satisfying the generalized conditions, and promising results of
computational experiments are presented.
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1 Ââåäåíèå

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ÝÀ) ÿâëÿ-
åòñÿ èìèòàöèÿ ïðîöåññà ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè áèîëîãè÷åñêîé ïîïó-
ëÿöèè ê óñëîâèÿì îêðóæàþùåé ñðåäû. Ïðè ýòîì îñîáè ñîîòâåòñòâóþò
ïðîáíûì òî÷êàì â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, à ïðèñïî-
ñîáëåííîñòü îñîáåé îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì
øòðàôà çà íàðóøåíèå îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, åñëè òàêèå èìåþòñÿ. Ïîñòðî-
åíèå íîâûõ ïðîáíûõ òî÷åê â ÝÀ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðîâ
ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñëåäíåãî ÝÀ ïðèíÿòî
íàçûâàòü ãåíåòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè. Ïðè ðåøåíèè áåçóñëîâíûõ çà-
äà÷ ïñåâäîáóëåâîé ìàêñèìèçàöèèmax{f(x) : x ∈ {0, 1}n}, èëè ìèíèìèçà-
öèè min{f(x) : x ∈ {0, 1}n}, ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → R, îäíèì
èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ îïåðàòîðîâ ìóòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíàÿ ìóòàöèÿ [11], ãäå êàæäûé áèò èìåþùåéñÿ ñòðîêè x ∈ {0, 1}n
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p.
Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè íà
êàæäîé èòåðàöèè ÝÀ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Bin(n, p) âûáèðàåòñÿ ÷èñëî ìó-
òèðóåìûõ áèòîâ ℓ, è î÷åðåäíîé ïîòîìîê ïîëó÷àåòñÿ èç ðîäèòåëüñêîãî
ðåøåíèÿ âíåñåíèåì èçìåíåíèé â ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ℓ áèòàõ.
Îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè ýâîëþöèîííûõ àëãî-

ðèòìîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ îïòèìèçàöèè,
îáîçíà÷àåìîå äàëåå T , êîòîðîå èñ÷èñëÿåòñÿ â êîëè÷åñòâå âû÷èñëåíèé
ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà ñ íà÷à-
ëà ðàáîòû àëãîðèòìà [7]. Îáû÷íî èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè îïòèìèçàöèè èëè ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå èññëåäóåòñÿ âðåìÿ îïòèìèçàöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñõåìîé èç [2] ïðè ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè
OneMax(x) =

∑n
i=1 xi. Ñåìåéñòâî òàêèõ ôóíêöèé, ïàðàìåòðèçîâàííîå

ðàçìåðíîñòüþ n, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç áàçîâûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ â òåî-
ðèè ýâîëþöèîííûõ âû÷èñëåíèé, íà êîòîðîì îöåíèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü
ÝÀ ïðè ðåøåíèè ïðîñòûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûñîêîì çíà÷åíèè
ñðåäíåãî âðåìåíè îïòèìèçàöèè íà OneMax îòäåëüíûå àëãîðèòìû èëè
çíà÷åíèÿ íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ÝÀ ïðèçíàþòñÿ çàâåäîìî íåýôôåê-
òèâíûìè [14, 21].
Äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåëè÷èí, ñâÿçàííîãî ñ

íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì ðàçìåðíîñòè n, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðò-
íûå îáîçíà÷åíèÿ O(·). Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì ÷òî ôóíêöèÿ t(n) ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó Θ(g(n)), åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîí-
ñòàíòû c1 è c2, à òàêæå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî n0 òàêèå, ÷òî
c2g(n) ≤ t(n) ≤ c1g(n) äëÿ âñåõ n ≥ n0 (ñì., íàïðèìåð, [3], ãë. 3). Ïðè
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ââîäå íîâûõ îáîçíà÷åíèé â ôîðìóëàõ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë :=, è äâîåòî-
÷èå íàõîäèòñÿ ñî ñòîðîíû îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíû.

1.1. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò
âûâîä î òîì, ÷òî ÝÀ, îñíîâàííûå íà ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè, îäè-
íàêîâî âåäóò ñåáÿ êàê íà OneMax, òàê è íà ëþáîé ôóíêöèè
OneMaxz : {0, 1}n → R, îïðåäåëåííîé êàê

OneMaxz(x) := |{i ∈ {1, ..., n} : xi = zi}|

ïðè ëþáîé áèòîâîé ñòðîêå z ∈ {0, 1}n. Èç ðàáîòû Ýðäåøà è Ðåíüè [9]
âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì, ïîëó÷àþùèé èíôîðìàöèþ òîëüêî èç çà-
ïðîñîâ ê ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè OneMaxz, â ñðåäíåì ïîòðåáóåò
Ω(n/ log n) âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äî ïåðâîãî ïîïàäà-
íèÿ â îïòèìàëüíîå ðåøåíèå z, ïðè÷åì ýòà îöåíêà íå ìîæåò áûòü óëó÷-
øåíà.
Ïðîñòåéøèé âàðèàíò ÝÀ, ãäå ïîïóëÿöèÿ ñîñòîèò èç îäíîé îñîáè, èçâå-

ñòåí åùå èç ðàáîòû [10] Ðàñòðèãèíà, êàê àëãîðèòì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ
ïåðåñ÷åòîì ïðè íåóäà÷íîì øàãå. ×àñòíûé ñëó÷àé òàêîãî àëãîðèòìà îáî-
çíà÷àåòñÿ (1+1) EA è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàíäîìèçèðîâàííûé âàðèàíò
ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ãäå ïåðåõîä ê íîâîé ïðîáíîé òî÷êå îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîñðåäñòâîì ñòàíäàðòíîé ìóòàöèè òåêóùåãî ðåøåíèÿ. Êàê áûëî ïîêà-
çàíî â [22], â ñëó÷àå OneMax àëãîðèòì (1+1) EA ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì
ïî âðåìåíè îïòèìèçàöèè â êëàññå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñ äàííûì
îïåðàòîðîì ìóòàöèè.
Èç òåîðèè è ïðàêòèêè èñïîëüçîâàíèÿ ÝÀ èçâåñòíî, ÷òî âûáîð ÷èñ-

ëåííîñòè ïîïóëÿöèè λ è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìóòàöèè è êðîññèíãîâåðà
çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé è òðåáóåò òðóäîåìêèõ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé èëè ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ñâîéñòâ ðåøàå-
ìîé çàäà÷è [6, 4, 8, 13].
×òî êàñàåòñÿ âûáîðà ïàðàìåòðà p äëÿ ñòàíäàðòíîãî îïåðàòîðà ìó-

òàöèè, áîëüøîå êîëè÷åñòâî êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îñíîâûâàåòñÿ íà
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèå p = 1/n èëè îêîëî òîãî � õîðîøèé âûáîð
ïî óìîë÷àíèþ (ñì., íàïðèìåð, [15]). Ïðè ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè
OneMax íàèáîëåå òî÷íàÿ îöåíêà âðåìåíè îïòèìèçàöèè äëÿ (1+1) EA
è p = 1/n ïîëó÷åíà â [12], îíà ðàâíà en log n + c1n + 0, 5e log n + c2 +
O(n−1 log n), ãäå c1 ≈ 1, 8925, c2 ≈ 0, 5979. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [16], ÷òî
äëÿ (1+1) EA íà OneMax òîëüêî âûáîð p = Θ(1/n) ìîæåò îáåñïå÷èòü
ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè ïîðÿäêà O(n log n). Åñëè æå ðàññìîòðåòü
ëèíåéíûå ôóíêöèè íà {0, 1}n, òî êàê ïîêàçàíî â [17], p = (1 + o(1))/n �
àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ïàðàìåòð ìóòàöèè äëÿ (1+1) EA.
Àâòîðû [5] ðàçðàáîòàëè ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (1 + (λ, λ)) GA ñ íî-

âûì îïåðàòîðîì êðîññèíãîâåðà, óñòðàíÿþùèì ¾íåóäà÷íûå¿ ìóòàöèè. Íà
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êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà (1 + (λ, λ)) GA îò åäèíñòâåííîé ðîäèòåëü-
ñêîé îñîáè ïîðîæäàþòñÿ λ ïîòîìêîâ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà íà ðàâ-
íîì ðàññòîÿíèè Õýììèíãà ℓ îò ðîäèòåëÿ, ïðè ýòîì ℓ ∼ Bin(n, p). Äà-
ëåå îòáèðàåòñÿ ëó÷øåå ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè èç ýòèõ ðåøåíèé è ê íåìó
ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà, èìåþùèé ïàðàìåòð c. Ñ âåðîÿò-
íîñòüþ c îïåðàòîð êðîññèíãîâåðà èñïîëüçóåò áèòû èç ëó÷øåãî ïîòîìêà,
à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − c � áèòû èç ðîäèòåëüñêîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðà-
çîì ñîçäàåòñÿ åùå λ îñîáåé, è ëó÷øàÿ èç ýòèõ λ îñîáåé ïðèíèìàåòñÿ
â êà÷åñòâå íîâîãî ðîäèòåëÿ, åñëè îíà íå óñòóïàåò ïðåæíåìó ðîäèòåëþ
ïî ïðèñïîñîáëåííîñòè. Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç âðåìåíè îïòèìèçàöèè ïî-
êàçàë, ÷òî àëãîðèòì (1 + (λ, λ)) GA ïðè ìíîãèõ çíà÷åíèÿõ íàñòðàèâà-
åìûõ ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè áûñòðûì íà OneMax,
÷åì áîëüøèíñòâî êëàññè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [18], âûáîð ïàðàìåòðà ìóòàöèè

äëÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæåí, ÷åì äëÿ
OneMax. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, â [18] áûëî ïðåäëîæåíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûé âûáîð äëÿ ïàðàìåòðà ìóòàöèè p â ñîîòâåòñòâèè
ðàñïðåäåëåíèåì ñ òÿæåëûì õâîñòîì, à èìåííî, ñ óñå÷åííûì ñòåïåííûì
ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïîêàçàòåëåì −β < −1. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ
ñëó÷àéíîå ÷èñëî α ∈ {1, . . . , ⌊n2 ⌋}, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü âûáîðà α = k

ïðîïîðöèîíàëüíà k−β , k ≤ ⌊n2 ⌋, çàòåì ïîëàãàþò p = α/n è ïðèìåíÿ-
þò ñòàíäàðòíóþ ìóòàöèþ ñ ýòèì çíà÷åíèåì p. Íà êàæäîé èòåðàöèè ÝÀ
çíà÷åíèÿ α âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî.
Êàê ïîêàçàíî â [19] äëÿ ñëó÷àÿ OneMax, îïòèìàëüíûé âûáîð

ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ìóòàöèè p íà âñå âðåìÿ ðàáîòû
(1 + (λ, λ)) GA äàåò âðåìÿ îïòèìèçàöèè

E[T ] = Θ

(
n

√
log(n) log log log(n)

log log n

)
, (1)

÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøå, ÷åì ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè ìíîãèõ
èçâåñòíûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
Â ðàáîòå [2] Àíòèïèí, Áóçäàëîâ è Äîåðð ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü

áûñòðîé ìóòàöèè ïðè îïòèìèçàöèè ôóíêöèè OneMax. Çäåñü ðàññìàò-
ðèâàëñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (1 + (λ, λ)) GA èç [5], ñîâìåùåííûé ñ
îïåðàòîðîì áûñòðîé ìóòàöèè. Â [2] äëÿ (1 + (λ, λ)) GA ñ áûñòðîé ìóòà-
öèåé ïðè ñïåöèôè÷åñêîì âûáîðå ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí λ è
p ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà ñðåäíåãî âðåìåíè îïòèìèçàöèè ïîðÿäêà O(n)
íà OneMax, ÷òî ìåíüøå ÷åì ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè (1+(λ, λ)) GA
ñ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ ìóòàöèé, êàê ñëåäóåò èç (1). Â
äàííîì àëãîðèòìå è ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè λ è ïàðàìåòð áûñòðîé ìó-
òàöèè p èìåþò óñå÷åííîå ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðõíèìè ãðàíèöàìè
λ ≤ un è p ≤ un/n, ñîîòâåòñòâåííî. Ëèíåéíàÿ îöåíêà â [2] èìååò ìåñòî,
êîãäà ñòåïåííîé ïîêàçàòåëü β óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 2 < β < 3 è
un ≥ ln1/(3−β) n.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïðåäñòàâëåííûé â òåîðå-
ìàõ 1 è 3, ïîêàçûâàåò ÷òî âåðõíèå îöåíêè íà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
âðåìåíè îïòèìèçàöèè (1 + (λ, λ)) GA, àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì â [2],
ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ óñå÷åííûõ ñòåïåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí λ è p, íî è äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé,
îïèñûâàåìîãî â òåðìèíàõ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ îãðàíè÷åíèé íà ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû. Êàê ñëåäóåò èç (1), ïîëó÷åííàÿ íà-
ìè ëèíåéíàÿ îöåíêà íà ñðåäíåå âðåìÿ îïòèìèçàöèè, òàêæå êàê ëèíåéíàÿ
îöåíêà èç [2], îêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøå, ÷åì ñðåäíåå âðåìÿ
îïòèìèçàöèè (1 + (λ, λ)) GA ïðè ëþáîì íåèçìåííîì â õîäå âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà ïàðàìåòðå ìóòàöèè p.
×àñòíûé ñëó÷àé äàííîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííûé áåç èñïîëüçîâàíèÿ

àïïàðàòà ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåí â [20].

1.2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Îáîçíà÷èì Nm := {k : k ∈ N, k ≤
m}, S := {0, 1}n, |S| = 2n. Ââåäåì íîðìó è ðàññòîÿíèå Õýììèíãà |x| =∑n

i=1 xi è |x − y| =
∑n

i=1 |xi − yi| äëÿ x, y ∈ S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗

ðåøåíèå ñ åäèíèöàìè íà âñåõ ïîçèöèÿõ, à Zs = {x ∈ S : |x − x∗| =
s} � ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé, èìåþùèõ ðîâíî s íóëåé, s = 0, . . . , n. Â
÷àñòíîñòè, Z0 = {x∗}.
Ïóñòü λ(n), n ∈ N � íàáîð íåçàâèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí (äàëåå ÑÂ) ñ îáëàñòÿìè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èç ïîäìíîæåñòâà
Nun , ãäå un ≤ 0.5n � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå λ(n) ñ ïîëîæè-
òåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòè P(λ(n) = k) =
pn,k ≥ 0 òîëüêî ïðè k ∈ Nun è pn,un > 0. Îãðàíè÷åíèÿ íà pn,k ââåäåì
ïîçæå. ÑÂ λ∗(n) ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè âìåñòî ∗ íåçàâèñèìû è îäè-
íàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ λ(n). Ìû èññëåäóåì ñëó÷àé u = u(n) → ∞ ïðè
n→∞.
Îïèøåì èññëåäóåìûé àëãîðèòì A, ïðåäøåñòâåííèêîì êîòîðîãî ÿâëÿ-

åòñÿ (1 + (λ, λ)) EA èç [5] ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè ìóòà-
öèè p = λ(n)/n è ïàðàìåòðîì êðîññèíãîâåðà c = λ−1(n). Ïîçäíåå â [2]
áûëà ïðåäëîæåíà ðàíäîìèçàöèÿ (1 + (λ, λ)) EA èç [5] ïî ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè λ(n), ãäå âåðîÿòíîñòè P(λ(n) = k) = pn,k âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ñòåïåííûå ôóíêöèè. Äàííûé àëãîðèòì â [2] ïîëó÷èë íàçâàíèå áûñò-
ðûé (1 + (λ, λ)) ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà λ(n)
ïî ñòåïåííîìó çàêîíó è ïàðàìåòðå ìóòàöèè p = λ(n)/n àëãîðèòì èç [2]
èìååò ìóòàöèþ ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè, ñîâïàäàþùóþ ñ ïðåäëîæåííîé
â [18]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îòêàçûâàåìñÿ îò ÿâíûõ âûðàæåíèé pn,k,
à ïðèâîäèì òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ λ(n). Â
îñòàëüíîì ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòìA ñîâïàäàåò ñ áûñòðûì (1+(λ, λ))
ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì.
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Àëãîðèòì A: (1 + (λ, λ)) ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ïðàâèëüíî ìåíÿ-
þùèìèñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ λ(n) ïðè âåðõíåì
ïðåäåëå åå çíà÷åíèé un, ìàêñèìèçèðóþùèé ôóíêöèþ f : {0, 1}n → R

1. x ← random bit string of length n;
2. while not terminated do

3. Choose λ from [1..u] with P(λ = k) = pn,k;
4. Choose ℓ ∼ Bin(n, λ(n)/n);
5. for i ∈ [1..λ] do

6. x(i) ← a copy of x;
7. Flip ℓ bits in x(i) chosen uniformly at random;
8. end

9. x′ ← argmaxz∈{x(1),...,x(λ)}f(z);

10. for i ∈ [1..λ] do

11. Create y(i) by taking each bit from x′ with probability
λ−1 and from x with probability (λ− 1)λ−1;

12. end

13. y ← argmaxz∈{y(1),...,y(λ)}f(z);

14. if f(y) ≥ f(x) then
15. x← y;
16. end

17. end

Àëãîðèòì A íà÷èíàåò ðàáîòó ñî ñëó÷àéíîé íà÷àëüíîé áèòîâîé ñòðîêè
x. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò èç ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíîé ðåàëè-
çàöèè ÑÂ λ(n) äëÿ ðàçìåðà ïîïóëÿöèè λ, çàòåì ñëåäóåò ôàçà ìóòàöèè,
ôàçà êðîññèíãîâåðà è ôàçà îòáîðà. Íà ýòàïå ìóòàöèè (ñòðîêè 4�8) ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ ðåàëèçàöèè ℓ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Bin(n, p), ñîçäàåòñÿ λ ïîòîì-
êîâ îò x âíåñåíèåì èçìåíåíèé â ℓ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ áèòîâ â êàæäîì
èç íèõ. Èç ýòèõ íîâûõ λ îñîáåé âûáèðàåòñÿ îäíà ñ íàèáîëüøåé ïðèñïî-
ñîáëåííîñòüþ äëÿ ó÷àñòèÿ äàëåå â ôàçå êðîññèíãîâåðà. Åñëè èìååòñÿ
áîëåå îäíîãî ïîòîìêà ñ ìàêñèìàëüíîé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ, âûáèðàåì
îäíîãî èç íèõ ðàâíîâåðîÿòíî. Îáîçíà÷èì âûáðàííîãî ïîòîìêà ÷åðåç x′.
Â ôàçå êðîññèíãîâåðà (ñòðîêè 10�12) ñîçäàåòñÿ λ íîâûõ ïîòîìêîâ îò ðî-
äèòåëüñêîé îñîáè x è ïîáåäèòåëÿ x′ èç ôàçû ìóòàöèè. Èç ýòèõ λ ïîòîì-
êîâ âûáèðàåòñÿ ñòðîêà ñ íàèáîëüøåé ïðèñïîñîáëåííîñòüþ. Åñëè òàêèõ
íåñêîëüêî, òî âûáèðàåì ðàâíîâåðîÿòíî îäíó èç íèõ (ñòðîêè, ñîâïàäà-
þùèå ñ ðîäèòåëüñêèì ðåøåíèåì x, ïðè ýòîì íå ðàññìàòðèâàþòñÿ). Íà
ýòàïå îòáîðà (ñòðîêà 14) ðîäèòåëüñêèé x çàìåíÿåòñÿ îñîáüþ-ïîáåäèòåëåì
ôàçû êðîññèíãîâåðà y, åñëè ïðèñïîñîáëåííîñòü y íå íèæå, ÷åì ïðèñïî-
ñîáëåííîñòü x. Â àëãîðèòìå A, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ óïîìÿíóòûõ âû-
øå àëãîðèòìàõ, íå óêàçàí êðèòåðèé îñòàíîâêè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè íàñ ãëàâíûì îáðàçîì áóäåò èíòåðåñî-
âàòü âðåìÿ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ îïòèìóìà. Â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè
àëãîðèòìà A åñòåñòâåííî áóäåò óêàçàòü êðèòåðèé îñòàíîâêè.
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2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓλ(n)(s) ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà 1 èç [5], ñòàð-
òóþùåãî ñ ðåøåíèÿ x ∈ Zs, äî ïåðâîãî óëó÷øåíèÿ ôóíêöèè ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè ïðè ôèêñèðîâàííûõ n è λ(n), à âåðîÿòíîñòü óëó÷øåíèÿ íà
ïåðâîé èòåðàöèè � ÷åðåç pλ(n)(s) = P(ℓλ(n)(s) = 1). Äàëåå ìû èññëåäó-
åì àëãîðèòì A ñ ôóíêöèåé ïðèñïîñîáëåííîñòè OneMax, à âåðîÿòíîñòè
pλ(n)(s) ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ x ∈ Zs. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå
λ(n) ÑÂ ℓλ(n)(s) íå íåñåò ñìûñëîâîé íàãðóçêè, à âàæíî òîëüêî ñîáûòèå
{ℓλ(n)(s) = 1}.
Ïðèâåäåì ëåììó 7 èç [5] ñ ôèêñèðîâàííûì (íå ñëó÷àéíûì) äëÿ êàæ-

äîãî n çíà÷åíèåì λ ïðè ïàðàìåòðå ìóòàöèè p = λ/n è ïàðàìåòðå êðîñ-
ñèíãîâåðà c = λ−1.

Ëåììà 1. Îäíà èòåðàöèÿ àëãîðèòìà A ñ ôèêñèðîâàííûì λ â ñëó÷àå
ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè OneMax, ñòàðòóþùàÿ ñ ðåøåíèÿ x ∈ Zs,
ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè
ñ âåðîÿòíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó

pλ(s) ≥ C
(
1− (1− s/n)λ

2/2
)(

1− e−1/8
)

(2)

äëÿ íåêîòîðîé íå çàâèñÿùåé îò n ïîñòîÿííîé C > 0.

Äàëåå áåç äîïîëíèòåëüíûõ êîììåíòàðèåâ äëÿ íå çàâèñÿùèõ îò n ïî-
ñòîÿííûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ C > 0 è c > 0 ñ èíäåêñàìè
èëè áåç íèõ. Ýòè ïîñòîÿííûå ìîãóò áûòü âçàèìîñâÿçàíû, íî ýòè ñâÿçè
íàñ íå î÷åíü èíòåðåñóþò, à ïðèíöèïèàëüíî òîëüêî íàëè÷èå ýòèõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ
äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñòîÿííûõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû C∗ è c∗ áåç
óêàçàíèÿ èõ ÿâíîãî âèäà è äàæå â îäíîì óðàâíåíèè â ðàçíûõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâà ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.
Íåðàâåíñòâî (2) c ó÷åòîì îöåíêè

1− (1− p)λ ≥ λp

1 + λp
, ∀p ∈ (0, 1), λ > 0,

èç ëåììû 2 [2] çàïèøåì â âèäå

pλ(n)(s) ≥ C1
0.5λ2(n)s/n

1 + 0.5λ2(n)s/n
, (3)

â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

pλ(n)(s) ≥ C2λ
2(n)s/n, ïðè λ2(n)s/n < 1, (4)

pλ(n)(s) ≥ C3, ïðè λ
2(n)s/n ≥ 1. (5)

Ïóñòü λ(n) ñëó÷àéíî. Ôîðìàëüíî íà êàæäîé èòåðàöèè ñ íîìåðîì t ðå-
àëèçóåòñÿ ÑÂ λt(n) ñ òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì, ÷òî è ó λ(n). Ó÷èòûâàÿ,
÷òî çàâèñèìîñòü îò t îòñóòñòâóåò ìû ýòîò èíäåêñ îïóñêàåì. Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè (óñðåäíÿÿ ïî λ(n)) îáîçíà÷èì
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âåðîÿòíîñòü óëó÷øåíèÿ çà îäíó èòåðàöèþ ÷åðåç pn(s) = Eλ(n)pλ(n)(s) =
P(ℓn(s) = 1), ãäå ℓn(s) � ÷èñëî èòåðàöèé äî óëó÷øåíèÿ ôóíêöèè ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè. Ôîðìàëüíî â îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè pn(s), íå çàâèñÿùåé
îò íîìåðà èòåðàöèè t, ñîáûòèå {ℓn(s) = 1} çàâèñèò îò ýòîãî íîìåðà t, à
ℓn(s) ðàâíî êîëè÷åñòâó íåóäà÷íûõ èòåðàöèé â ñåðèè èòåðàöèé ñ ïîÿâëå-
íèåì ïåðâîé óäà÷íîé. Ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé âåäåòñÿ ñ íà÷àëüíî-
ãî èíäèâèäóóìà èëè ïîñëå î÷åðåäíîãî óâåëè÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè.
Âû÷èñëèì ñðåäíåå Eℓn(s). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ℓn(s) èìååò ãåîìåòðè-

÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì pn(s). Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

P(ℓn(s) = k) = (1− pn(s))k−1pn(s), k ∈ N,
Eℓn(s) = (1− pn(s))p−1

n (s) + 1 = p−1
n (s). (6)

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ m0,m1 ∈ N ñóùåñòâóåò íå çà-
âèñÿùàÿ îò n ïîñòîÿííàÿ c > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ n ∈ N ∖ Nm1 âåðíû
íåðàâåíñòâà

P(λ(n) ∈ Nm0) ≥ c. (7)

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (7) ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíàÿ ïî n îãðàíè÷åííîñòü Eλ(n), ò. å. âûïîëíåíèå óñëîâèé Eλ(n) ≤ c1,
∀n ∈ N, äëÿ íåêîòîðîãî 0 < c1 <∞. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà äëÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí λ(n) ïðè ëþáîì c0 > c1

P(λ(n) < c0) ≥ 1−Eλ(n)/c0 ≥ 1− c1/c0 > 0.

Óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (7) áóäåì ôîðìóëèðîâàòü òàê:
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (7) âåðíî
ïðè íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ m0 è m1, òî îíî âåðíî è ïðè çàìåíå ýòèõ
çíà÷åíèé íà ëþáûå ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèå èõ.
Îöåíèì äðîáü èç ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè (3) ïðè λ(n) ∈ Nm0 . Åñëè

s ≤ 0.5nm−2
0 , òî 0.5λ2(n)s/n ≤ 0.25 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0.5λ2(n)s/n

1 + 0.5λ2(n)s/n
≥ 0.4λ2(n)s/n ≥ 0.4sn−1.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå s > 0.5nm−2
0 è (0.5λ2(n)s/n)−1 < 4 è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

0.5λ2(n)s/n

1 + 0.5λ2(n)s/n
> 0.2 = 0.2sn−1s−1n ≥ 0.2sn−1.

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (7) â ñèëó äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê è ñî-
îòíîøåíèÿ (3) ïðè âñåõ n ∈ N∖Nm1 è s ∈ Nn âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

pn(s) ≥ Eλ(n){pλ(n)(s);λ(n) ∈ Nm0} ≥
0.2C1s

n
P(λ(n) ∈ Nm0) =

C4s

n
. (8)
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Ëåììà 2. Â ñëó÷àå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè OneMax ñðåäíåå ÷èñ-
ëî èòåðàöèé àëãîðèòìà A, ñòàðòóþùåãî ñ ðåøåíèÿ x ∈ Zs, äî óëó÷øå-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

Eℓn(s) ≤ C−1
4 n/s, s ∈ Nn, (9)

ãäå C4 îïðåäåëåíî â ñîîòíîøåíèè (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà (9) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (6) è (8). □

Ïóñòü τi(n) � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â x∗ ïðè

óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ èç èíäèâèäóóìà x(0) ∈ Zi. Åñëè íà-
÷àëüíîå ðåøåíèå âûáèðàòü èç ïîïóëÿöèè ðàâíîâîçìîæíî, òî

P
(
x(0) ∈ Zi

)
= Ci

n2
−n, Eτi(n) ≤

i∑
s=1

Eℓn(s) =
i∑

s=0

Eℓn(s). (10)

Ïóñòü τ(n) � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â x∗ èç ñëó-

÷àéíî âûáðàííîãî èíäèâèäóóìà x(0). Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè
âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

Eτ(n) = 2−n
n∑

i=0

Ci
nEτi(n) ≤ 2−n

n∑
i=0

Ci
n

i∑
s=0

Eℓn(s)

= 2−n
n∑

s=1

Eℓn(s)
n∑

i=s

Ci
n = 2−n

nϵ∑
s=1

Eℓn(s)
n∑

i=s

Ci
n

+ 2−n
n∑

s=nϵ+1

Eℓn(s)
n∑

i=s

Ci
n ≤

nϵ∑
s=1

Eℓn(s) + C5n, (11)

ãäå ϵ ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî è ñóììà ñî÷åòàíèé,
äåëåííàÿ íà 2n, áóäåò ñóììîé âåðîÿòíîñòåé, ÷òî íå ïðåâîñõîäèò 1, à
Eℓn(s) ≤ C−1

4 ϵ−1 =: C5 ïðè nϵ + 1 ≤ s ≤ n. Çäåñü è äàëåå â ñóììàõ
ïî ïîäìíîæåñòâàì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ôóíêöèé îò íàòóðàëüíîãî àð-
ãóìåíòà ñ íå îáÿçàòåëüíî öåëûìè ïðåäåëàìè èëè çíà÷åíèÿìè ñ÷èòàåì,
÷òî ýòè âåëè÷èíû ðàâíû áëèæàéøåìó ê íèì ìåíüøåìó öåëîìó ÷èñëó.

3 Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé äî ïîïàäàíèÿ â îïòèìóì

3.1. Ïðàâèëüíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî îïðå-
äåëåíèé è ñâîéñòâ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé. Îïèñàíèþ ýòèõ
ôóíêöèé ïîñâÿùåíà, íàïðèìåð, ìîíîãðàôèÿ [23] è �9 èç ãëàâû VIII â [24].

Îïðåäåëåíèå 1. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g(v) > 0, îïðåäåëåííàÿ ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ v ∈ R+ èëè v ∈ N íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿ-

þùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ R, åñëè ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì c ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
v→+∞

g(cv)

g(v)
→ cα, (12)
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ãäå cv ñëåäóåò çàìåíèòü íà [cv] � öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà â ñëó÷àå v ∈ N.
Â ñëó÷àå α = 0 ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà

áåñêîíå÷íîñòè.

Ñâîéñòâî ïðàâèëüíîãî èçìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîå è ôóíêöèþ g(v) >
0 íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëÿòü íà ëþáîì íà÷àëüíîì îòðåçêå ïîëóîñè. Ïðà-
âèëüíî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè ïðè v ∈ N è v ∈ N áóäåì íàçûâàòü
ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìèñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. (Ñóùåñòâóåò è äðóãîå
îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè c ∈ N â
ñîîòíîøåíèè (12), íî âî èçáåæàíèå èçëèøíèõ óñëîæíåíèé ìû îãðàíè÷è-
âàåìñÿ ïðîñòûì ñëó÷àåì.)
Ïðîèçâîëüíàÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ

g(v), v ∈ R+, áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîé ïðàâèëüíî ìåíÿþ-
ùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè g([v]), êîòîðóþ ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðàâèëüíî ìåíÿþùóþñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü g(z), z ∈ N.
Î÷åâèäíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Äëÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè g(z), z ∈ N, ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêî-
íå÷íîñòè ôóíêöèÿ ĝ(v), v ∈ R+, òàêàÿ, ÷òî g([v]) = ĝ([v]) ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ v ∈ R+.

Äàëåå íå áóäåì ðàçëè÷àòü îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è
ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ äðóã ÷åðåç äðóãà, ò. å. îòîæäåñòâèì ñèìâîëû ĝ è g.

Îïðåäåëåíèå 2. Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g(v) > 0, îïðåäåëåííàÿ ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ v ∈ R+, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ â íó-

ëå ñïðàâà ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ R, åñëè ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì c ∈ R+

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

lim
v→+0

g(cv)

g(v)
→ cα

Â ñëó÷àå α = 0 ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ â íó-

ëå ñïðàâà.

Ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈
R, êàê â îäíîñòîðîííåì, òàê è â äâóõñòîðîííåì âàðèàíòå, çàìåíèâ g(v) >
0 èç îïðåäåëåíèÿ 2 íà g(v − a) > 0 è ñõîäèìîñòü â òîì èëè èíîì ñìûñëå
v − a ê íóëþ.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé. Ýòîò

êëàññ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñåìåéñòâà ñòåïåííûõ ôóíêöèé g(v) = vα,
v ∈ R+, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè v ∈ N.
Ôóíêöèè vα, v ∈ R+, ïðè ëþáîì α ∈ R ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþ-

ùèìèñÿ â 0 è íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ôóíêöèè | ln v|, | ln | ln v|| è èõ ëþáûå ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííî ìå-

íÿþùèìèñÿ â 0 è íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Åñëè ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ â 0 èëè íà áåñêîíå÷íîñòè îáî-
çíà÷èòü ℓ(v), òî ïðè ëþáîì α ∈ R ôóíêöèÿ g(v) = vαℓ(v) áóäåò ïðà-
âèëüíî ìåíÿþùåéñÿ â íóëå èëè íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ïîêàçàòåëåì α. Ïðè
ýòîì âñå ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû òîëüêî â äàííîì
âèäå.

3.2. Îáîáùåíèå óñëîâèé íà ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè è íàñòðîé-

êè ìóòàöèè. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå çàäàåò óñëîâèÿ íà ðàñïðåäåëå-
íèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè λ(n) (à çíà÷èò è ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà
ìóòàöèè p = λ(n)/n), ïîçâîëÿþùèå îáîáùèòü ïðåäïîëîæåíèÿ èç [2].

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè λ(n) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
• Ac

2, åñëè ïðè âñåõ n ∈ N âòîðîé ìîìåíò óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó Eλ2(n) < C ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0.
• A∞

2 , åñëè Eλ2(n) ≥ ψ(n) = L(un)→∞, ãäå L(m) � íå çàâèñÿùàÿ îò
n ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ñ ïîêàçàòåëåì 3 − β ∈ (0, 2) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðè m → ∞, un ≤ n/2, è un → ∞ � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ïðè
n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êðîìå ýòîãî, äëÿ íåêîòîðîé íå çàâèñÿ-
ùåé îò n ïîñòîÿííîé C > 0 è ëþáûõ b ∈ Nun ∖ Nm0 (ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P(b/2 ≤ λ(n) ≤ b) ≥ Cb−2L(b). (13)

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåì 5 è 6 èç [2] íà áîëåå
øèðîêèå êëàññû ðàñïðåäåëåíèé ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí λ(n), n ∈ N.
Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä ðàñïðåäåëåíèé èç [2]

P(λ(n) = k) = pn,k = Cβ,unk
−β, k ∈ Nun , (14)

ãäå un → ∞ ïðè n → ∞ è Cβ,un =
∑un

k=1 k
−β . Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëü-

êî ñëó÷àé β > 1. Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

k=1 k
−β ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Cβ,un àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõ-
ñÿ ôóíêöèé, âåðîÿòíîñòè pn,k èç ïðåäñòàâëåíèÿ (14) îïèñûâàþòñÿ â òåð-
ìèíàõ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé ñ ïîêàçàòåëåì −β, â êîòîðûõ
ìåäëåííî ìåíÿþùèéñÿ ñîìíîæèòåëü ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿí-
íîé ôóíêöèåé îò un. Âòîðîé ìîìåíò Eλ2(n) = Cβ,un

∑un
k=1 k

2−β , êàê

ïîêàçàíî â [2], èìååò ïîðÿäîê u3−β
n , ò.å. áóäåò ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ

ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì 3 − β ïðè β < 3. Ýòèì ìîòèâèðóåòñÿ âûáîð
ïàðàìåòðà 3− β â îïðåäåëåíèè A∞

2 .
Óñëîâèå Ac

2 îçíà÷àåò, ÷òî âòîðîé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ(n)
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí è íåò äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà pn,k, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ
ïðè β > 3 â óñëîâèè (14).
Óñëîâèå A∞

2 îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè
ôóíêöèÿ L(v) èìååò âèä L(v) = v3−βℓ(v), v ∈ R+, ãäå ℓ(v) ìåäëåííî
ìåíÿåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Óñëîâèå (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P(b/2 ≤ λ(n) ≤ b) ≥ Cb1−βℓ(b).
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Â òåðìèíàõ äîïóùåíèé (14) ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè 1 < β < 3 è
ℓ(v) àñèìïòîòè÷åñêè ïîñòîÿííîé, íî ÿâíûé âèä pn,k � âåðîÿòíîñòåé êîí-
êðåòíûõ çíà÷åíèé äëÿ λ(n) íå âàæåí, à èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îöåíêè äëÿ
èõ ñóìì ïî äëèííûì êóñêàì, êîòîðûå áóäóò ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìèñÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿìè ñ ïîêàçàòåëåì 1− β.
Î÷åâèäíî, ÷òî L(un), êàê ñóïåðïîçèöèÿ ïðàâèëüíî ìåíÿþùèõñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé, áóäåò ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ïðè n→∞ ñ åñòåñòâåííî âû÷èñëÿåìûì ïîêàçàòåëåì.
Â óñëîâèå A∞

2 ìîæíî áûëî áû âêëþ÷èòü è íåêîòîðûå ñëó÷àè β =
−1,−3, ïðè êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ ÿâíûå îöåíêè îöåíêè äëÿ Eτ(n), íî ýòè
äîêàçàòåëüñòâà ãðîìîçäêèå è òðåáóþò ðàáîòû ñ òîíêèìè ñòðóêòóðíûìè
òåîðåìàìè äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ôóíêöèé.
Ïðèâåäåì îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 5 èç [2].

Òåîðåìà 1. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé τ â àëãîðèòìå A ñ ôóíêöèåé ïðè-
ñïîñîáëåííîñòè OneMax äî ïîïàäàíèÿ â îïòèìóì îöåíèâàåòñÿ âåëè-
÷èíàìè

Eτ(n) = O(n lnn), ïðè óñëîâèè Ac
2; (15)

Eτ(n) = O(n) +O

(
n lnn

ψ(n)

)
, ïðè óñëîâèè A∞

2 , (16)

ãäå ψ(n) èç îïðåäåëåíèÿ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ac
2 áóäåò ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åí ïî n è ïåðâûé ìîìåíò Eλ(n). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåì-
ìå 2 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ac

2 âåðíî íåðàâåíñòâî

Eℓn(s) ≤ C−1
4

n

s
. (17)

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà
∑u

s=1 s
−1 îò ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ ñòóïåí÷àòîé

ôóíêöèè ïðè u → ∞ áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëó∫ u
1 x

−1dx, ò. å. ïðè u→∞
u∑

s=1

s−1 ∼
∫ u

1
x−1dx = lnu. (18)

Îöåíêà (15) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (11), (17) è (18).
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà (16).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé u2ns/n < 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A∞

2

îöåíêà (4) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

pn(s) = Eλ(n)pλ(n)(s) ≥ C∗L(un)s/n = C∗ψ(n)s/n. (19)

Ïîòîìó ïðè u2ns/n < 1 è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A∞
2 èç ñîîòíîøåíèé (6)

è (19) ïîëó÷àåì

Eℓn(s) ≤ C∗ n

ψ(n)s
, (20)



156 À.Â. ÅÐÅÌÅÅÂ, Ä.Â. ÑÈËÅÂ, Â.À. ÒÎÏ×ÈÉ

ãäå ôîðìàëüíî âìåñòî C∗ äîëæíî ñòîÿòü 1/C∗ ñ ïîñòîÿííîé èç îöåíêè
(19), íî â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè äîïóùåíèÿìè ìû èñïîëüçóåì äëÿ íåå
òî æå îáîçíà÷åíèå C∗.
Äàííàÿ îöåíêà ïðè s > nϵ, ãäå ϵ ∈ (0, 1) � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðî-

âàííîå ÷èñëî, è u2n → ∞, íå ïðèìåíèìà, íî åñëè s > nϵ, òî ñóììà,
ñîäåðæàùàÿ òàêèå ñëàãàåìûå Eℓn(s) óæå îöåíåíà ñâåðõó âåëè÷èíîé Cn
â ñîîòíîøåíèÿõ (11) è ïî ïîðÿäêó íå ìîæåò áûòü óëó÷øåíà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé u2ns/n ≥ 1. Â äàííîì ñóë÷àå ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèé A∞
2 èç íåðàâåíñòâà (13) ïðè m0 < b ≤ un ñëåäóåò îöåíêà

Eλ(n)λ
2(n) ≥ Eλ(n)

{
λ2(n);λ(n) ∈ [b/2, b]

}
≥ CL(b). (21)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà m0 <

√
n/s ≤ un. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (21) ïðè

b =
√
n/s, s ∈ Nϵn, îöåíèì ñðåäíåå pλ(n)(s) íà ìíîæåñòâå λ

2(n) < n/s

Eλ(n)pλ(n)(s) ≥ CL(b)s/n.

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (6) ïîëó÷àåì

Eℓn(s) ≤ C∗ n

L
(√

n/s
)
s
. (22)

Íåðàâåíñòâà (20) è (22), ïîëó÷åííûå â äâóõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó-
÷àÿõ, âëåêóò îöåíêó

nϵ∑
s=1

Eℓn(s) ≤
C∗n

ψ(n)

n/u2
n−1∑

s=1

s−1 + C∗
nϵ∑

s=n/u2
n

n

L
(√

n/s
)
s

(23)

≤ C∗ n

ψ(n)
ln(n/u2n) + C∗

1n. (24)

Ïîÿñíèì íåðàâåíñòâî (24). Ïåðâàÿ ñóììà èç ïðàâîé ÷àñòè âûðàæå-
íèÿ (23) îöåíåíà çäåñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (18). Ñëàãàåìûå
âòîðîé ñóììû èç (23) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè
L0(x) := xL−1(

√
x), ãäå x = n/s, êîòîðàÿ áóäåò ïðàâèëüíî ìåíÿþùåéñÿ

íà áåñêîíå÷íîñòè ñ ïîêàçàòåëåì β0 := 1 − 0.5(3 − β) = 0.5(β − 1). Ïðè
çàìåíå ïåðåìåííûõ y = x−1 ôóíêöèÿ L0(y−1) áóäåò ïðàâèëüíî ìåíÿþ-
ùåéñÿ â íóëå ñ ïîêàçàòåëåì −1 < −β0 < 0. Ïî ôóíêöèè L0(y−1) îïðåäå-

ëÿåì ýêâèâàëåíòíóþ ïðàâèëüíî ìåíÿþùóþñÿ â íóëå ôóíêöèþ L̃0(y−1) ñî
çíà÷åíèÿìè L0(s/n) íà ìíîæåñòâå y−1 ∈ [s/n, (s+1)/n). Ñóììà ïðàâèëü-
íî ìåíÿþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L0(s/n) ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì îò

L̃0(y−1), êîòîðàÿ ïîñòîÿííà íà ïîëóèíòåðâàëàõ äëèíû n−1 è áóäåò ïðà-
âèëüíî ìåíÿþùåéñÿ â íóëå ñ ïîêàçàòåëåì −1 < −β0 < 0. Ïîñëå çàìåíû
ïåðåìåííûõ u = yn−1 ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðåâðàùàåòñÿ â

n

∫ ϵ

u−2
n

L̃0(u)du ≤ n
∫ ϵ

0
L̃0(u)du,
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ â íóëå ïðè −1 < −β0 < 0 ïî ëåììå èç [24, ãë. VIII,
�9]. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü âòîðîé ñóììû äîêàçàíà, ÷òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (24).
Åñëè ψ(n) ïðàâèëüíî ìåíÿåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, òî ïåð-

âîå ñëàãàåìîå èç (24) áóäåò èìåòü ïîðÿäîê o(n), à èíòåãðàë áóäåò ñõî-
äèòüñÿ. Â èòîãå, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé A∞

2 äëÿ ôóíêöèé ψ(n), íå
ÿâëÿþùèõñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ, èìååì

nϵ∑
s=1

Eℓn(s) ≤ C∗n. (25)

Äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùèõ ôóíêöèé un ïî
ñâîéñòâó 2◦ èç [23, ãë. 1, ðàçä. 1.5] âåðíî ñîîòíîøåíèå lnun = o(lnn), ÷òî
ñîâìåñòíî ñ îöåíêàìè (11) è (24) äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (16). □

Îöåíêà (16) äëÿ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â x∗ ïðè
ïåðåõîäå ê ïðîèçâîëüíûì ïðàâèëüíî ìåíÿþùèìñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì un è L(n) = n1−βℓ(n) êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïî-
ëó÷åííîé â òåîðåìå 5 èç [2], ãäå îòñóòñòâóåò âòîðîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå
èñ÷åçàåò ïðè ψ−1(n) lnn = L−1(un) lnn = O(1). Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé (14) ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðåâðàùàåòñÿ â uβ−3
n lnn = O(1), ÷òî

âëå÷åò îñíîâíîå óñëîâèå òåîðåìû 5 èç [2], à èìåííî, un ≥ ln1/(3−β) n.

4 Âåðõíèå îöåíêè äëÿ âðåìåíè îïòèìèçàöèè è

òðóäîåìêîñòè

Ïóñòü T op � êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé äî ïåðâîãî ïîïàäà-
íèÿ â x∗ â ìîäåëè âû÷èñëåíèé RAM ñ ïðîèçâîëüíûì äîñòóïîì ê ïàìÿ-
òè [1], ãäå ñòàíäàðòíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè èìåþò êîíñòàíòíóþ
äëèòåëüíîñòü. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí T è T op çàâèñÿò îò
ðàçìåðíîñòè áèòîâûõ ñòðîê èíäèâèäóóìîâ n. Ïîýòîìó äëÿ íèõ äàëåå èñ-
ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ T (n) è T op(n), ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ts(n) è T op

s (n) êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè è
âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â x∗, ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ èç èíäèâèäóóìà x(0) ∈ Zs.
Îáîçíà÷èì ÷èñëî âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè è êîëè÷å-

ñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé â îäíîé èòåðàöèè, ñòàðòóþùåé ñ èíäè-
âèäóóìà x ∈ Zs, çàêàí÷èâàþùåéñÿ ñîõðàíåíèåì, âîçìîæíî äðóãîãî, èí-
äèâèäóóìà x èç Zs äëÿ ñëåäóþùåé îïåðàöèè ïðè ôèêñèðîâàííîì λi,s(n)
÷åðåç µλ(n)(i, s) è νλ(n)(i, s, n). Çäåñü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû λi,s(n) íåçà-
âèñèìû ïî i è s è èìåþò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è λ(n), à èí-
äåêñ i îçíà÷àåò ïîðÿäêîâûé íîìåð ñòàðòà èç èíäèâèäóóìà x (âîçìîæíî
îòëè÷íîãî îò èñõîäíîãî, íî ñ òàêèì æå çíà÷åíèåì ôóíêöèè ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè) ñ íåóäà÷íûì èñõîäîì � áåç ïåðåõîäà íà áîëåå âûñîêèé óðî-
âåíü. Óñðåäíåíèÿ ïî λi,s(n) äëÿ µλ(n)(i, s) è νλ(n)(i, s, n) îáîçíà÷èì ÷åðåç
µn(i, s) = Eλ(n)µλ(n)(i, s) è νn(i, s) = Eλ(n)νλ(n)(i, s, n), ñîîòâåòñòâåííî.
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Â ñèëó îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ÑÂ λi,s(n) ïî i ïîñëåäíèå ñðåäíèå
ñîâïàäàþò ïðè ðàçëè÷íûõ i ñ ôèêñèðîâàííûìè s è n.
Äëÿ µλ(n)(i, s) íà ïåðâîì øàãå öèêëà (ìóòàöèè èíäèâèäóóìà x) ïðîèç-

âîäèòñÿ λ(n) âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè Eλ(n) ≤
µn(i, s) è íà âòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùåì êðîññèíãîâåðó, ýòèõ âû÷èñëåíèé
íå áîëåå, ÷åì λ(n). Ïîýòîìó âåðíû îãðàíè÷åíèÿ

µn(i, s) ≤ 2Eλ(n). (26)

Ñ îöåíêàìè äëÿ νλ(n)(i, s) ñëîæíåå. Ýòî çíà÷åíèå çàâèñèò îò ðåàëèçà-
öèè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ
ϕ(λ(n), n) òàêàÿ, ÷òî

νλ(n)(i, s, n) ≤ ϕ(λi,s(n), n).

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ϕn = Eλ(n)ϕ(λi,s(n), n), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

νn(i, s) ≤ ϕn. (27)

×åðåç µλ(n)(s) è νλ(n)(s, n) îáîçíà÷èì ñëó÷àéíûå êîëè÷åñòâà âû÷èñ-
ëåíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè è âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé â îä-
íîé èòåðàöèè ñòàðòóþùåé ñ ëþáîãî èíäèâèäóóìà x èç Zs, çàêàí÷èâàþ-
ùåéñÿ ïåðåõîäîì ê äðóãîìó èíäèâèäóóìó ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíê-
öèè ïðèñïîñîáëåííîñòè. Èõ ñðåäíèå ïî λ(n) îáîçíà÷èì ÷åðåç µn(s) =
Eλ(n)µλ(n)(s) è νn(s) = Eλ(n)νλ(n)(s, n), ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýòèõ ñðåä-
íèõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà àíàëîãè÷íûå (26) è (27)

µn(s) ≤ 2Eλ(n), νn(s) ≤ ϕn. (28)

Ïóñòü ζn(s) è ηn(s) � ÷èñëî âû÷èñëåíèé öåëåâîé ôóíêöèè è êîëè÷åñòâî
âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé çà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ î÷åðåäíûõ èíäèâèäóó-
ìîâ x â As, çàêàí÷èâàþùåéñÿ ïåðåõîäîì ê èíäèâèäóóìó ñ áîëüøèì çíà-
÷åíèåì ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè. Êîíêðåòíåå, âåðíû ïðåäñòàâëåíèÿ

ζn(s) =

ℓn(s)−1∑
i=1

µn(i, s) + µn(s), ηn(s) =

ℓn(s)−1∑
i=1

νn(i, s) + νn(s), (29)

ãäå ñóììà ðàâíà íóëþ, åñëè âåðõíèé èíäåêñ ìåíüøå íèæíåãî.
Ïðèâåäåì ÷àñòíûé ñëó÷àé óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 Êîëìîãîðîâà �

Ïðîõîðîâà [25, ãë. 4, �4] äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi, i ∈ N, ñ ïðîèçâîëüíûìè ñðåäíèìè Eξi ≤ ∞ è íå
çàâèñÿùåé îò áóäóùåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ν ∈ N (ñîáûòèå {ν = k}
íå çàâèñèò îò ξi, i ∈ N ∖ Nk) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Eν =∑∞

i=1P(ν ≥ i) ≤ ∞ âåðíî òîæäåñòâî

E

ν∑
i=1

ξi =

∞∑
i=1

P(ν ≥ i)Eξi. (30)
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Åñëè â òåîðåìå 2 âñå ñðåäíèå Eξi ðàâíû, òî ñîîòíîøåíèå (30) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â òîæäåñòâî Âàëüäà

E
ν∑

i=1

ξi = EνEξ1,

ãäå ñðåäíèå ìîãóò áûòü è áåñêîíå÷íûìè.
Ñîîòíîøåíèÿ (26), (27), (28) è (29) è òåîðåìà 2 ïîçâîëÿþò çàïèñàòü

íåðàâåíñòâà

Eℓn(s)Eλ(n) ≤ 2Eℓn(s)Eλ(n), Eηn(s) ≤ Eℓn(s)ϕn. (31)

Ïðèâåäåì îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6 èç [2].

Òåîðåìà 3. Ñðåäíåå ÷èñëî âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè
T (n) è ÷èñëà îïåðàöèé T op(n) â àëãîðèòìå A ñ ôóíêöèåé ïðèñïîñîá-
ëåííîñòè OneMax îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíàìè

ET (n) = O(n lnn),ïðè óñëîâèè Ac
2;

ET (n) = O

(
n+

n lnn

ψ(n)

)
Eλ(n),ïðè óñëîâèÿõ A∞

2 ; (32)

ET op(n) = O(n lnn)ϕ2,n,ïðè óñëîâèè Ac
2;

ET op(n) = O

(
n+

n lnn

ψ(n)

)
ϕ2,n, ïðè óñëîâèÿõ A∞

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïî àíàëîãèè
ñ (11) è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâ (31) èìååì

ET (n) = 2−n
n−1∑
s=0

Cs
nETs(n) ≤ C∗Eτ(n)Eλ(n), (33)

ET op(n) = 2−n
n−1∑
s=0

Cs
nET

op
s (n) ≤ C∗Eτ(n)ϕn. (34)

Òåîðåìà 1 è îöåíêè (33) è (34) âëåêóò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3. □

Íàì íå âàæåí ÿâíûé âèä ñðåäíåãî Eλ(n). Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6 [2]
ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ (32) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

Eλ(n) ≤ C <∞, ∀n ∈ N,

(èëè β > 2), ψ(n) = u3−β
n è un ≥ ln1/(3−β) n, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì óñëîâèÿ uβ−3
n lnn = O(1).

Èç òåîðåìû 3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â àëãîðèòìå A â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ.â. λ(n) âûáðàòü ìíîæåñòâî N(2) = {2ℓ, ℓ = 0, 1, 2, · · · } è ïîëî-

æèòü pn,k := C(∗)(β, un)k
1−β ïðè k ∈ N(2)

un è un ∈ N(2), òî â ñëó÷àå
ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè OneMax âðåìÿ îïòèìèçàöèè èìååò îöåí-
êó ET (n) = O(n).
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Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå çà-
òðàò âðåìåíè ÖÏÓ äî ïåðâîãî ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà ôóíêöèè OneMax

ïðè ãåíåðàöèè ñ.â. λ(n) êàê óêàçàíî â ñëåäñòâèè 1 èëè ñîãëàñíî ñòåïåí-
íîìó çàêîíó ñ íîñèòåëåì {0, 1, 2, . . . , n} èç [2].

5 Âû÷èñëèòåëüííûé ýêñïåðèìåíò

Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ðàññìàòðèâàëñÿ àëãîðèòì A,
ãäå ñ.â. λ(n) ãåíåðèðîâàëàñü êàê óêàçàíî â ñëåäñòâèè 1 (äàëåå - àëãð-
òèì A) è àëãîðèòì (1 + (λ, λ)) GA, ãäå λ(n) âûáèðàåòñÿ ñîãëàñíî ñòå-
ïåííîìó çàêîíó ñ íîñèòåëåì {0, 1, 2, . . . , n} èç [2] (äàëåå � àëãîðèòì B).
Êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ÿâëÿëàñü ôóíêöèÿ OneMax, à àëãîðèòì èìåë
íàñòðàèâàåìûé ïàðàìåòð β = 2.75 è âåðõíþþ ãðàíèöó íà ÷èñëî ïîòîì-
êîâ un = n.
Çà îñíîâó áûë âçÿò ïðîãðàììíûé êîä íà ÿçûêå Scala, ïðåäëî-

æåííûé àâòîðàìè [2]. Èçìåíåíèÿ êàñàëèñü òîëüêî ïðîöåäóðû ãåíåðà-
öèè λ(n): â ñëó÷àå àëãîðèòìà A åå óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ñ òðóäîåìêî-
ñòüþ O(log log(un)), òîãäà êàê â èñõîäíîé ðåàëèçàöèè èç [2] äëÿ âûáîðà
λ òðåáóåòñÿ O(log(un)) îïåðàöèé. Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
çàòðàò ïî âðåìåíè ÖÏÓ äî ïåðâîãî ïîëó÷åíèÿ îïòèìóìà áûëè ïðîâå-
äåíû ýêñïåðèìåíòû ïðè n = 215, 216, 217, 218 è 219. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-
äèëèñü íà ñåðâåðå ñ ïðîöåññîðîì AMD EPYC 7502 ñ èñïîëüçîâàíèåì
5 íåçàâèñèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ. Äëÿ êàæäîãî ïðèìåðà îáà àëãî-
ðèòìà âûïîëíÿëèñü 105 ðàç. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå T̂A, T̂B è îöåíêà
ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σ̂A, σ̂B äëÿ èçìåðåííîãî âðåìåíè ñ÷åòà (â ìèë-
ëèñåêóíäàõ) ïðèâîäÿòñÿ â òàáë. 1. Äèàãðàììû ðàçìàõà, ïîñòðîåííûå ïî
òåì æå èçìåðåíèÿì, ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 1. Ïðÿìîóãîëüíèêè çäåñü ïî-
êðûâàþò çíà÷åíèÿ îò 25 äî 75 ïðîöåíòèëÿ, à âåðòèêàëüíûå èíòåðâàëû
âìåñòå ñ ïðÿìîóãîëüíèêàìè ïîêðûâàþò 99.3 % íàáëþäåíèé. Êàê âèäíî
èç òàáëèöû è ðèñóíêà, àëãîðèòì A èìååò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðåäíåìó âðå-
ìåíè âû÷èñëåíèé è áîëåå ñòàáèëüíûå ðåçóëüòàòû (ìåíüøåå ñòàíäàòíîå
îòêëîíåíèå â òàáë. 1 è ìåíüøèé ðàçáðîñ íà ðèñ. 1).

n 215 216 217 218 219

T̂A 93,91 201,65 476,82 1141,03 2790,51
σ̂A 225,58 593,88 2005,57 6629,19 22902,68

T̂B 117,11 266,83 608,05 1492,12 3783,67
σ̂B 420,09 1495,47 5007,79 18652,82 64356,55

Òàáëèöà 1. Ñðåäíåå âðåìÿ ÖÏÓ (ìñ) äî ïåðâîãî ïîëó÷å-
íèÿ îïòèìóìà è îöåíêà åãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ
àëãîðèòìîâ A è B â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ çàäà÷è.
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Ðèñ. 1. Äèàãðàììû ðàçìàõà äëÿ âðåìåíè ïåðâîãî ïîëó-
÷åíèÿ îïòèìóìà àëãîðèòìîâ A è B (â ìèëëèñåêóíäàõ) ïðè
ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ çàäà÷è OneMax.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èññëåäîâàí âîïðîñ î ñðåäíåì âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ ïðîñòîé ìîäåëüíîé çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè OneMax ñ ïî-
ìîùüþ èçâåñòíîãî âàðèàíòà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (1 + (λ, λ)) GA.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ñòàòüå Àíòèïîâà, Áóçäàëîâà è Äîåððà [2] äëÿ
(1 + (λ, λ)) GA ñ îïåðàòîðîì áûñòðîé ìóòàöèè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è
â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîñòè ïðîìåæó-
òî÷íîé ïîïóëÿöèè λ è ïàðàìåòðà ìóòàöèè p âûáèðàþòñÿ èç áîëåå øèðî-
êîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé. Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
ïîêàçàë îáíàäåæèâàþùèå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå ïðåäïîëîæèòü ÷òî
ïðåäëîæåííûé ìåòîä ñëó÷àéíîãî âûáîðà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè λ(n)
îêàæåòñÿ ïîëåçåí íà ïðàêòèêå.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü ôóíêöèÿ OneMax èìååò òîëüêî îäèí ëîêàëü-

íûé îïòèìóì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì. Êàê ñëåäóåò èç òåîðå-
òè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [18] äëÿ (1 + (λ, λ)) GA íà ìîäåëü-
íîé ôóíêöèè Jump ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè, èñ-
ïîëüçîâàíèå áûñòðîé ìóòàöèè íà ýòîé ôóíêöèè ñíèìàåò ïðîáëåìó òî÷-
íîãî ïîäáîðà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè è ïàðàìåòðà ìóòàöèè. Â ñâÿçè ñ
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ýòèì, â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü âîçìîæíî-
ñòè îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèé ê ðàñïðåäåëåíèþ ýòèõ ïàðàìåòðîâ â îïåðà-
òîðå áûñòðîé ìóòàöèè ïðè îïòèìèçàöèè ôóíêöèè Jump è äðóãèõ ìîãî-
ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè NP-òðóäíûõ çàäà÷
ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè.
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