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Ïðåäñòàâëåíî Å.Ì. Ðóäûì

Abstract: The static problem of anti-plane shear of a thermoelast-
ic composite, stitched with reinforcing threads, is considered. The
original formulation contains a small positive parameter ε, which
characterizes the distance between neighboring threads. It is also
assumed that the thermomechanical characteristics of the compos-
ite body depend on ε. The asymptotic behavior of solutions as the
parameter ε tends to zero is investigated. The limiting transition
as ε → 0+ is mathematically rigorously justi�ed and represents
a homogenization procedure. This transition is based on the ap-
plication of the standard Allaire�Nguetseng two-scale convergence
method and its version by G. Allaire, A. Damlamian, U. Hornung
for homogenization on thin inclusions. The result consists of the
construction of a limit averaged model of anti-plane shear of the
composite material. Using the newly obtained model, numerical

Leonova, E.I., Homogenization of the static anti-plane shear model for

the reinforced composite.
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experiments are performed, which show consistency of the theoreti-
cal conclusions.

Keywords: composite material, thin inclusion, anti-plane shear,
homogenization, numerical experiment.

1 Ââåäåíèå

Êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû ïðèìåíÿþòñÿ â ñòðîèòåëüñòâå, ìåäèöèíå, àâ-
òîìîáèëüíîé è àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè. Ýòè ìàòåðèàëû ñîñòîÿò
èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñîçäàâàòü ìàòåðèàëû ñ íîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïðîñòûå ïðèìåðû
êîìïîçèòîâ � ýòî æåëåçîáåòîí, óãëåïëàñòèê, ñòåêëîïëàñòèê. Âàæíî ïðà-
âèëüíî óìåòü ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ,
ïîñêîëüêó îíè îáëàäàþò ñèëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ, ÷òî óñëîæíÿåò çà-
äà÷ó.
Âîïðîñàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ

ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Ñðàâíèòåëüíî ïîäðîáíûé îáçîð ìîæíî íàé-
òè, íàïðèìåð, â [1, Ââåäåíèå]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âîëîêíè-
ñòûé êîìïîçèò, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåðìîóïðóãóþ ñâÿçóþùóþ
ìàòðèöó, ïðîøèòóþ ïðÿìîëèíåéíûìè òåðìîóïðóãèìè ïàðàëëåëüíûìè
äðóã äðóãó íèòÿìè íóëåâîé òîëùèíû. Ðå÷ü èä¼ò î áåñêîíå÷íî òîíêèõ
âêëþ÷åíèÿõ, ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå âêëþ÷åíèÿ � ýòî îòðåçêè ïðÿ-
ìûõ íà ïëîñêîñòè (ò. å. ñèíãóëÿðíûå îáúåêòû ñ òî÷êè çðåíèÿ äâóìåð-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè [2]). Äëÿ êîìïîçèòà ñòàâèòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ çàäà-
÷à àíòèïëîñêîãî ñäâèãà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ýëëèïòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áàëàíñà òåïëà, ñíàáæåííîé îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè
Äèðèõëå äëÿ ñìåùåíèÿ è òåìïåðàòóðû íà âíåøíåé ãðàíèöå êîìïîçèòíî-
ãî òåëà è óñëîâèÿìè íà òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ (ñì. äàëåå çàäà÷ó Bε-di� â
ãëàâå 2). Óñëîâèÿ íà òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì àïñêåé-
ëèíãà ìîäåëè-ïðîòîòèïà: â ìîäåëè ïðîòîòèïå àðìèðóþùèå íèòè èìåëè
êîíå÷íóþ íåíóëåâóþ òîëùèíó δ, à àïñêåéëèíã ñîñòîÿë â ïðåäåëüíîì ïå-
ðåõîäå ïðè δ → 0+. Ñòðîãèå îáîñíîâàíèÿ ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïðè
δ → 0+, êàñàþùèõñÿ èçó÷àåìîãî è ñõîæèõ ñëó÷àåâ, èçëîæåíû â [1, 3�5].
Èìåþòñÿ ðàáîòû, â êîòîðûõ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî òîëùèíå âêëþ÷å-
íèÿ ïðîâåäåí ôîðìàëüíûìè ìåòîäàìè (ñì., íàïðèìåð, [6�8]). Â íàñòî-
ÿùåé ñòàòüå èñõîäíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé êîìïîçèò ñîäåðæèò íåñêîëüêî
òîíêèõ âêëþ÷åíèé, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Bε. Ýòà çàäà÷à ñîäåðæèò ìàëûé
ïàðàìåòð ε > 0, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåä-
íèìè âêëþ÷åíèÿìè è îò êîòîðîãî òàêæå îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàâèñÿò
òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçóþùåé ìàòðèöû è àðìèðóþùèõ
íèòåé.
Äàííàÿ ñòàòüÿ îáîáùàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû [1], â êîòîðîé áûëà èçó÷å-

íà ïîñòàíîâêà ñ ïîñòîÿííûìè òåðìîìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè
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ìàòðèöû è íèòåé, ÷òî ìåõàíè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà îòäåëü-
íûå êîìïîíåíòû êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, òî åñòü ñâÿçóþùàÿ ìàòðè-
öà è ìíîæåñòâî íèòåé, ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè. Îòëè÷èå äàííîé ðàáîòû
îò [1] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òåïåðü ó÷òåí ýôôåêò íåîäíîðîäíîñòè, ò.
å. êîýôôèöèåíòû çàäà÷è â êàæäîé èç êîìïîíåíò ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííû-
ìè âåëè÷èíàìè, à òàê æå â òîì, ÷òî ó÷òåíû ðàñïðåäåëåííûå ñèëû è
èñòî÷íèêè òåïëà íà íèòÿõ. Ñòàòüÿ ñëóæèò äîïîëíåíèåì îáøèðíîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ [1, 9, 10], ïîñâÿùåííîãî âîïðîñó ãîìîãåíèçàöèè êðàåâûõ çà-
äà÷ äèíàìèêè è ñòàòèêè äëÿ àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ.
Â çàäà÷å ñîâåðøàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ïàðàìåòðó ε, êîòîðûé ìà-
òåìàòè÷åñêè ñòðîãî îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè. Êðîìå òîãî, ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âîïðîñà î
ñõîäèìîñòè ðåøåíèé èñõîäíîé ìîäåëè ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé ìîäåëè.
Çàâåðøèì íàñòîÿùåå ââåäåíèå èçëîæåíèåì äàëüíåéøåãî ñîäåðæàíèÿ

ðàáîòû. Â ãëàâå 2 ïîñòàâëåíà çàäà÷à, â êîòîðîé êîìïîçèòíûé ìàòåðèàë
ñîñòîèò èç ñâÿçóþùåé ìàòðèöû, ïðîøèòîé íåñêîëüêèìè òåðìîóïðóãè-
ìè íèòÿìè (çàäà÷à Bε-di� è åå âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà � çàäà÷à Bε).
Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ äàííàÿ çàäà÷à óñðåäíÿåòñÿ ìåòîäîì äâóõìàñ-
øòàáíîé ñõîäèìîñòè, èíñòðóìåíòàðèé êîòîðîãî èçëîæåí â ãëàâå 3. Â ðå-
çóëüòàòå ïðîöåäóðû ãîìîãåíèçàöèè âûâîäèòñÿ êîððåêòíàÿ óñðåäíåííàÿ
ìîäåëü â èíòåãðàëüíîé è äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, êîòîðàÿ íàçûâàåò-
ñÿ çàäà÷åé H è H-di�, ñîîòâåòñòâåííî (ãëàâà 4). Â ïîñëåäíåé ãëàâå �
ãëàâå 5 � ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå äà-
þò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåøåíèé èñõîäíîé
çàäà÷è ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è, ñì. òàáëèöó 1.

2 Ìîäåëü ïëîñêîãî êîìïîçèòà, ïðîøèòîãî êîíå÷íûì
÷èñëîì íèòåé

Ñîïîñòàâèì êîìïîçèòíîìó òåëó ìíîæåñòâî Ω ⊂ R2
x � îãðàíè÷åííóþ

îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω. Çàäàäèì òîíêèå âêëþ÷åíèÿ â êîì-
ïîçèòíîì ìàòåðèàëå ôîðìóëîé

γε = Ω ∩ {x2 = (ξ∗2 + j)ε, j ∈ Z}, ε > 0,

ãäå çíà÷åíèå ξ∗2 ∈ (0, 1) çàäàíî. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çíà÷åíèå ε äîñòàòî÷íî
ìàëî (0 ≤ ε ≤ ε0, ãäå ε0 ∈ (0, 1] ôèêñèðîâàíî), òàê ÷òî γε íåïóñòî.
×åðåç L2(γε) îïðåäåëèì ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ôóíêöèé

w: γε 7→ R. ×åðåç dν ε îáîçíà÷èì îäíîìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà íà γε, ò. å.
dνε(x) = dx1 íà êàæäîì îòðåçêå {x∗ < x1 < x∗∗, x2 = (ζ∗2 + j)ε, j ∈
Z} ⊂ γε. Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ w: γε 7→ R ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
H1

0 (γ
ε), åñëè w, ∂x1w ∈ L2(γε) è w îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ∂γε = γε ∩ ∂Ω â

ñìûñëå ñëåäà.
Íàèáîëåå äåòàëèçèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ L2(γε) è H1

0 (γ
ε)

ìîæíî íàéòè â [1, ñòð. 296].
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

V ε =
{
(u, θ) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω): u

∣∣
γε ∈ H1

0 (γ
ε), θ

∣∣
γε ∈ H1

0 (γ
ε)
}
,

ñíàáæåííîå íîðìîé

∥(u, θ)∥V ε =
(
∥u∥2H1

0 (Ω) + ∥u∥2H1
0 (γ

ε) + ∥θ∥2H1
0 (Ω) + ∥θ∥2H1

0 (γ
ε)

)1/2
.

Ñâÿçóþùàÿ ìàòðèöà Ω \ γε è ìíîæåñòâî âêëþ÷åíèé γε ïîä÷èíÿþò-
ñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíàì ëèíåéíîé òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè [11]. Â
îïèñàíèè ñâÿçóþùåé ìàòðèöû Ω \ γε èìååì: a � ýòî ïîëîæèòåëüíûé
êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè, β � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåïëîâîãî ðàñøè-
ðåíèÿ, λ � ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, f � îáúåì-
íàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê Ω \ γε, è g � ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê òåïëà
â Ω\γε. Â îïèñàíèè ìíîæåñòâà âêëþ÷åíèé γε èìååì: ain � ïîëîæèòåëü-
íûé êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè, βin � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òåïëîâîãî
ðàñøèðåíèÿ, λin � ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, hε

� îáúåìíàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê γε, è wε � ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê
òåïëà íà γε.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû a, β, λ, îáúåìíàÿ ñèëà f è ðàñ-

ïðåäåëåííûé èñòî÷íèê òåïëà g â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ε è èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

aε := a
(
x,

x2
ε

)
, βε := β

(
x,

x2
ε

)
, λε := λ

(
x,

x2
ε

)
,

f ε := f
(
x,

x2
ε

)
, gε := g

(
x,

x2
ε

)
â Ω,

(1a)

ãäå ôóíêöèè a = a(x, ξ2), β = β(x, ξ2), λ = λ(x, ξ2), f = f(x, ξ2) è
g = g(x, ξ2) � ýòî çàäàííûå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ïî ξ2 ôóíêöèè è ïàðàìåòð
p ∈ Z òàêæå çàäàí.
Îòíîñèòåëüíî òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âêëþ÷åíèé ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî

aεin := εpain(x1), βin := βin(x1), λε
in := εpλin(x1),

hε := εph(x1), wε := εpw(x1) íà γε,
(1b)

ãäå ain = ain(x1), βin = βin(x1), λin = λin(x1), h = h(x1) è w = w(x1) �
çàäàííûå ôóíêöèè.
×åðåç uε = uε(x) è θε = θε(x) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñìåùåíèé è òåìïåðàòóðû â Ω. Ôóíêöèè uε è θε ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.
Òåïåðü ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé è ïðåäïîëîæåíèé ôîðìóëè-

ðóåì ñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è àíòèï-
ëîñêîãî ñäâèãà äëÿ òåðìîóïðóãîãî êîìïîçèòà, ïðîøèòîãî êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì òîíêèõ íèòåé.
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Çàäà÷à Bε. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ε ∈ (0, ε0] ïðè ôèêñèðî-
âàííîì p ∈ Z òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíêöèé (uε, θε) ∈ V ε, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ èíòåãðàëüíûì ðàâåíñòâàì∫

Ω

{
a
(
x,

x2
ε

)
∇xu

ε · ∇xv − a
(
x,

x2
ε

)
β
(
x,

x2
ε

)
θεI · ∇xv

}
dx+

+ εp
∫
γε

ain(x1)(∂x1u
ε − βin(x1)θ

ε)∂x1v dσε(x) =

=

∫
Ω

f
(
x,

x2
ε

)
v(x)dx+ εp

∫
γε

h(x1)v(x)dσ
ε(x),

(2a)

∫
Ω

λ
(
x,

x2
ε

)
∇xθ

ε · ∇xϑ dx+ εp
∫
γε

λin(x1)∂x1θ
ε · ∂x1ϑ dσε(x) =

=

∫
Ω

g
(
x,

x2
ε

)
ϑ(x) dx+ εp

∫
γε

w(x1)ϑ(x)dσ
ε(x),

(2b)

äëÿ ëþáûõ ïàð ïðîáíûõ ôóíêöèé (v, ϑ) ∈ V .

Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è Bε è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå I = (1, 1)T

äëÿ âåêòîðà â R2
x ñ îáåèìè êîìïîíåíòàìè, ðàâíûìè åäèíèöå.

Çàìåòèì, ÷òî â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé çàäà÷à Bε ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Èíûìè ñëîâàìè, ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå íèæåñëåäóþùåé çàäà÷è ïî-
íèìàåòñÿ â ñìûñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Bε.

Çàäà÷à Bε-di�. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ε ∈ (0, ε0] ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ p ∈ Z òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó ôóíêöèé (uε, θε) ∈ V ε, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

−divx

{
a
(
x,

x2
ε

)(
∇xu

ε − β
(
x,

x2
ε

)
θε I

)}
= f

(
x,

x2
ε

)
â Ω\γε, (3a)

− divx

{
λ
(
x,

x2
ε

)
∇xθ

ε
}
= g

(
x,

x2
ε

)
â Ω \ γε, (3b)

u = 0, θ = 0 íà Γ = ∂Ω, (3c)

εph+
[
a(∇xu

ε − βθε I) · ν
]
= −εp∂x1(ain(∂x1u

ε − βinθ
ε)) íà γε, (3d)

εpw + [λ∇xθ
ε · ν] = −εp∂x1(λin∂x1θ

ε) íà γε, (3e)

ãäå ν = (0, 1) � åäèíè÷íûé âåêòîð â R2 è ÷åðåç [ϕ] îáîçíà÷åíû ñêà÷êè
âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèé ϕ íà γε.

Â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è Bε-di�, (3a) � ýòî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ òåð-
ìîóïðóãîãî òåëà, (3b) � óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà (ñòàöèîíàðíîå óðàâíå-
íèå òåïëîïðîâîäíîñòè), (3c) � óñëîâèÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ è ðàâåí-
ñòâà íóëþ òåìïåðàòóðû íà âíåøíåé ãðàíèöå òåëà, óñëîâèÿ (3d) è (3e)
� ýòî ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è áàëàíñà òåïëà àðìèðóþ-
ùèõ íèòåé, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ðåàêöèé ñî
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ñòîðîíû ñâÿçóþùåé ìàòðèöû Ω \ γε è ïîäâåðæåííûõ ðàñïðåäåëåííîìó
ìåõàíè÷åñêîìó è òåïëîâîìó âîçäåéñòâèþ èçâíå çà ñ÷åò ñèë hε = εph è
èñòî÷íèêîâ wε = εpw.
Êàê î÷åâèäíî èç ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è Bε-di� (è Bε), ïàðàìåòð p îò-

ðàæàåò êîíòðàñòíîñòü òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñâÿçóþùåé ìàòðèöû
è òîíêèõ âêëþ÷åíèé [9]. Èñõîäÿ èç îáøèðíîãî îáúåìà ðåçóëüòàòîâ â òåî-
ðèè óñðåäíåíèÿ, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p
ïðèâåäóò ê ðàçëè÷íûì (âîçìîæíî, ê ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì) óñðåäíåí-
íûì ìîäåëÿì. Â ñòàòüå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé p = 1.
Ïðè òàêîì âûáîðå ïàðàìåòðà p âêëàä òåðìîóïðóãèõ ñâîéñòâ íèòåé è ñâÿ-
çóþùåé ìàòðèöû îêàçûâàåòñÿ ðàâíîïðàâíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó
ñëó÷àþ, êîãäà íèòè îêàçûâàþò ðåàëüíûé àðìèðóþùèé ýôôåêò â êîì-
ïîçèòíîì ìàòåðèàëå. Â ñâîþ î÷åðåäü, èç äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé â
ñòàòüå ñòàíåò î÷åâèäíî, ÷òî åñëè p > 1, òî â ïðåäåëå ïðè ε → 0+ âêëàä
êîýôôèöèåíòîâ ain, βin, λin è ïðàâûõ ÷àñòåé h è w îêàæåòñÿ íóëåâûì.
Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèòè ñëèøêîì ìÿãêèå, èìåþò î÷åíü íèç-
êóþ òåïëîïðîâîäíîñòü è òåïëîåìêîñòü, à çíà÷èò èõ àðìèðóþùèé ýô-
ôåêò âåñüìà íåçíà÷èòåëåí. Â ñëó÷àå p < 1 ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñâîé-
ñòâà íèòåé áóäóò äîìèíèðîâàòü íàä ñâîéñòâàìè ñâÿçóþùåé ìàòðèöû, íî
ðàññìîòðåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ ëåæèò çà ïðåäåëàìè íàñòîÿùåé ñòàòüè.
Ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê èçó÷åíèþ çàäà÷è Bε, óòî÷íèì óñëîâèÿ íà

åå äàííûå â ñëåäóþùåì âèäå.

Óñëîâèÿ W. 1. Ôóíêöèè a, β, λ äèôôåðåíöèðóåìû ïî (x, ξ2) è 1-
ïåðèîäè÷åñêèå ïî ξ2. Ôóíêöèè ain, βin, λin äèôôåðåíöèðóåìû ïî x1.
2. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå a∗, a

∗, λ∗ è λ∗ òàêèå, ÷òî

a∗ ≤ a(x, ξ2) ≤ a∗, λ∗ ≤ λ(x, ξ2) ≤ λ∗ ∀(x, ξ2) ∈ Ω̄× R,

a∗ ≤ ain(x1) ≤ a∗, λ∗ ≤ λin(x1) ≤ λ∗ ∀x1 ∈ [−l1, l1],

ãäå

l1 = max
(x

′
1,x

′
2)∈Ω̄

|x′
1|. (4)

3. Ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû ïî ξ2 íà [0, 1] è 1-ïåðèîäè÷íû ïî ξ2 íà
R ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω è âûïîëíÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ

f ∈ C([0, 1];L2(Ω)), g ∈ C([0, 1];L2(Ω)).

Ôóíêöèè h è w îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [−l1, l1].

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ε è p çàäà÷à Bε êîððåêòíà. Áîëåå òî÷-
íî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ W. Òîãäà ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì ε ∈ (0, ε0] è p ∈ Z çàäà÷à Bε èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðè
ýòîì èìåþò ìåñòî ðàâíîìåðíûå ïî ε îöåíêè

∥uε∥H1(Ω) ≤ C1, ∥θε∥H1(Ω) ≤ C1, (5)

εp/2∥uε∥H1(γε) ≤ C1, εp/2∥θε∥H1(γε) ≤ C1, (6)
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â êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò îò ε, à çàâèñèò
òîëüêî îò a∗, λ∗, ∥β∥C(Ω̄×[0,1]), ∥βin∥C[−l1,l1], ∥f∥C([0,1];L2(Ω)),

∥g∥C([0,1];L2(Ω)), ∥h∥C[−l1,l1] è ∥w∥C[−l1,l1].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ëàêñà�
Ìèëüãðàìà è ñòàíäàðòíîé òåõíèêè âûâîäà àïðèîðíûõ îöåíîê â òåîðèè
îáîáùåííûõ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïðèíöèïèàëüíî ïðî-
âîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê îáîñíîâàíèå òåîðåìû 1 â [1].
Äàëüíåéøåé öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåäåíèå è îáîñíîâàíèå ïðå-

äåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ε → 0+ â ñåìåéñòâå ðåøåíèé çàäà÷è Bε.

3 Èíñòðóìåíòàðèé ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè

Ïðîöåäóðà ãîìîãåíèçàöèè çàäà÷è Âε ïðè ε → 0+, ò. å. ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä â èíòåãðàëüíûõ ðàâåíñòâàõ (2a) è (2b), îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè
ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè Àëëåðà�Íãóåòñåíãà è
åãî ìîäèôèêàöèè äëÿ óñðåäíåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè,
ïðåäëîæåííîé Ã. Àëëåðîì, À. Äàìëàìÿíîì è Ó. Õîðíóíãîì [12]. ×òîáû
ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïîëîæåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà, ââåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Îáîçíà÷åíèå 1. Â ïðîñòðàíñòâå R2
ξ ïåðåìåííûõ ξ = (ξ1, ξ2), ÷åðåç

Ξ îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé êâàäðàò [0, 1)2. Ñëåäóÿ îáùåïðèíÿòîé â òåî-
ðèè ãîìîãåíèçàöèè òåðìèíîëîãèè, íàçûâàåì Ξ ÿ÷åéêîé ïåðèîäè÷íîñòè
è ãîâîðèì, ÷òî ïåðåìåííûå ξ = (ξ1, ξ2) ÿâëÿþòñÿ áûñòðûìè (èëè ìèê-
ðîñêîïè÷åñêèìè) ïåðåìåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f = f(ξ), îïðåäåëåííàÿ íà R2
ξ è óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ðàâåíñòâàì

f(ξ + e1) = f(ξ), f(ξ + e2) = f(ξ), ∀ ξ ∈ R2
ξ ,

íàçûâàåòñÿ Ξ-ïåðèîäè÷åñêîé èëè 1-ïåðèîäè÷åñêîé ïî ξ.

Çäåñü è äàëåå, e1 = (1, 0) è e2 = (0, 1) � âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî äåêàð-
òîâà áàçèñà â R2. Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ìîæíî ââåñòè ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáùåïðèíÿòûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü C∞
♯ (Ξ) � ïîäìíîæåñòâî C∞(R2

ξ), ñîñòîÿùåå

èç Ξ-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. ×åðåç C♯(Ξ), C
1
♯ (Ξ), è H1

♯ (Ξ) îáîçíà÷èì

çàìûêàíèå C∞
♯ (Ξ) â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ C(Ξ), C1(Ξ), è H1(Ξ), ñîîò-

âåòñòâåííî.

Èçëîæèì ïîíÿòèå äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè è îñíîâíûå ñâîéñòâà
äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñëåäóÿ ðàáîòàì [13,
14].

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü {vε}ε→0+ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â L2(Ω). Ãîâî-
ðèì, ÷òî {vε}ε→0+ äâóõìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè v0 ∈ L2(Ω×Ξ),
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åñëè äëÿ âñåõ ïðîáíûõ ôóíêöèé φ ∈ C(Ω;C♯(Ξ)) âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëü-
íîå ñîîòíîøåíèå∫

Ω

vε(x)φ
(
x,

x

ε

)
dx −→

ε→0+

∫
Ω

∫
Ξ

v0(x, ξ)φ(x, ξ) dξ dx.

Ïðåäëîæåíèå 1. (Ñóùåñòâîâàíèå äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {vε}ε>0 � îãðàíè÷åííîå

ñåìåéñòâî â L2(Ω). Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vε′} è

ôóíêöèÿ v0 ∈ L2(Ω × Ξ), òàêèå, ÷òî {vε′} ñõîäèòñÿ äâóõìàñøòàáíî ê
v0 ïðè ε′ → 0+ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.

Ïðåäëîæåíèå 2. (Äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü ãðàäèåíòîâ.)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vε}ε→0+ ñëàáî ñõîäèòñÿ â
H1(Ω) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè v0 ∈ H1(Ω). Òîãäà

(i) {vε} äâóõìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ ê v0 â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3;

(ii) ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ε′ → 0+} è ôóíêöèÿ v1 =
v1(x, ξ), ïðèíàäëåæàùàÿ L2(Ω;H1

♯ (Ξ)), òàêèå, ÷òî

∇vε
′ −→
ε′→0+

∇xv0 +∇ξv1 äâóõìàñøòàáíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.

Òàêæå äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå è ðÿä ñâîéñòâ äâóõìàñøòàá-
íîé ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé, çàäàííûõ íà òîíêèõ
âêëþ÷åíèÿõ, êîòîðûå â çàäà÷å ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòðåçêè ïðÿìûõ íà
ïëîñêîñòè. Ñíà÷àëà äàäèì îïèñàíèå òîíêèõ âêëþ÷åíèé â ôîðìå, óäîá-
íîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ èíñòðóìåíòàðèÿ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, à
çàòåì èçëîæèì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ïî äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè íà òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ.
Çàäàäèì ñòðóêòóðó øàáëîííîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè Ξ, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 1(b). Îïèñàíèå ýòîé ñòðóêòóðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âíóòðè Ξ
òîíêèì âêëþ÷åíèåì γ∗ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé îñè àáñöèññ Oξ1
è îòñòîÿùèé îò ýòîé îñè íà ðàññòîÿíèå ξ∗2 = const ∈ (0, 1), ò. å.

γ∗ =
{
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ Ξ: ξ2 = ξ∗2

}
.

Ïîñòðîèì ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå Ξ íà âñå R2
ξ è ïîëîæèì γk∗ := γ∗+k,

k ∈ Z2
ξ . Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåäèíåíèå âêëþ÷åíèé γutd =

⋃
k∈Z2

γk∗ ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ â R2
ξ , ïàðàëëåëüíûõ îñè Oξ1 è

íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, ðàâíîì åäèíèöå:

γutd =
{
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 : −∞ < ξ1 < +∞, ξ2 = ξ∗2 + k2, k2 ∈ Z

}
.

Íà îñíîâå ýòîé êîíñòðóêöèè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðåãóëÿðíóþ ε-
ñåòü, íàêðûâàþùóþ Ω (ñì. ðèñ. 1(a)). Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñåòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàäðàò Ξε

i ñî ñòîðîíîé ε. Êàæäûé êâàäðàò Ξε
i , i = 1, 2, . . . , N
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a) b) 

Ðèñ. 1. (a) Ïîêðûòèå îáëàñòè Ω ðåãóëÿðíîé ε-ñåòüþ.
(b) Øàáëîííàÿ ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè.

(N = N(ε) = O(1/ε2) äëÿ ε ≪ 1), ïîëó÷àåòñÿ èç Ξ ïîñðåäñòâîì ëèíåé-
íîãî ãîìåîìîðôèçìà Πε

i , ñîñòîÿùåãî èç ñæàòèÿ â 1/ε ðàç è ïàðàëëåëü-
íîãî ïåðåíîñà âåêòîðà εk, ãäå k ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ èç Z2 òàêèå,
÷òî Ξε

i ∩ Ω ̸= ∅. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî γutd ñæèìàåòñÿ â 1/ε ðàç, è
ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñæàòèÿ ñ Ω â òî÷íîñòè îáðàçóåò ìíîæåñòâî γε.
Ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû î äâóõìàñøòàáíîé ñõîäè-

ìîñòè íà òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ èçëîæåíû â ðàáîòå [12].

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü {wε}ε→0+ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç L2(γε).
Îíà íàçûâàåòñÿ äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè w0 ∈ L2(Ω×γ∗)
(w0 = w0(x, ξ1, ξ

∗
2)), åñëè äëÿ âñåõ φ ∈ C(Ω;C♯(Ξ)) âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëü-

íîå ñîîòíîøåíèå

ε

∫
γε

wε(x)φ
(
x,

x

ε

)
dσε(x) −→

ε→0+

∫
Ω

∫
γ∗

w0(x, ξ1, ξ
∗
2)φ(x, ξ1, ξ

∗
2) dξ1 dx.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè è äàëåå èíòåãðàë ïî ìíîæåñòâó γ∗
� ýòî èíòåãðàë ïî dξ1 íà èíòåðâàëå {0 < ξ1 < 1}.
Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè

äâóõìàñøòàáíûõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü {wε}ε→0+ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â L2(γε),
òàêàÿ, ÷òî

ε1/2∥wε∥L2(γε) ≤ C2,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C2 > 0 íå çàâèñèò îò ε. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èç {ε → 0+}, ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ε, è
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ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ w0 ∈ L2(Ω× γ∗) (w0 = w0(x, ξ1, ξ
∗
2)), òàêèå, ÷òî

wε −→
ε→0+

w0 äâóõìàñøòàáíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðè íàëè÷èè íåîáõîäèìûõ îöå-
íîê ïåðåéòè ê ïðåäåëó â èíòåãðàëàõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå è ñëåäû
íà γε.

Ïðåäëîæåíèå 4. (i) Ïóñòü {wε}ε→0+ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â H1(Ω),
òàêàÿ, ÷òî

∥wε∥L2(Ω) + ε∥∇xw
ε∥L2(Ω) ≤ C3,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C3 > 0 íå çàâèñèò îò ε. Òîãäà ïðè ε > 0 ñëåä wε íà γε

ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

ε

∫
γε

|wε(x)|2dσε(x) ≤ C4,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C4 > 0 íå çàâèñèò îò ε.

(ii) Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì ïóíêòà (i) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåä-
ëîæåíèåì 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå∫
Ω

wε(x)φ
(
x,

x

ε

)
dx −→

ε→0+

∫
Ω

∫
Ξ

w0(x, ξ)φ(x, ξ)dξ dx, ∀φ ∈ C(Ω;C♯(Ξ)),

ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé w0 ∈ L2(Ω;H1
♯ (Ξ)). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü

{wε}ε→0+ ñõîäèòñÿ ê w0 äâóõìàñøòàáíî â îáû÷íîì ñìûñëå, ò. å. â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ε′ → 0+} ïðè {ε → 0+}

òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëåäîâ wε′ íà γε
′
ñõîäèòñÿ ê ñëåäó w0

íà γ äâóõìàñøòàáíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4 ïðè ε′ → 0+:

ε′
∫
γε′

wε′(x)φ
(
x,

x

ε′

)
dσε′(x) −→

ε′→0+

∫
Ω

∫
γ∗

w0(x, ξ1, ξ
∗
2)φ(x, ξ1, ξ

∗
2) dξ1 dx,

∀φ ∈ C(Ω;C♯(Ξ)).

(iii) Êðîìå òîãî, â ïðåäïîëîæåíèè ïóíêòîâ (i) è (ii) ñïðàâåäëèâî ïðå-
äåëüíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ãðàäèåíòîâ:

ε′
∫
Ω

∇xw
ε′(x) ·Φ

(
x,

x

ε′

)
dx −→

ε′→0+

∫
Ω

∫
Ξ

∇ξw0(x, ξ) ·Φ(x, ξ) dξ dx,

∀Φ ∈ C(Ω;C♯(Ξ))
2.
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4 Ãîìîãåíèçàöèÿ çàäà÷è Bε

4.1. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε → 0+: ôîðìóëèðîâêà îñíîâíî-
ãî ðåçóëüòàòà è âûâîä äâóõìàñøòàáíîé ìîäåëè. Â íà÷àëå ýòîãî
ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ñòàòüè � òåî-
ðåìó î ãîìîãåíèçàöèè è ïðåäåëüíóþ óñðåäíåííóþ ìîäåëü.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p = 1 è äàííûå çàäà÷è Bε ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì W.
Òîãäà ïðè ε → 0+ ñåìåéñòâî {(uε, θ ε)}ε>0 ðåøåíèé çàäà÷è Bε ñëàáî ñõî-
äèòñÿ â H1(Ω)×H1(Ω) ê ðåøåíèþ (u∗, θ∗) çàäà÷è H, ñôîðìóëèðîâàííîé
íèæå. Áîëåå òîãî, (u∗, θ∗) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è H.

Çàäà÷à H. (Ïðåäåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ ìîäåëü � âàðèàöèîííàÿ
ïîñòàíîâêà.) Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäåëüíûå ýôôåêòèâíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñìåùåíèé u∗ ∈ H1

0 (Ω) è òåìïåðàòóð θ∗ ∈ H1
0 (Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ

âàðèàöèîííîìó óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ∫
Ω

A(x)
(
∇xu

∗(x)−b(x)θ∗(x)
)
·∇xv(x)dx =

∫
Ω

(
f̂(x)+h(x1)

)
v(x)dx (7a)

äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèé v ∈ H1
0 (Ω) è âàðèàöèîííîìó óðàâ-

íåíèþ áàëàíñà òåïëà∫
Ω

Λ(x)∇xθ
∗(x) · ∇xϑ(x)dx =

∫
Ω

(
ĝ(x) + w(x1)

)
ϑ(x)dx (7b)

äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèé ϑ ∈ H1
0 (Ω).

Â óðàâíåíèÿõ (7a) è (7b), A(x) � ýòî ìàòðèöà ýôôåêòèâíûõ ìîäó-
ëåé óïðóãîñòè, b(x) � âåêòîð ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíî-
ãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, Λ(x) � ìàòðèöà ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ òåïëîïðîâîäíîñòè, f̂(x) � ñðåäíÿÿ îáúåìíàÿ ñèëà è ĝ(x) � ñðåäíèé
ðàñïðåäåëåííûé èñòî÷íèê òåïëà. Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è H âñå ýòè òåðìî-
ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ ìèêðîñòðóêòóðîé, ò. å. äàííûìè çàäà÷è Bε. Äëÿ èõ òî÷íîãî
îïèñàíèÿ ñíà÷àëà ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå.

Îáîçíà÷åíèå 2. Äëÿ ëþáîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ïî ξ2 ôóíêöèè ϕ = ϕ(x, ξ)

÷åðåç ϕ̂ îáîçíà÷èì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ïåðèîäó 0 ≤ ξ2 < 1:

ϕ̂(x, ξ1) =

1∫
0

ϕ(x, ξ)dξ2.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé ïî ξ1 ôóíêöèè ϕ = ϕ(x, ξ)

÷åðåç ϕ̃ îáîçíà÷èì åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ïåðèîäó 0 ≤ ξ1 < 1:

ϕ̃(x, ξ2) =

1∫
0

ϕ(x, ξ)dξ1.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ òåïåðü çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèÿ ýôôåê-
òèâíûõ õàðàêòåðèñòèê â çàäà÷å H:

A(x) =

(
â(x) + ain(x1) 0

0 (â−1(x))−1

)
, (8)

b(x) =

 â(x)β̂(x) + ain(x1)βin(x1)

â(x) + ain(x1)

β̂(x)

 , (9)

Λ(x) =

(
λ̂(x) + λin(x1) 0

0 (λ̂−1(x))−1

)
, (10)

f̂(x) =

∫ 1

0
f(x, ξ2)dξ2, ĝ(x) =

∫ 1

0
g(x, ξ2)dξ2. (11)

Â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé çàäà÷à H ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé
êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ñëàáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå íèæåñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è ïî-
íèìàåòñÿ â ñìûñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è H.

Çàäà÷à H-di�. (Ïðåäåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ ìîäåëü � äèôôå-
ðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà.) Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðåäåëüíûå ýôôåêòèâ-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé u∗ = u∗(x) è òåìïåðàòóð θ∗ = θ∗(x), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ ðàâíîâåñèÿ

− divx
(
A(x)(∇xu

∗(x)− b(x)θ∗(x))
)
= f̂(x) + h(x1), x ∈ Ω, (12a)

óðàâíåíèþ áàëàíñà òåïëà

− divx
(
Λ(x)∇xθ

∗(x)
)
= ĝ(x) + w(x1), x ∈ Ω, (12b)

è îäíîðîäíûì óñëîâèÿì Äèðèõëå

θ∗
∣∣
∂Ω

= 0, u∗
∣∣
∂Ω

= 0. (12c)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà âûâåäåì
äâóõìàñøòàáíóþ ìîäåëü ñëåäóÿ, â öåëîì, èçëîæåíèþ èç [1, 10]. Çàòåì ñ
ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé òåõíèêè ïðîâåäåì àñèìïòîòè÷åñêóþ äåêîìïîçè-
öèþ, ò. å. ðàçäåëèì ìèêðîñêîïè÷åñêèé è ìàêðîñêîïè÷åñêèé ìàñøòàáû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì ξ è x.

Ââåäåì ïðåäâàðèòåëüíî îäíî ïîëåçíîå îáîçíà÷åíèå. Äàëåå, ÷åðåç ∇̃x è

∂̃x1 îáîçíà÷àåì ïîëíûé ãðàäèåíò è ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ, ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òî åñòü, äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè Φ = Φ(x, ξ) ïîëî-
æèì

∇̃xΦ
(
x,

x

ε

)
=

(
∇xΦ(x, ξ) +

1

ε
∇ξΦ(x, ξ)

) ∣∣∣
ξ=x/ε

,

∇xΦ
(
x,

x

ε

)
= (∇xΦ (x, ξ))

∣∣∣
ξ=x/ε

, ∇ξΦ
(
x,

x

ε

)
= (∇ξΦ (x, ξ))

∣∣∣
ξ=x/ε

,
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â êðàòêîé ôîðìå:

∇̃x = ∇x +
1

ε
∇ξ, ∂̃x1 = ∂x1 +

1

ε
∂ξ1 .

Òåïåðü âîçüìåì ïðîáíûå ôóíêöèè â èíòåãðàëüíûõ ðàâåíñòâàõ (2a) è
(2b) â ñëåäóþùåì âèäå:

v(x) = vε(x) = v0(x) + εv1
(
x,

x2
ε

)
, (13a)

ϑ(x) = ϑε(x) = ϑ0(x) + εϑ1
(
x,

x2
ε

)
. (13b)

Ïîäñòàâëÿÿ (13b) â (2b), ïîëó÷èì∫
Ω

λ
(
x,

x2
ε

)
∇xθ

ε · ∇̃x

(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dx+

+ ε

∫
γε

λin(x1)∂x1θ
ε∂̃x1

(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dσε(x) =

=

∫
Ω

g
(
x,

x2
ε

)(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dx+

+ ε

∫
γε

w(x1)
(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dx.

(14)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0+ äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé
÷àñòè (14) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå 2, ïîëó÷àåì∫

Ω

g
(
x,

x2
ε

)(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dx −→

ε→0+

∫
Ω

ĝ (x)ϑ0(x)dx. (15)

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (14) ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèÿ
3 è 4.

ε

∫
γε

w(x1)
(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dx −→

ε→0+

∫
Ω

w(x1)ϑ
0(x)dx. (16)

Ðàññìîòðèì ïåðâûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (14). Çàïèøåì ïîäðîáíî
ïîëíûé ãðàäèåíò è èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 2. Â èòîãå èìååì∫

Ω

λ
(
x,

x2
ε

)
∇xθ

ε · ∇̃x

(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dx −→

ε→0+

−→
ε→0+

∫
Ω

∫
Ξ

λ (x, ξ2)
(
∇xθ

∗(x) +∇ξθ
1(x, ξ)

)
·

·
(
∇xϑ

0(x) +∇ξϑ
1(x, ξ2)

)
dξdx.

(17)
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Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè (14) ðàñêðîåì ïîëíóþ ïðîèçâîä-
íóþ, èñïîëüçóåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïðåäëîæåíèÿ 3,
4:

ε

∫
γε

λin(x1)∂x1θ
ε∂̃x1

(
ϑ0(x) + εϑ1

(
x,

x2
ε

))
dσε(x) −→

ε→0+

−→
ε→0+

∫
Ω

∫
γ∗

λin(x1)∂x1θ
∗(x)∂x1ϑ

0(x) dξ1dx.

(18)

Êîìáèíèðóÿ (15)�(18), âûâîäèì äâóõìàñøòàáíîå óñðåäíåííîå óðàâíå-
íèå òåïëîïðîâîäíîñòè∫

Ω

∫
Ξ

λ (x, ξ2)
(
∇xθ

∗(x) +∇ξθ
1(x, ξ)

)
·
(
∇xϑ

0(x) +∇ξϑ
1(x, ξ2)

)
dξdx+

+

∫
Ω

∫
γ∗

λin(x1)∂x1θ
∗(x)∂x1ϑ

0(x) dξ1dx =

∫
Ω

ĝ (x)ϑ0(x)dx+ (19)

+

∫
Ω

w(x1)ϑ
0(x)dx.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïîäñòàâèì (13a) â (2a), ïî-
ëó÷èì∫

Ω

{
a
(
x,

x2
ε

)
∇xu

ε · ∇̃x

(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
−

− a
(
x,

x2
ε

)
β
(
x,

x2
ε

)
θεI · ∇̃x

(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))}
dx+

+ ε

∫
γε

ain(x1)(∂x1u
ε − βin(x1)θ

ε)·

· ∂̃x1

(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
dσε(x) =

=

∫
Ω

f
(
x,

x2
ε

)(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
dx+

+ ε

∫
γε

h(x1)
(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
dσε(x).

(20)

Ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ε → 0+ â êàæäîì èíòåãðàëå (20)
ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (20), ïîëó÷èì∫

Ω

f
(
x,

x2
ε

)(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
dx −→

ε→0+

∫
Ω

f̂ (x) v0(x)dx. (21)
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Âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè (20) èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèå 3.

ε

∫
γε

h(x1)
(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
dx −→

ε→0+

∫
Ω

h(x1)v
0(x)dx. (22)

Çàïèøåì ïîäðîáíî èíòåãðàë ïî îáëàñòè Ω â ëåâîé ÷àñòè (20). Äëÿ
ýòîãî ðàñêðîåì ïîëíûé ãðàäèåíò è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 2. Ïî-
ëó÷èì

∫
Ω

{
a
(
x,

x2

ε

)
∇xu

ε · ∇̃x

(
v0(x) + εv1

(
x,

x2

ε

))
−

− a
(
x,

x2

ε

)
β
(
x,

x2

ε

)
θεI · ∇̃x

(
v0(x) + εv1

(
x,

x2

ε

))}
dx −→

ε→0+

−→
ε→0+

∫
Ω

∫
Ξ

a (x, ξ2)
(
∇xu

∗(x) +∇ξu
1(x, ξ)

)
(∇xv

0(x) +∇ξv
1(x, ξ2)) dξdx−

−
∫
Ω

∫
Ξ

a (x, ξ2)β (x, ξ2) θ
∗(x)I(∇xv

0 (x) +∇ξv
1(x, ξ2))dξdx.

Îñòàëîñü ïåðåéòè ê ïðåäåëó âî âòîðîì èíòåãðàëå ïî γε â (20). Ïîìèìî
ýòîãî, ðàñêðîåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ è èñïîëüçóåì ïðåäëîæåíèÿ 3 è 4.

ε

∫
γε

ain(x1)(∂x1u
ε − βin(x1)θ

ε)·

· ∂̃x1

(
v0(x) + εv1

(
x,

x2
ε

))
dσε(x) −→

ε→0+

−→
ε→0+

−
∫
Ω

∫
γ∗

∂x1(ain(x1))u
∗(x)∂x1v

0(x)dξ1dx−

−
∫
Ω

∫
γ∗

ain(x1)u
∗(x)∂2

x1
v0(x)dξ1dx−

−
∫
Ω

∫
γ∗

ain(x1)βin(x1)θ
∗(x)∂x1v

0(x)dξ1dx.

(23)
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Â èòîãå, îáúåäèíÿÿ (21)�(23), ïðåäñòàâëÿåì óñðåäíåííîå óðàâíåíèå
ðàâíîâåñèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∫
Ω

∫
Ξ

a (x, ξ2)
(
∇xu

∗(x) +∇ξu
1(x, ξ)

)
·

· (∇xv
0(x) +∇ξv

1(x, ξ2)) dξdx−

−
∫
Ω

∫
Ξ

a (x, ξ2)β (x, ξ2) θ
∗(x)I(∇xv

0 (x) +∇ξv
1(x, ξ2))dξdx+

+

∫
Ω

∫
γ∗

ain(x1)∂x1u
∗(x)∂x1v

0(x)dξ1dx−

−
∫
Ω

∫
γ∗

ain(x1)βin(x1)θ
∗(x)∂x1v

0(x)dξ1dx =

∫
Ω

f̂ (x) v0(x)dx+

+

∫
Ω

h(x1)v
0(x)dx.

(24)

Äëÿ óäîáñòâà ïðè äàëüíåéøåì ðàçäåëåíèè ìàñøòàáîâ ïåðåãðóïïèðóåì
ñëàãàåìûå â (19) è (24). Ïîëó÷èì

−
∫
Ω

ain(x1)
(
βin(x1)θ

∗(x)− ∂x1u
∗(x)

)
∂x1v

0(x)dx+

+

∫
Ω

1∫
0

a (x, ξ2)
(
∇xu

∗(x) · ∇xv
0(x) + ∂x2u

∗(x)∂ξ2v
1 (x, ξ2)+

+ ∂ξ2 ũ
1(x, ξ2)(∂x2v

0(x) + ∂ξ2v
1 (x, ξ2))

)
dξ2dx+

+

∫
Ω

( 1∫
0

a (x, ξ2)β (x, ξ2) (−∂x1v
0 (x) + ∂x2v

0 (x)+

+ ∂ξ2v
1 (x, ξ2))dξ2

)
θ∗(x)dx =

∫
Ω

f̂ (x) v0(x)dx+

+

∫
Ω

h(x1)v
0(x)dx,

(25a)
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Ω

λin(x1)∂x1θ
∗(x)∂x1ϑ

0(x) dx+

+

∫
Ω

1∫
0

(
λ (x, ξ2)

(
∇xθ

∗(x) · ∇xϑ
0(x) + ∂x2θ

∗(x)∂ξ2ϑ
1 (x, ξ2)+

+ ∂ξ2 θ̃
1(x, ξ2) · (∂x2ϑ

0(x) + ∂ξ2ϑ
1 (x, ξ2))

))
dξ2dx =

=

∫
Ω

ĝ (x)ϑ0(x)dx+

∫
Ω

w(x1)ϑ
0(x)dx.

(25b)

4.2. Ðàçäåëåíèå ìàñøòàáîâ. Ïðîâåäåì ðàçäåëåíèå ìàñøòàáîâ è âû-
ïèøåì çàäà÷è íà ÿ÷åéêå àíàëîãè÷íî [10], [15], [16]. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ìàñøòàáîâ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü äâóõìàñøòàáíóþ ìîäåëü íà óðàâíåíèÿ
äëÿ ìàêðî- è ìèêðîìàñøòàáà. Â óðàâíåíèè (25b) áåðåì ïðîáíûå ôóíê-
öèè âèäà ϑ0(x) ≡ 0 è ϑ1(x, ξ2) = ϑ10(x)ϑ11(ξ2), ãäå ϑ

11 � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ. Âûâîäèì

1∫
0

λ (x, ξ2)
(
∂x2θ

∗(x) + ∂ξ2 θ̃
1(x, ξ2)

)
∂ξ2ϑ

11(ξ2)dξ2 = 0,

∀ϑ11 ∈ H1
♯ (0, 1).

(26)

Óðàâíåíèå (26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ÿ÷åéêå äëÿ íàõîæäåíèÿ

ôóíêöèè θ̃1(x, ξ2), ãäå ïåðåìåííàÿ x âõîäèò ïàðàìåòðè÷åñêè. Ýòî óðàâ-
íåíèå ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ëåììó Äþáóà�Ðåéìîíà.
Ïîëó÷èì:

∂θ̃1(x, ξ2)

∂ξ2
=

C1(x)

λ (x, ξ2)
− ∂θ∗(x)

∂x2
,

ãäå C1 � "ïîñòîÿííàÿ" èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ C1(x) = (λ̂−1(x))−1 ∂θ∗(x)
∂x2

íàéäåíà èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè. Ïîäñòàâèì C1(x) è ïîëó÷èì:

∂θ̃1

∂ξ2
=
(
λ−1 (x, ξ2) ((λ̂−1(x))−1 − 1)

) ∂θ∗(x)

∂x2
. (27)

Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Â
óðàâíåíèè (25a) áåðåì ïðîáíûå ôóíêöèè â âèäå v0(x) = 0 è v1(x, ξ2) =
v10(x)v11(ξ2), ãäå v11 � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Â ðåçóëüòàòå âûâîäèì:

∂ũ1(x, ξ2)

∂ξ2
=

[
a−1 (x, ξ2)

(
â−1(x)

)−1
− 1

](
∂u∗(x)

∂x2
− θ∗(x)β̂(x)

)
. (28)

Íàéäåíû ðåøåíèÿ (27) è (28) äëÿ çàäà÷è ìèêðîñòðóêòóðû.
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Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ ìàêðîìàñøòàáà. Òåïåðü â (25b) áåðåì ϑ1 ≡ 0
è ïîäñòàâëÿåì òóäà ïðîèçâîäíóþ èç (27). Ïîëó÷èì:∫

Ω

(λin(x1)∂x1θ
∗(x)∂x1ϑ

0(x) + λ̂(x)∂x1θ
∗(x)∂x1ϑ

0(x)+

+ (λ̂−1(x))−1∂x2θ
∗(x)∂x2ϑ

0(x))dx =

∫
Ω

ĝ (x)ϑ0(x)dx.

(29)

Ñ ó÷åòîì (10) óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (29) áóäåò èìåòü ïðîñòîé
âèä: ∫

Ω

Λ(x)∇θ∗(x) · ∇ϑ0(x)dx =

∫
Ω

ĝ (x)ϑ0(x)dx. (30)

Â óðàâíåíèå (25a) áåðåì v1 ≡ 0 è ïîäñòàâëÿåì (28). Çäåñü àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó ÿâíî ïðîèíòåãðèðóåì ïî dξ2:

−
∫
Ω

â (x) β̂ (x) ∂x1v
0 (x) θ∗(x)dx+

∫
Ω

â (x) ∂x1u
∗(x)∂x1v

0(x)dx+

+

∫
Ω

(
â−1(x)

)−1
(
∂u∗(x)

∂x2
− θ∗(x)β̂(x)

)
∂v0(x)

∂x2
dx−

−
∫
Ω

ain(x1) (βin(x1)θ
∗(x)− ∂x1u

∗(x)) ∂x1v
0(x)dx =

=

∫
Ω

f̂ (x) v0(x)dx+

∫
Ω

h(x1)v
0(x)dx.

Èòàê, (25a) ïðèíèìàåò âèä∫
Ω

A(x)(∇xu
∗(x)−b(x)θ∗(x)) ·∇xv

0dx =

∫
Ω

(
f̂(x)+h(x1)

)
v0(x)dx, (31)

ãäå ìàòðèöà A(x) è âåêòîð b(x) îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (8) è (9).
Âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ (30) è (31) � ýòî âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ

(7a) è (7b), â êîòîðûõ ïåðåîáîçíà÷åíî v := v0 è ϑ := ϑ0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ãîìîãåíèçàöèè çàäà÷è Bε ñòðîãî îáîñíîâà-

íà, ïðåäåëüíàÿ óñðåäíåííàÿ ìîäåëü (çàäà÷à H) ïîñòðîåíà. Êàê ðåçóëüòàò
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ε → 0+, îáîñíîâàíî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâî-
âàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è H.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ïðåäñòàâëåíèé (8) è (10) è óñëîâèé W

ìàòðèöû A è Λ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à (7b) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýëëèïòè-
÷åñêîé äëÿ θ∗, à çàäà÷à (7a), â ïîñòàíîâêå êîòîðîé θ∗ çàäàíà êàê ðå-
øåíèå (7b), ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýëëèïòè÷åñêîé äëÿ u∗. Ïî òåîðåìå Ëàêñà�
Ìèëüãðàìà êàæäàÿ èç ýòèõ çàäà÷ èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå, îòêóäà
ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è H.
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

5 ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ çà-
äà÷ Bε è H. Öåëü ýêñïåðèìåíòîâ � ÷èñëåííî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñõîäè-
ìîñòü ñåìåéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Bε ê ðåøåíèþ çàäà÷è H ïðè ε → 0+.

5.1. Ðàñ÷åò çàäà÷è ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âêëþ÷åíèé. Â ýòîì ïà-
ðàãðàôå ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìàëûì êîíå÷íûì ε > 0. Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàìåòð ε � ýòî áåçðàçìåð-
íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè âêëþ÷åíèÿìè. Îíî ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà âêëþ÷åíèé. Ââåäåì ðàâíîìåð-
íóþ ñåòêó â îáëàñòè Ω. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïåðåìåùåíèÿ è
òåìïåðàòóðû âîñïîëüçóåìñÿ êîíå÷íûìè ëàãðàíæåâûìè ýëåìåíòàìè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà P2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

aδ =

{
1
8 cosx1 + 1 â Ω±,

2 â Ωm,
βδ =

{
sinπx1 + 0, 5 â Ω±,

2 â Ωm,

fδ =

{
x1 + 0, 25 â Ω±,

0 â Ωm,
gδ =

{
100 sinx1 â Ω±,

0 â Ωm,

λδ =

{
1
6 cosx1 + 1 â Ω±,

2 â Ωm.

Äëÿ âû÷èñëåíèé, çà ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü çàäà÷è áûë âçÿò ïðÿìîóãîëü-
íèê ñî ñòîðîíàìè {0 < x1 < 1}×{0 < x2 < 2}. Ôóíêöèè ìàññîâîé ñèëû è
ðàñïðåäåëåííîãî èñòî÷íèêà íà ìíîæåñòâå íèòåé γε äëÿ ïðîñòîòû ðàâíû
íóëþ. Íà âñåé ãðàíèöå ∂Ω íàëîæåíû îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå u = 0
è θ = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëÿåì â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êîíå÷íîå ÷èñëî

óïðóãèõ âêëþ÷åíèé, ðàâíîóäàëåííûõ äðóã îò äðóãà, òàê, ÷òîáû ãðàíèöû
âêëþ÷åíèé ïîïàäàëè íà ãðàíèöû ñåòêè. Ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è
ïåðåìåùåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ε ïîêàçàíû íà ðèñ. 2�7.

5.2. Ðàñ÷åò çàäà÷è H. Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó H. Â å¼ ïîñòàíîâ-
êå èíôîðìàöèÿ î òîíêèõ âêëþ÷åíèÿõ ñóáëèìèðîâàíà â ýôôåêòèâíûõ
êîýôôèöèåíòàõ óðàâíåíèé. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ðèñ. 8 è 9.
Ïðè óìåíüøåíèè ε îòíîñèòåëüíûå îøèáêè ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷ H

è Bε îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ẼL2(θ) =
∥θ∗ − θε∥L2

∥θ∗∥L2

, ẼL2(u) =
∥u∗ − uε∥L2

∥u∗∥L2

,

ãäå u∗ è θ∗ � ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóðû, ðàññ÷èòàííûå
ïî çàäà÷å H, à uε è θε � ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è òåìïåðàòóðû, ðàñ-
ñ÷èòàííûå ïî çàäà÷å Bε. Â òàáëèöå 1 ïîêàçàíû îòíîñèòåëüíûå îøèáêè
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Ðèñ.
2. Òåìïåðàòóðà,
ε=2/10

Ðèñ.
3. Òåìïåðàòóðà,
ε=2/50

Ðèñ.
4. Òåìïåðàòóðà,
ε=2/100

Ðèñ.
5. Ïåðåìåùåíèå,
ε=2/10

Ðèñ.
6. Ïåðåìåùåíèå,
ε=2/50

Ðèñ.
7. Ïåðåìåùåíèå,
ε=2/100

ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷. Íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Bε ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Í ïðè óìåíüøåíèè
ε.

Òàáëèöà 1. Ïåðåõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è H

ε ẼL2
(θ) ẼL2

(u)

2e-1 0.057 0.04
4e-2 0.0025 0.0021
2e-2 0.0006 0.0005
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Ðèñ. 8. Òåìïåðàòóðà Ðèñ. 9. Ïåðåìåùåíèå
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