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Ïðåäñòàâëåíî Å.Ì. Ðóäûì

Abstract: In the present work, we obtain a generalization of the
classical Binet formula. It is used to �nd a functional relationship
for the Riemann zeta-function. We obtain the mentioned generali-
zation by means of the Plan formula.

Keywords: Binet formula, integral representation, entire function.

1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Áèíå (èëè, åñëè áûòü òî÷íåå, íàçûâàåìàÿ â
ëèòåðàòóðå âòîðûì èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì Áèíå, ñì., íàïðèìåð,
[1, ãëàâà 12, ï. 12.32]) âûðàæàåò çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîä-
íîé Γ � ôóíêöèè Ýéëåðà Γ (z) (â ñëó÷àå, åñëè âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü z
ïîëîæèòåëüíà) ÷åðåç ñëåäóþùèé èíòåãðàë:

d

dz
ln Γ (z) = − 1

2z
+ ln z − 2

+∞∫
0

t dt

(z2 + t2) (e2πt − 1)
. (1)

Kuzovatov, V.I., Kytmanov, A.M., On one integral representation of Binet

type.
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Äàííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè íàõîæäåíèè ôóíê-
öèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2, ãëàâà 2, ï. 9]) äëÿ êëàññè-
÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ (s). À èìåííî, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

Áèíå äëÿ
Γ′ (x)

Γ (x)
, ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

âåùåñòâåííûõ x > 0:

Γ′ (1 + x)

Γ (1 + x)
− lnx =

(
xΓ (x)

)′
xΓ (x)

− lnx =
Γ (x) + xΓ′ (x)

xΓ (x)
− lnx =

=
Γ′ (x)

Γ (x)
+

1

x
− lnx =

1

2x
− 2

+∞∫
0

t dt

(t2 + x2) (e2πt − 1)
=

= −2

+∞∫
0

t

t2 + x2

(
1

e2πt − 1
− 1

2πt

)
dt,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

1

π

+∞∫
0

dt

t2 + x2
=

1

π
lim

ξ→+∞

ξ∫
0

dt

t2 + x2
=

1

π
lim

ξ→+∞

1

x
arctg

t

x

∣∣∣∣ξ
0

=
1

2x
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå â èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ (s) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå (ñì., íàïðèìåð, [2, ãëàâà 2, ï. 9])
äëÿ êëàññè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.
Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [2, ãëàâà 2, ï. 9]), ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå äëÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ζ (s) â ïîëîñå 0 < Re s < 1 èìååò
âèä:

ζ (s) = −sinπs

π

+∞∫
0

{
Γ′ (1 + x)

Γ (1 + x)
− lnx

}
x−s dx.

Åñëè ãîâîðèòü îá îáîáùåíèÿõ äçåòà-ôóíêöèè, òî È.Ì. Ãåëüôàíä,
Á.Ì. Ëåâèòàí è Ë.À. Äèêèé èçó÷àëè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [3, 4, 5])
äçåòà-ôóíêöèþ, àññîöèèðîâàííóþ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòî-
ðàØòóðìà-Ëèóâèëëÿ â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Åå çíà÷åíèå îêàçàëîñü
ñâÿçàííûì ñî ñëåäîì äàííîãî îïåðàòîðà. Èõ ïîäõîä áûë ðàçâèò [6] äàëåå
Â.Á. Ëèäñêèì è Â.À. Ñàäîâíè÷èì (60 ãîäû), êîòîðûå ðàññìîòðåëè êëàññ
öåëûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî, îïðåäåëèëè äëÿ íèõ äçåòà-ôóíêöèþ
êîðíåé è èññëåäîâàëè åå îáëàñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ. Â ðàáî-
òå [7] Ñ.À. Ñìàãèí è Ì.À. Øóáèí ñòðîÿò äçåòà-ôóíêöèþ ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðîâ áîëåå îáùåãî âèäà, äîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü
ìåðîìîðôíîãî ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè è äàþò íåêîòîðóþ èíôîð-
ìàöèþ î ïîëþñàõ.
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Ìíîãîìåðíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À.Ì. Êûòìàíîâûì è Ñ.Ã. Ìûñ-
ëèâåö â ðàáîòå [8]. Äàííûìè àâòîðàìè áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå äçåòà-
ôóíêöèè, àññîöèèðîâàííîé ñ ñèñòåìîé ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé
f = (f1, . . . , fn) â Cn. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âû÷åòîâ ýòèìè àâòîðà-
ìè áûëî äàíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äçåòà-ôóíêöèè, îäíàêî â
ðàáîòå áûëè íàëîæåíû æåñòêèå óñëîâèÿ íà ñèñòåìó ôóíêöèé f1, . . . , fn.
Â ðàáîòå [9] Â.È. Êóçîâàòîâûì è À.À. Êûòìàíîâûì ñ èñïîëüçîâà-

íèåì òåîðèè âû÷åòîâ ïîëó÷åíû äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
äçåòà-ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ïî íóëÿì öåëîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé îïèñàíà
îáëàñòü, â êîòîðóþ ýòà äçåòà-ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ.
Çäåñü ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâó-

åò êàêèõ-ëèáî ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå
äçåòà-ôóíêöèé íóëåé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîñòðîåíèå îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Áèíå ñ öåëüþ ïîëó-
÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äçåòà-ôóíêöèè íóëåé ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ öåëûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.
Àêòóàëüíîñòü íàøåãî èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå òåì, ÷òî â

çàäà÷å îá àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ äâóñòîðîííèõ îöåíêàõ öåíòðàëüíîãî
áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà

C l
2l, l ∈ N,

âàæíóþ ðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îòíî-
øåíèÿ çíà÷åíèé ãàììà-ôóíêöèè. Â òîì ÷èñëå, óäîáíûì èíñòðóìåíòîì â
ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ÿâëÿþòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Áèíå. Ïîñëåä-
íèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [10].

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì öåëûå ôóíêöèè f (z) êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ρ, êîòîðûå èìåþò
âèä

f (z) = C

∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
, (2)

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, zn � íóëè ôóíêöèè f (z)
(ñðåäè íèõ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ íóëåé).
Ïðåäñòàâëåíèå (2) ñïðàâåäëèâî, íàïðèìåð, äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ïîðÿä-

êà ìåíüøå ïåðâîãî èëè öåëûõ ôóíêöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äîïîëíèòåëü-
íûì óñëîâèåì � ðÿä

∞∑
n=1

1

|zn|

ñõîäèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåíèå (2) ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèé íó-
ëåâîãî ðîäà [11, ãëàâà 7, �2].
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Ïðè f (z) ̸= 0 ïðîâåäåì âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå [12, ãëàâà VIII, ï. 8.2.4]:

ln f (z) = ln

(
C

∞∏
n=1

(
1− z

zn

))
= lnC + ln

( ∞∏
n=1

(
1− z

zn

))
=

= lnC +
∞∑
n=1

ln

(
1− z

zn

)
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå îäèí ðàç (ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ýòî ìîæíî äåëàòü). Áóäåì èìåòü

f ′ (z)

f (z)
=

∞∑
n=1

1

1− z/zn
·
(
− 1

zn

)
=

∞∑
n=1

1

z − zn
.

Òàêèì îáðàçîì,

f ′ (z)

f (z)
=

∞∑
n=1

1

z − zn
(3)

ïðè z ̸= zn.
Îáîñíóåì ðàâåíñòâî (3) äëÿ ñëåäóþùåãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü zn = −qn, qn >

0, qn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
n→∞

qn
n
> 0

è îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðåìåíû ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ â (3) äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (3) ïðè äàííûõ zn.
Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

1

|z − zn|
=

1

|z + qn|
=

1

|x+ iy + qn|
=

1√
(x+ qn)

2 + y2
≤ 1√

(x+ qn)
2
≤

≤ 1√
q2n

=
1

|zn|
, x ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=1

1

|zn|
ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ðÿä (3) ïðè äàííûõ zn ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Re z ≥ 0.
Íàøà öåëü � ñ ó÷åòîì (3) ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

− d

dz

f ′ (z)

f (z)
=

∞∑
n=1

1

(z + qn)
2 , Re z > 0. (4)
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Ôîðìóëà (4) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ,
ïîñêîëüêó ïðè íàõîæäåíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Áèíå (1) èñ-
ñëåäóåòñÿ ðÿä (ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà 12, ï. 12.32])

d2

dz2
ln Γ (z) =

∞∑
n=0

1

(z + n)2
, Re z > 0.

Â êà÷åñòâå f (z) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû âûáðàòü (ïîñòîÿííàÿ γ
èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ïîñòîÿííîé Ýéëåðà, ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà 12,
ï. 12.1])

f (z) =
1

Γ (z)
= zeγz

∞∏
n=1

{(
1 +

z

n

)
e−z/n

}
ñ íóëÿìè zn = −n. Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå qn = n, n ∈ N

⋃
{0}.

Åñëè ãîâîðèòü îá óæå èçâåñòíûõ îáîáùåíèÿõ ôîðìóëû Áèíå, òî â
ðàáîòå [13] íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ (3) íàìè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ öåëîé
ôóíêöèè f (z) êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ρ < 1 ñ íóëÿìè zn = −πn2 äëÿ âåùå-
ñòâåííîãî x ∈ (0;+∞) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f ′ (x)

f (x)
=

√
π

2
√
x
cth

√
πx− 1

2x
.

Òàêæå â ðàáîòå [14] íàìè ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðÿ-
äà (4), îäíàêî â ðàáîòå áûëè íàëîæåíû æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñ-
ïîëîæåíèå qn. À èìåííî, â ðàáîòå [14] ñóììèðîâàíèå áåðåòñÿ ïî âñåì
òî÷êàì qn, ëåæàùèì â îòðåçêå [1;x2], ãäå x2 � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî. Ïî ñóòè, ýòî îçíà÷àëî, ÷òî f (z) ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
íóëåé. Â äàííîé ðàáîòå ýòè óñëîâèÿ íà ðàñïîëîæåíèå qn áóäóò ñíÿòû. Îò-
ìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà â ðàáîòå [14] îñíîâàíî íà ïîñòðî-
åííîì (îäíèì èç àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè) àíàëîãå ôîðìóëû Ïëàíà [15].

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì ïðèìåð íóëåé zn ôóíêöèè
f (z) âèäà (2). Ðàññìîòðèì zn = −n3, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå qn = n3.
Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïîêàçàòåëþ

ñõîäèìîñòè åãî íóëåé (ñì., íàïðèìåð, [12, ãëàâà VIII, ï. 8.2.5]), òî äëÿ
ïðîâåðêè óñëîâèÿ 0 < ρ < 1 íàéäåì ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè íóëåé ρ1. Îí
îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå

ρ1 = lim
n→∞

lnn

ln |zn|
= lim

n→∞

lnn

lnn3
=

1

3
.

Èòàê, íàéäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ f (z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì âè-
äà (2), èìååò âèä

f (z) =

∞∏
n=1

(
1 +

z

n3

)
.
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3 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó
ñóììèðîâàíèÿ Ïëàíà (ñì., íàïðèìåð, [16, ãëàâà 1, ï. 1.9])

∞∑
n=0

g (n) =
1

2
g (0) +

+∞∫
0

g (τ) dτ + i

+∞∫
0

g (it)− g (−it)
e2πt − 1

dt. (5)

Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

1) ôóíêöèÿ g (ζ) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ïðè Re ζ ≥ 0, ζ = τ + it.

2) ðàâåíñòâî lim
t→∞

e−2π|t|g (τ + it) = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè

0 ≤ τ < +∞.

3) lim
τ→+∞

+∞∫
−∞

e−2π|t| |g (τ + it)| dt = 0.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ïóñòü Q (ζ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàôèêñèðóåì
êîíñòàíòó A1 > 1 è êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ñ óñëîâèåì Re z > 0. Òîãäà
ôóíêöèÿ

g (ζ) =
Q (ζ) e−A1ζ

(z + ζ)2
(6)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) � 3) ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû Ïëàíà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå òðåõ óñëîâèé ôîðìóëû Ïëà-
íà (5). Ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè g (ζ) ñëåäóåò èç âèäà (6) ñàìîé ôóíêöèè
è óñëîâèÿ, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü z ïîëîæèòåëüíà.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó óñëîâèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óñëîâèÿ

çàìåòèì (ñì., íàïðèìåð, [12, ãëàâà VIII, ï. 8.2]), ÷òî ïîñêîëüêó Q (ζ) �
öåëàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε

Q (ζ) = O
(
eA

1+ε
)
, |ζ| = A→ ∞,

íî íè äëÿ êàêîãî îòðèöàòåëüíîãî ε ýòî íå òàê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ζ =
τ + it

|Q (ζ)| ≤ C1e
|ζ|1+ε

= C1e
(τ2+t2)

1+ε
2
,

∣∣∣e−A1ζ
∣∣∣ = e−A1τ .

Äàëåå äëÿ z = z1 + iz2, z1 > 0 ââèäó óñëîâèÿ ëåììû, ïîëó÷èì

z + ζ = (z1 + τ) + i (z2 + t) , |z + ζ|2 = (z1 + τ)2 + (z2 + t)2 .

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ïîëîæèì ε = 0. Òîãäà

|Q (ζ)| ≤ C1e
√
τ2+t2 ≤ C1e

τ+|t|.
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Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå îöåíêè.

e−2π|t| |g (τ + it)| = e−2π|t| |Q (τ + it)|
∣∣e−A1(τ+it)

∣∣
|z + τ + it|2

≤ e−2π|t|C1e
τ+|t|e−A1τ

(z1 + τ)2 + (z2 + t)2
≤

≤ C1

z21 + (z2 + t)2
e−2π|t|+|t|

eτ(A1−1)
≤ C1

z21
e−2π|t|+|t|.

Åñëè t > 0, òî

e−2π|t| |g (τ + it)| ≤ C1

z21
e−2πt+t =

C1

z21
e−t(2π−1) → 0 ïðè t→ +∞.

Åñëè t < 0, òî

e−2π|t| |g (τ + it)| ≤ C1

z21
e2πt−t =

C1

z21
et(2π−1) → 0 ïðè t→ −∞.

Ïðè÷åì ñòðåìëåíèå ê íóëþ çäåñü ðàâíîìåðíîå íà ìíîæåñòâå {0 ≤ τ <
+∞}.
Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3) îáúÿñíÿåòñÿ âûêëàäêîé.

+∞∫
−∞

e−2π|t| |g (τ + it)| dt ≤
+∞∫

−∞

C1

z21e
τ(A1−1)

e−2π|t|+|t| dt =
C1

z21e
τ(A1−1)

×

×

 0∫
−∞

et(2π−1) dt+

+∞∫
0

e−t(2π−1) dt

 =

=
C1

z21e
τ(A1−1)

[
1

2π − 1
et(2π−1)

∣∣∣0
−∞

− 1

2π − 1
e−t(2π−1)

∣∣∣+∞

0

]
=

=
C1

z21e
τ(A1−1)

[
1− 0

2π − 1
− 0− 1

2π − 1

]
=

C1

z21e
τ(A1−1)

2

2π − 1
→ 0 ïðè τ → +∞.

□

4 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Äàëåå ôóíêöèþ Q (ζ), ôèãóðèðóþùóþ â ôîðìóëå (6), ïîñòðîèì â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ

Q (ζ) = Q1 (ζ)Q2 (ζ)

ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü Q1 (ζ) îáðàùàåòñÿ â íóëü â íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ, íå ïðèíàäëå-

æàùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}, òî åñòü

Q1 (ζ) = 0, ζ ∈ N \{qn}. (7)

Îáîçíà÷àÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ÷åðåç

J = {j : j ∈ N \{qn}} ,
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ôóíêöèþ Q1 (ζ), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (7), ìîæíî âûáðàòü â âèäå
êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Q1 (ζ) =
∏
j∈J

(
1− ζ

j

)
e

ζ
j . (8)

Ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âûðàæåíèè äëÿ Q1 (ζ) ñëåäó-

åò èç òîãî, ÷òî Q1 (ζ) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèè
eγζ

Γ (−ζ + 1)
,

ãäå γ � êàê è ïðåæäå, ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàâ çàìå-
íó z = −ζ â âûðàæåíèè (ñì., íàïðèìåð, [1, ãëàâà 12, ï. 12.16]) äëÿ

1

Γ (z + 1)
= eγz

∞∏
j=1

(
1 +

z

j

)
e
− z

j , ïîëó÷èì

1

Γ (−ζ + 1)
= e−γζ

∞∏
j=1

(
1− ζ

j

)
e

ζ
j .

ÔóíêöèþQ2 (ζ) âûáåðåì òàê, ÷òîáûQ2 (ζ) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}
ïðèíèìàëà áû çíà÷åíèÿ

Q2 (qn) =
1

Q1 (qn) e−A1qn
. (9)

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (9) ìû èññëåäóåì âî-
ïðîñ (ñì., íàïðèìåð, [17, ãëàâà IV, �4]) î ïðåäñòàâëåíèè öåëîé ôóíêöèè
èíòåðïîëÿöèîííûì ðÿäîì Ëàãðàíæà â òîì ñëó÷àå, êîãäà óçëû èíòåðïî-
ëÿöèè îáðàçóþò R � ìíîæåñòâî ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì ρ (r). Òàêèì
îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn} ÿâëÿëàñü R �
ìíîæåñòâîì.
Ôóíêöèÿ ρ (r), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

lim
r→∞

ρ (r) = ρ è lim
r→∞

rρ ′(r) ln r = 0,

íàçûâàåòñÿ óòî÷íåííûì ïîðÿäêîì. Î÷åâèäíî, ÷òî óòî÷íåííûé ïîðÿäîê
äàííîé ôóíêöèè îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî (ñì., íàïðèìåð, [17, ãëàâà I,
�12]).
Ðåãóëÿðíûì èëè êîðî÷å R � ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð,

[17, ãëàâà II, �1]) ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê {an}, óäî-
âëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç óñëîâèé (C) èëè (C′):
(Ñ) Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî êðóæêè ðàäèóñîâ

rn = d |an|1−
ρ(|an|)

2

ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ an íå ïåðåñåêàþòñÿ.
(Ñ′) Òî÷êè an ðàñïîëîæåíû âíóòðè óãëîâ ñ îáùåé âåðøèíîé â íà÷àëå

êîîðäèíàò, íå èìåþùèõ äðóãèõ îáùèõ òî÷åê, ïðè÷åì åñëè ïåðåíóìåðî-
âàòü òî÷êè ìíîæåñòâà {an} âíóòðè ëþáîãî èç ýòèõ óãëîâ â ïîðÿäêå
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âîçðàñòàíèÿ èõ ìîäóëåé, òî äëÿ òî÷åê, ïîïàâøèõ âíóòðü îäíîãî óãëà,

|ak+1| − |ak| > d |ak|1−ρ(|ak|)

ïðè íåêîòîðîì d > 0.
Ïðèâåäåì ÷àñòíûé ñëó÷àé (ñì., íàïðèìåð, [17, ãëàâà II, �2]) ïðàâèëü-

íî ðàñïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà òî÷åê {an}. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé: âñå
òî÷êè {an} ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å arg z = φ ñ íåêîòîðîé ïëîòíî-
ñòüþ

∆ = lim
r→∞

n (r)

rρ(r)
,

ãäå n (r) � ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà {an} â èíòåðâàëå (0, r) íà ëó÷å arg z =
φ. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà H (θ), íàçûâàåìàÿ èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà,
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

H (θ) =
π∆

sinπρ
cos ρ (θ − φ− π) . (10)

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàñïîëîæåíà íà
îäíîì ëó÷å arg z = 0, âûõîäÿùèì èç íóëÿ, òî, â ñîãëàñèè ñ [17, ãëàâà
II, �2], ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî åñëè {an} åñòü íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî {an} ÿâëÿåòñÿ R � ìíîæåñòâîì (ñì.,
íàïðèìåð, [17, ãëàâà II, �6, ïðèìåð]). Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî óçëîâ {qn} èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (9) îáðàçóþò R � ìíî-
æåñòâî. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì ýòî âûïîëíåííûì.
Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (9).

Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü ψ (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ,
èìåþùàÿ ïðîñòûå êîðíè âî âñåõ óçëàõ èíòåðïîëÿöèè {an} (|an| → ∞), è
ïóñòü {bn} � çíà÷åíèÿ, çàäàííûå â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè. Òðåáóåòñÿ íàéòè
öåëóþ ôóíêöèþ F (z) òàêóþ, ÷òî

F (an) = bn äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . .

Åñëè ðÿä (èíòåðïîëÿöèîííûé ðÿä Ëàãðàíæà)
∞∑
n=1

bnψ (z)

ψ′ (an) (z − an)
(11)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òî îí ïðåäñòàâëÿåò
öåëóþ ôóíêöèþ, ðåøàþùóþ èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó (ñì., íàïðèìåð,
[17, ãëàâà IV, �4]).
Îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîãî ðÿäà Ëàãðàíæà ñôîð-

ìóëèðóåì (ñì., íàïðèìåð, [17, ãëàâà IV, �4, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13])
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Åñëè

lim
n→∞

ln |bn|
H (ψn) |an|ρ(|an|)

< 1, (ψn = arg an) (12)

òî èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèåé F (z) ÿâëÿåòñÿ ðÿä Ëàãðàíæà (11), êî-
òîðûé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â êàæäîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè è ïðåäñòàâ-
ëÿåò öåëóþ ôóíêöèþ ñ èíäèêàòîðîì, íå ïðåâûøàþùèì H (θ).
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ψn = arg an = 0, òî íåðàâåíñòâî (12) çàïè-
øåòñÿ â âèäå

1

H (0)
lim
n→∞

ln |bn|
|an|ρ(|an|)

< 1. (13)

Âûáèðàÿ

ψ (ζ) =
∞∏
n=1

(
1− ζ

qn

)
, (14)

îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (9) ñôîðìóëèðóåì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Ïóñòü f (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà 0 < ρ < 1/2.
Òîãäà ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (9) ÿâëÿåòñÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ

Q2 (ζ) =
∞∑
n=1

1

Q1 (qn) e−A1qn
· ψ (ζ)

ψ′ (qn) (ζ − qn)
, (15)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ â ëþáîé îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì âûêëàäêè, óòî÷íÿþùèå è óïðîùàþùèå äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû 2 èç ñòàòüè [14]. Ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà-
÷è (9) ÿâëÿåòñÿ ðÿä Ëàãðàíæà (11), ãäå

an = qn, bn =
1

Q1 (qn) e−A1qn
, ψn = arg an = 0

è ôóíêöèÿ ψ (ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (14). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (15) âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì (13), â êîòî-
ðîì ïîêàçàòåëü ρ (r) âûáåðåì ρ (r) = ρ. Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

1

H (0)
lim
n→∞

ln |bn|
qρn

< 1. (16)

Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî H (0) > 0 ïðè 0 < ρ < 1/2. Ïîñêîëüêó {an}
ðàñïîëîæåíû íà îäíîì ëó÷å arg z = 0, òî â ñîãëàñèè ñ ôîðìóëîé (10)

H (0) =
π∆

sinπρ
cosπρ.

Äàëåå

ln |bn| = ln

∣∣∣∣ 1

Q1 (qn) e−A1qn

∣∣∣∣ = − ln
∣∣Q1 (qn) e

−A1qn
∣∣ = − ln

∣∣e−A1qn
∣∣−

− ln

∣∣∣∣∣∣
∏
j∈J

(
1− qn

j

)
e

qn
j

∣∣∣∣∣∣ = A1qn −
∑
j∈J

ln

∣∣∣∣(1− qn
j

)
e

qn

j

∣∣∣∣ =
= A1qn −

∑
j∈J

(
ln

∣∣∣∣1− qn
j

∣∣∣∣+ qn
j

)
.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì

ln (1− x) + x = −
∞∑
p=2

xp

p
, |x| < 1.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷èì

ln

∣∣∣∣1− qn
j

∣∣∣∣+ qn
j

= −
∞∑
p=2

1

p

(
qn
j

)p

,

∣∣∣∣qnj
∣∣∣∣ < 1.

Óñëîâèå qn/j < 1, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìå-
ðà j > j0 (ïðè ôèêñèðîâàííîì n). Âûáîð j0 áóäåò ïðèâåäåí íèæå. Òàêèì
îáðàçîì,

ln |bn| = A1qn −
∑
j∈J

(
ln

∣∣∣∣1− qn
j

∣∣∣∣+ qn
j

)
= A1qn +

∑
j∈J
j>j0

∞∑
p=2

1

p

(
qn
j

)p

=

= A1qn +
∞∑
p=2

∑
j∈J
j>j0

1

p

(
qn
j

)p

= A1qn +
∞∑
p=2

qpn
p

∑
j∈J
j>j0

1

jp
≤

≤ A1qn +

∞∑
p=2

qpn
p

∞∑
j=j0+1

1

jp
= A1qn +

∞∑
p=2

qpn
p

 ∞∑
j=1

1

jp
−

j0∑
j=1

1

jp

 =

= A1qn +
∞∑
p=2

qpn
p

ζ (p)− j0∑
j=1

1

jp

 ,

ãäå ζ (p) � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, à ïåðåìåíà ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ â
êðàòíûõ ðÿäàõ ñïðàâåäëèâà ââèäó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè êàæäîãî èç
ðÿäîâ.
Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2, ãëàâà IV, ï. 3]), ÷òî äëÿ s = σ+ it îöåíêà

ζ (s) =
∑
n≤x

1

ns
− x1−s

1− s
+O

(
x−σ

)
èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî â îáëàñòè σ ≥ σ0 > 0, |t| < 2πx/C2, ïðè
ôèêñèðîâàííîì C2. Òîãäà

ζ (p)−
j0∑
j=1

1

jp
= − j1−p

0

1− p
+O

(
j−p
0

)
èëè ζ (p)−

j0∑
j=1

1

jp
≤ j1−p

0

p− 1
+C3j

−p
0 ,
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ãäå êîíñòàíòà C3 íå çàâèñèò îò j0.
Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ ln |bn|. Ïîëó÷èì

∞∑
p=2

qpn
p

ζ (p)− j0∑
j=1

1

jp

 ≤
∞∑
p=2

qpn
p

(
j1−p
0

p− 1
+ C3j

−p
0

)
=

∞∑
p=2

qpn
p

j1−p
0

p− 1
+

+

∞∑
p=2

qpn
p
C3j

−p
0 = j0

∞∑
p=2

1

p (p− 1)

(
qn
j0

)p

+ C3

∞∑
p=2

1

p

(
qn
j0

)p

<

< j0

∞∑
p=2

(
qn
j0

)p

+ C3

∞∑
p=2

(
qn
j0

)p

= (j0 + C3)

(
qn
j0

)2
1− qn

j0

,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

qn
j0
< 1.

Òàêèì îáðàçîì,

ln |bn| < A1qn + (j0 + C3)

(
qn
j0

)2
1− qn

j0

= A1qn + (j0 + C3)

qn
j20

1
qn

− 1
j0

=

= A1qn −
(j0 + C3)

qn
j20

1
j0

− 1
qn

=
−qn

(
j0+C3

j20
− A1

j0

)
−A1

1
j0

− 1
qn

.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

j0 + C3

j20
− A1

j0
> 0, j0+C3−A1j0 > 0, C3 > j0 (A1 − 1) , j0 <

C3

A1 − 1
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

lim
n→∞

ln |bn|
qρn

= −∞ äëÿ 0 < ρ < 1/2

è óñëîâèå (16) âûïîëíåíî. □

Äàëåå çàïèøåì ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïëàíà (5) â âèäå:

∞∑
n=1

g (n) = −1

2
g (0) +

+∞∫
0

g (τ) dτ + i

+∞∫
0

g (it)− g (−it)
e2πt − 1

dt. (17)

Ïîëîæèì â ôîðìóëå (17) ôóíêöèþ g (ζ) â âèäå (6). Ââèäó óñëîâèÿ (7)
ôóíêöèÿ g (ζ) ðàâíà íóëþ â íàòóðàëüíûõ òî÷êàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn}. À â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ââèäó óñëî-
âèÿ (9))

g (qn) =
Q (qn) e

−A1qn

(z + qn)
2 =

Q1 (qn)Q2 (qn) e
−A1qn

(z + qn)
2 =

1

(z + qn)
2 .
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Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ g (ζ) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (6), ôóíêöèÿ Q (ζ), ôèãóðèðóþùàÿ â
ôîðìóëå (6), ïîñòðîåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé Q1 (ζ) è
Q2 (ζ), êîòîðûå îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì (8) è (15) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f (z) � öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà 0 < ρ < 1/2
ñ íóëÿìè z1, z2, . . .. Íóëè zn = −qn, qn > 0, qn îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà äëÿ Re z > 0 ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

− d

dz

f ′ (z)

f (z)
=

∞∑
n=1

1

(z + qn)
2 = −1

2
g (0)+

+∞∫
0

g (τ) dτ+i

+∞∫
0

g (it)− g (−it)
e2πt − 1

dt,

ãäå ôóíêöèÿ g (ζ) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (6).
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