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Abstract: The purpose of this work is a local description over the
field C of four-dimensional symmetric homogeneous spaces with
an invariant non-degenerate almost symplectic structure, the case
is considered when the set of nilpotent elements in the isotropic
representation of the stabilizer does not coincide with the stabilizer
itself, the complete classification of such spaces is given explicitly.
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1 Введение

Симплектическая геометрия – важный раздел современной диффе-
ренциальной геометрии. Первоначально повышенный интерес к симплек-
тическим многообразиям связан с ролью пуассоновских структур в га-
мильтоновой динамике, этот интерес усилила публикация фундамен-
тальных трудов А. Лихнеровича [1], А. Кириллова [2], А. Вайнштейна [3]
и др. Симплектическое многообразие – это многообразие с заданной на
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нем симплектической формой (замкнутой невырожденной дифференци-
альной 2-формой), оно позволяет, в частности, естественным геометри-
ческим образом ввести гамильтонову механику и дает наглядное толко-
вание многим ее свойствам.

Изучение симметрических однородных пространств было начато в ра-
ботах Э. Картана, рассмотревшего некоторые общие свойства таких про-
странств и подробно описавшего симметрические римановы простран-
ства, им была решена [4] задача локальной классификации симметри-
ческих однородных пространств с простыми компактными основными
группами. Целью данной работы является классификация над полем C
четырехмерных симметрических однородных пространств с инвариант-
ной невырожденной почти симплектической структурой, рассматривает-
ся случай, когда изотропное представление стабилизатора не является
нильпотентным.

2 Основные определения

Пусть (G,M) – четырехмерное однородное пространство и G = Gx —
стабилизатор произвольной точки x ∈ M . Паре (G,G) поставим в соот-
ветствие пару (ḡ, g), где ḡ — алгебра Ли группы Ли G и g — подалгебра
в ḡ, соответствующая подгруппе Ли G. Назовем пару (ḡ, g) эффектив-
ной, если подалгебра g не содержит ненулевых идеалов алгебры Ли ḡ.
Проблема классификации однородных пространств (G,M) равносильна
классификации (с точностью до эквивалентности) пар групп Ли (G,G).
Используя линеаризацию, эту проблему можно свести к классифика-
ции эффективных пар алгебр Ли (ḡ, g) с точностью до эквивалентности
пар [5].

Пара (ḡ, g) называется изотропно-точной, если точно изотропное пред-
ставление подалгебры g. Однородное пространство Ḡ/G редуктивно, ес-
ли ḡ может быть разложена в прямую сумму векторных пространств –
алгебры Ли g и ad(G)-инвариантного подпространства V , т. е. если ḡ =
g + V, g

⋂
V = 0; ad(G)V ⊂ V . Второе условие влечет [g, V ] ⊂ V и

наоборот, если G связна. Такое разложение называется каноническим.
Если Ḡ/G редуктивно, то линейное представление изотропии для G все-
гда точное. Симметрические однородные пространства – частный случай
редуктивных однородных пространств. Если Ḡ/G является симметри-
ческим, то [g, g] ⊂ g, [g, V ] ⊂ V и [V, V ] ⊂ g.

Пусть V = ḡ/g — g-модуль, соответствующий изотропному представ-
лению. Пространство B(V ) билинейных форм на V естественным обра-
зом становится g-модулем, если положить(

x.b
)
(v1, v2) = −b(x.v1, v2)− b(v1, x.v2),

где x ∈ g, v1, v2 ∈ V , b ∈ B(V ). Почти симплектической структурой на
g-модуле V называется невырожденная, кососимметрическая билиней-
ная форма b ∈ B(V ) такая, что x.b = 0 для всех x ∈ g. Другими словами,
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b ∈ B(V )g. Не ограничивая общности, можно считать, что алгебра Ли g
является подалгеброй в линейной алгебре Ли sp(4,C).

Решение задачи классификации изотропно-точных пар разбивается на
следующие этапы: классификация с точностью до сопряженности всех
подалгебр алгебры Ли sp(4,C), для каждой найденной подалгебры g
– классификация (с точностью до эквивалентности) изотропно-точных
пар (ḡ, g), у которых изотропное представление сопряжено подалгебре g.
В работе [6] приведены подалгебры в sp(4,C), описывается алгоритм на-
хождения почти симплектических изотропно-точных пар, там же даны
основные определения и приведено более подробное обоснование приме-
няемых методов.

Пару (ḡ, g) назовем тривиальной, если существует подмодуль V g-
модуля ḡ, такой, что ḡ = V ⊕ g. Тривиальные пары однозначно опреде-
ляются подалгеброй g (список таких пар приведен в [6]), поэтому доста-
точно описать только нетривиальные пары. Для ссылки на подалгебры
будем использовать следующее обозначение: d.n, где d — размерность по-
далгебры, а n — ее порядковый номер, соответствующие приведенным
в [6].

3 Описание четырехмерных симметрических
однородных пространств с инвариантной

невырожденной почти симплектической структурой

Проведем классификацию изотропно-точных пар с инвариантной не-
вырожденной почти симплектической структурой и выберем из них не-
тривиальные симметрические. Ограничимся в данной работе случаем,
когда множество нильпотентных элементов алгебры g отлично от g.

Теорема 1. 1) Любое нетривиальное четырехмерное симметрическое
однородное пространство с инвариантной невырожденной почти сим-
плектической структурой, задаваемое парой (ḡ, g), такой, что ḡ и g
неразрешимы, эквивалентно одной и только одной из следующих пар:

4.4.2 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 e3 −e4 u1 0 −u3 0
e2 0 0 −e3 e4 0 u2 0 −u4
e3 −e3 e3 0 e1−e2 0 u1 −u4 0
e4 e4 −e4 −e1+e2 0 u2 0 0 −u3
u1 −u1 0 0 −u2 0 0 2e1+e2 e3
u2 0 −u2 −u1 0 0 0 e4 e1+2e2
u3 u3 0 u4 0 −2e1−e2 −e4 0 0
u4 0 u4 0 u3 −e3 −e1−2e2 0 0
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4.10.6(γ = 0) e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 2e2 0 −2e4 u1 0 −u3 0
e2 −2e2 0 0 e1 0 0 u1 0
e3 0 0 0 0 0 0 0 u2
e4 2e4 −e1 0 0 u3 0 0 0
u1 −u1 0 0 −u3 0 0 0 0
u2 0 0 0 0 0 0 0 e3
u3 u3 −u1 0 0 0 0 0 0
u4 0 0 −u2 0 0 −e3 0 0

4.11.2 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 2e3 −2e4 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 0 0 u2 0 −u4
e3 −2e3 0 0 e1 0 0 u1 0
e4 2e4 0 −e1 0 u3 0 0 0
u1 −u1 0 0 −u3 0 0 0 0
u2 0 −u2 0 0 0 0 0 e2
u3 u3 0 −u1 0 0 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 −e2 0 0

6.3.3 e1 e2 e3 e4 e5 e6 u1 u2 u3 u4
e1 0 −e2 2e3 e4 0 −2e6 u1 0 −u3 0
e2 e2 0 e4 2e5 0 0 u2 0 0 −u3
e3 −2e3 −e4 0 0 0 e1 0 0 u1 0
e4 −e4 −2e5 0 0 0 e2 0 0 u2 u1
e5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 u2
e6 2e6 0 −e1 −e2 0 0 u3 0 0 0
u1 −u1 −u2 0 0 0 −u3 0 0 2e5 e4
u2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4e5
u3 u3 0 −u1 −u2 0 0 −2e5 0 0 −e2
u4 0 u3 0 −u1 −u2 0 −e4 −4e5 e2 0

2) Любое нетривиальное четырехмерное симметрическое однород-
ное пространство с инвариантной невырожденной почти симплекти-
ческой структурой, задаваемое парой (ḡ, g), такой, что ḡ – неразреши-
ма, а g – разрешима, g не является состоящей только из нильпотент-
ных элементов, эквивалентно одной и только одной из следующих пар:

1.5.3 e1 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u2 0 −u4
u1 0 0 0 0 0
u2 −u2 0 0 0 e1
u3 0 0 0 0 0
u4 u4 0 −e1 0 0
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2.4.7 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 0 u2 0 −u4
e2 0 0 0 0 u1 0
u1 0 0 0 0 0 0
u2 −u2 0 0 0 0 e1
u3 0 −u1 0 0 0 0
u4 u4 0 0 −e1 0 0

2.4.8 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 0 u2 0 −u4
e2 0 0 0 0 u1 0
u1 0 0 0 0 e2 0
u2 −u2 0 0 0 0 e1
u3 0 −u1 −e2 0 0 0
u4 u4 0 0 −e1 0 0

2.6.4 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 −u1 u2 u3 −u4
e2 0 0 0 0 u2 u1
u1 u1 0 0 0 e2 0
u2 −u2 0 0 0 0 e2
u3 −u3 −u2 −e2 0 0 e1
u4 u4 −u1 0 −e2 −e1 0

2.9.2 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 e1 0
u2 0 −u2 0 0 0 0
u3 u3 0 −e1 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 0

2.9.3 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 e1 0
u2 0 −u2 0 0 0 e2
u3 u3 0 −e1 0 0 0
u4 0 u4 0 −e2 0 0
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3.2.2 e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 2e3 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 0 u2 0 −u4
e3 −2e3 0 0 0 0 u1 0
u1 −u1 0 0 0 0 0 0
u2 0 −u2 0 0 0 0 e2
u3 u3 0 −u1 0 0 0 0
u4 0 u4 0 0 −e2 0 0

3) Любое нетривиальное четырехмерное симметрическое однород-
ное пространство с инвариантной невырожденной почти симплекти-
ческой структурой, задаваемое парой (ḡ, g), такой, что ḡ и g разреши-
мы, g не является состоящей только из нильпотентных элементов,
эквивалентно одной и только одной из следующих пар:

2.4.2 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 2

3e2
1
3u1 u2 −1

3u3 −u4
e2 −2

3e2 0 0 0 u1 0
u1 −1

3u1 0 0 0 0 0
u2 −u2 0 0 0 e2 0
u3

1
3u3 −u1 0 −e2 0 0

u4 u4 0 0 0 0 0

2.4.14(α = 0) e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 0 u2 0 −u4
e2 0 0 0 0 u1 0
u1 0 0 0 0 e2 0
u2 −u2 0 0 0 0 0
u3 0 −u1 −e2 0 0 0
u4 u4 0 0 0 0 0

2.6.5 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 −u1 u2 u3 −u4
e2 0 0 0 0 u2 u1
u1 u1 0 0 0 0 0
u2 −u2 0 0 0 0 0
u3 −u3 −u2 0 0 0 e2
u4 u4 −u1 0 0 −e2 0

3.9.5 e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 2e3 u1 u2 −u3 −u4
e2 0 0 0 0 u1 −u4 0
e3 −2e3 0 0 0 0 u1 0
u1 −u1 0 0 0 0 0 0
u2 −u2 −u1 0 0 0 e2 0
u3 u3 u4 −u1 0 −e2 0 0
u4 u4 0 0 0 0 0 0
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3.9.6 e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 −2

3e2
2
3e3

1
3u1 u2 −1

3u3 −u4
e2

2
3e2 0 0 0 u1 −u4 0

e3 −2
3e3 0 0 0 0 u1 0

u1 −1
3u1 0 0 0 0 0 0

u2 −u2 −u1 0 0 0 e3 0
u3

1
3u3 u4 −u1 0 −e3 0 0

u4 u4 0 0 0 0 0 0

3.9.7 e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 −4

3e2 −2
3e3 −1

3u1 u2
1
3u3 −u4

e2
4
3e2 0 0 0 u1 −u4 0

e3
2
3e3 0 0 0 0 u1 0

u1
1
3u1 0 0 0 0 0 0

u2 −u2 −u1 0 0 0 0 0
u3 −1

3u3 u4 −u1 0 0 0 e3
u4 u4 0 0 0 0 −e3 0

3.9.16(α = β = 0) e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 −e2 0 0 u2 0 −u4
e2 e2 0 0 0 u1 −u4 0
e3 0 0 0 0 0 u1 0
u1 0 0 0 0 0 e3 0
u2 −u2 −u1 0 0 0 0 e3
u3 0 u4 −u1 −e3 0 0 e2
u4 u4 0 0 0 −e3 −e2 0

3.10.3 e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 −2

3e2 2e3 −1
3u1 u2

1
3u3 −u4

e2
2
3e2 0 0 0 0 u1 0

e3 −2e3 0 0 0 0 0 u2
u1

1
3u1 0 0 0 0 0 0

u2 −u2 0 0 0 0 0 0
u3 −1

3u3 −u1 0 0 0 0 e2
u4 u4 0 −u2 0 0 −e2 0

3.10.10 e1 e2 e3 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 2e3 0 u2 0 −u4
e2 0 0 0 0 0 u1 0
e3 −2e3 0 0 0 0 0 u2
u1 0 0 0 0 0 e2 0
u2 −u2 0 0 0 0 0 0
u3 0 −u1 0 −e2 0 0 0
u4 u4 0 −u2 0 0 0 0
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4.3.3 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 −2

3e2
2
3e3 2e4 −1

3u1 u2
1
3u3 −u4

e2
2
3e2 0 0 0 0 0 u1 0

e3 −2
3e3 0 0 0 0 0 u2 u1

e4 −2e4 0 0 0 0 0 0 u2
u1

1
3u1 0 0 0 0 0 0 0

u2 −u2 0 0 0 0 0 0 0
u3 −1

3u3 −u1 −u2 0 0 0 0 e2
u4 u4 0 −u1 −u2 0 0 −e2 0

4.3.4 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 −2e2 0 2e4 −u1 u2 u3 −u4
e2 2e2 0 0 0 0 0 u1 0
e3 0 0 0 0 0 0 u2 u1
e4 −2e4 0 0 0 0 0 0 u2
u1 u1 0 0 0 0 0 0 0
u2 −u2 0 0 0 0 0 0 0
u3 −u3 −u1 −u2 0 0 0 0 e3
u4 u4 0 −u1 −u2 0 0 −e3 0

4.8.3 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 −2

3e2
2
3e3

4
3e4

1
3u1 u2 −1

3u3 −u4
e2

2
3e2 0 0 2e3 0 u1 −u4 0

e3 −2
3e3 0 0 0 0 0 u1 0

e4 −4
3e4 −2e3 0 0 0 0 u2 u1

u1 −1
3u1 0 0 0 0 0 0 0

u2 −u2 −u1 0 0 0 0 e3 0
u3

1
3u3 u4 −u1 −u2 0 −e3 0 0

u4 u4 0 0 −u1 0 0 0 0

4.8.12 e1 e2 e3 e4 u1 u2 u3 u4
e1 0 −e2 0 e4 0 u2 0 −u4
e2 e2 0 0 2e3 0 u1 −u4 0
e3 0 0 0 0 0 0 u1 0
e4 −e4 −2e3 0 0 0 0 u2 u1
u1 0 0 0 0 0 0 4e3 0
u2 −u2 −u1 0 0 0 0 e4 2e3
u3 0 u4 −u1 −u2 −4e3 −e4 0 e2
u4 u4 0 0 −u1 0 −2e3 −e2 0
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5.1.5 e1 e2 e3 e4 e5 u1 u2 u3 u4
e1 0 −4

3e2 −2
3e3

2
3e4 2e5 −1

3u1 u2
1
3u3 −u4

e2
4
3e2 0 0 2e3 e4 0 u1 −u4 0

e3
2
3e3 0 0 0 0 0 0 u1 0

e4 −2
3e4 −2e3 0 0 0 0 0 u2 u1

e5 −2e5 −e4 0 0 0 0 0 0 u2
u1

1
3u1 0 0 0 0 0 0 0 0

u2 −u2 −u1 0 0 0 0 0 0 0
u3 −1

3u3 u4 −u1 −u2 0 0 0 0 e3
u4 u4 0 0 −u1 −u2 0 0 −e3 0

Для доказательства проводится классификация изотропно-точных по-
чти симплектических пар и выбираются из них нетривиальные симмет-
рические. Действительно, рассмотрим, например, пары (ḡ, g) типа 2.9,
где

g =



x

y
−x

−y


∣∣∣∣∣∣∣∣x, y ∈ C

 .

Пусть E = {e1, e2} – базис в g,

e1 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 , e2 =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

 ,

{u1, u2, u3, u4} — базис дополнительного пространства U . Пусть h =
Ce1 + Ce2 — нильпотентная подалгебра алгебры Ли g. Из того, что

ḡ(0,0)(h) = Ce1 + Ce2,

ḡ(1,0)(h) = Cu1, ḡ(0,1)(h) = Cu2,

ḡ(−1,0)(h) = Cu3, ḡ(0,−1)(h) = Cu4

следует

[u1, u2] = 0, [u2, u3] = 0,

[u1, u3] = b1e1 + b2e2, [u2, u4] = f1e1 + f2e2,

[u1, u4] = 0, [u3, u4] = 0.
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Проверяя тождества Якоби на векторах ei, uj , uk (1 6 i 6 2, 1 6 j < k 6
4) и ui, uj , uk (1 6 i < j < k 6 4), получаем, что пара (ḡ, g) имеет вид

e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 b1e1 0
u2 0 −u2 0 0 0 f2e2
u3 u3 0 −b1e1 0 0 0
u4 0 u4 0 −f2e2 0 0

.

Рассмотрим следующие случаи:
1◦ b1 = f2 = 0. Пара (ḡ, g) эквивалентна тривиальной паре

2.9.1 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 0 0
u2 0 −u2 0 0 0 0
u3 u3 0 0 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 0

.

2◦ b21 + f22 6= 0, b1f2 = 0. Отображение π : ḡ′ → ḡ такое, что π(e1) =
e2, π(e2) = e1, π(u1) = u2, π(u2) = u1, π(u3) = u4, π(u4) = u3, устанав-
ливает эквивалентность пар (ḡ, g) и (ḡ′, g′), где последняя имеет вид

e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 f2e1 0
u2 0 −u2 0 0 0 b1e2
u3 u3 0 −f2e1 0 0 0
u4 0 u4 0 −b1e2 0 0

.

Тогда без ограничения общности можно считать, что b1 6= 0, f2 = 0,
и пара (ḡ, g) эквивалентна паре

2.9.2 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 e1 0
u2 0 −u2 0 0 0 0
u3 u3 0 −e1 0 0 0
u4 0 u4 0 0 0 0

при помощи отображения π : ḡ2 → ḡ такого, что π(e1) = e1, π(e2) =
e2, π(u1) = 1

b1
u1, π(u2) = u2, π(u3) = u3, π(u4) = u4.
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3◦ b1f2 6= 0. Тогда пара (ḡ, g) эквивалентна паре

2.9.3 e1 e2 u1 u2 u3 u4
e1 0 0 u1 0 −u3 0
e2 0 0 0 u2 0 −u4
u1 −u1 0 0 0 e1 0
u2 0 −u2 0 0 0 e2
u3 u3 0 −e1 0 0 0
u4 0 u4 0 −e2 0 0

при помощи отображения π : ḡ3 → ḡ такого, что π(e1) = e1, π(e2) =
e2, π(u1) = 1

b1
u1, π(u2) = 1

f2
u2, π(u3) = u3, π(u4) = u4.

Теперь покажем, что найденные пары не эквивалентны друг другу.
Так как dimDḡ1 6= dimDḡ2 6= dimDḡ3, мы видим, что пары 2.9.1, 2.9.2,
2.9.3 не эквивалентны. Пара 2.9.1 тривиальна, а пары 2.9.2 и 2.9.3 явля-
ются нетривиальными и симметрическими и входят в рассматриваемый
в работе класс пар.

Применяя аналогичные рассуждения для всех подалгебр g в sp(4,C),
таких, что множество нильпотентных элементов подалгебры g отлично
от самой g, и выбирая из полученных пар симметрические, получаем
искомое локальное описание четырехмерных симметрических однород-
ных пространств с инвариантной невырожденной почти симплектиче-
ской структурой.
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