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Ïðåäñòàâëåíî

Abstract: A modi�cation of SEIRS model of the epidemic process
taking into account time- and place-local contacts of individuals
is developed. The model on the base of a high-dimensional system
of di�erential equations with two delays, supplemented with initial
data, is constructed. The correctness of model is studied. Conditions
for the asymptotic stability of the trivial equilibrium state, which
re�ects the solution of the model in which there is no infection,
is established. An expression for the infection spread coe�cient
is obtained. To solve the model numerically, a semi-implicit Euler
scheme is used. The results of computational experiments with the
model are presented. The signi�cant in�uence of the heterogeneity
of cohorts of susceptible and infectious individuals on the dynamics
of the epidemic process is shown. The results of �tting solutions to
the original high-dimensional model using its simpler modi�cation
are presented.

Pertsev, N.V., Loginov, K.K., Numerical modeling of the epidemic process

taking into account time- and place-local contacts of individuals.
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1 Ââåäåíèå

Ìíîãèå èç èçâåñòíûõ ìîäåëåé ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðåäïîëàãà-
þò íåîäíîðîäíîñòü ïîïóëÿöèè èíäèâèäóóìîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ïðåáû-
âàíèÿ â ðàçëè÷íûõ êîãîðòàõ: S � êîãîðòà âîñïðèèì÷èâûõ èíäèâèäóó-
ìîâ, E � êîãîðòà ëàòåíòíî-èíôèöèðîâàííûõ (íåçàðàçíûõ) èíäèâèäóó-
ìîâ, I � êîãîðòà çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ, R � êîãîðòà ïåðåáîëåâøèõ
èíäèâèäóóìîâ. Ïåðåõîäû èíäèâèäóóìîâ ìåæäó êîãîðòàìè ïî öåïî÷êå
S → E → I → R → S ïðèâîäÿò ê òàê íàçûâàåìîé SEIRS ìîäåëè.
Âàæíûì àñïåêòîì SEIRS ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò íàõîæäåíèÿ çàðàæåííûõ
èíäèâèäóóìîâ â ëàòåíòíîé ñòàäèè çàáîëåâàíèÿ â òå÷åíèå îïðåäåëåííî-
ãî ïåðèîäà âðåìåíè è ó÷åò îïðåäåëåííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîääåð-
æàíèÿ èììóíèòåòà ê èíôåêöèè ó ïåðåáîëåâøèõ èíäèâèäóóìîâ. Óêàçàí-
íûå ôàêòîðû ïðèâîäÿò ê SEIRS ìîäåëÿì â ôîðìå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì è
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ è
áîëåå ïðîñòûå âàðèàíòû SEIRS ìîäåëè â ôîðìå SEIR èëè SIR ìîäåëåé
(áåç ó÷åòà ïåðåõîäîâ R → S è S → E) è èõ íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè.
Ïðèìåðû ïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû â [1]�[15] è ïðèâåäåí-
íûõ â ýòèõ ðàáîòàõ ññûëêàõ íà ñòàòüè äðóãèõ àâòîðîâ.
Îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýïèäå-

ìè÷åñêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå êîíòàêòîâ âîñïðèèì÷èâûõ (S) è
çàðàçíûõ (I) èíäèâèäóóìîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ ëàòåíòíî - èí-
ôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ (E). Êîíòàêòû èíäèâèäóóìîâ êîãîðò S, I
ïðîèñõîäÿò ïðè èõ íàõîæäåíèè â îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòàõ (ìàãàçèíû,
îôèñû, ó÷ðåæäåíèÿ êóëüòóðû, îáðàçîâàòåëüíûå ó÷ðåæäåíèÿ, ñïîðòèâ-
íûå êëóáû, êàôå, îáùåñòâåííûé òðàíñïîðò), è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
âèÿõ ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ èíäèâèäóóìîâ êîãîðòû E. Íàõîæäåíèå èí-
äèâèäóóìîâ â îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòàõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ôîðìå
ïðîöåññà, ëîêàëüíîãî êàê ïî âðåìåíè, òàê è ïî ìåñòîïîëîæåíèþ. Äëÿ
ôîðìàëèçàöèè óêàçàííîãî ïðîöåññà ñëåäóåò ó÷èòûâàòü èíòåíñèâíîñòè
ïîñåùåíèÿ èíäèâèäóóìàìè íåñêîëüêèõ èç îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòîâ â
òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî ïåðèîäà âðåìåíè (íàïðèìåð, â òå÷åíèå ðàáî÷åãî
äíÿ), äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿ èíäèâèäóóìîâ â òîì èëè èíîì èç ïåðå-
÷èñëåííûõ îáúåêòîâ, à òàêæå èíòåíñèâíîñòè êîíòàêòîâ âîñïðèèì÷èâûõ
è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ. Ïðèâåäåííîå îïèñàíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà â êðóïíûõ
ãîðîäàõ ñ ó÷åòîì èõ ïðèãîðîäîâ èëè â íåáîëüøèõ ðåãèîíàõ, ãäå èìåþò-
ñÿ óñòîé÷èâûå ïîòîêè èíäèâèäóóìîâ, ïåðåìåùàþùèõñÿ ïî ðàçëè÷íûì
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îáùåäîñòóïíûì îáúåêòàì, è âîçâðàùàþùèõñÿ â èñõîäíûå ìåñòà ïðåáû-
âàíèÿ.
Äåòàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìàëèçàöèÿ êîíòàêòîâ âîñïðèèì÷èâûõ

è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ñ ó÷åòîì ðàçíîîáðàçíûõ ôàêòîðîâ â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ íåðåøåííîé ïðîáëåìîé, ñîïîñòàâèìîé ïî ñëîæíîñòè,
íàïðèìåð, ñ îïèñàíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â óðàâíåíèè Áîëüöìàíà.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê îïè-

ñàíèþ êîíòàêòîâ âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ â ðàìêàõ
ìîäèôèêàöèè SEIRS ìîäåëè. Â çàäà÷è ðàáîòû âõîäèò: 1) ïîñòðîåíèå
óðàâíåíèé SEIRS ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé ëîêàëüíûå ïî âðåìåíè è ìå-
ñòîïîëîæåíèþ êîíòàêòû èíäèâèäóóìîâ; 2) àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
ðåøåíèé ìîäåëè; 3) ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëè;
4) ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå õàðàêòåðíûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè ýïèäåìè-
÷åñêîãî ïðîöåññà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îòðà-
æàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ïî
îáùåäîñòóïíûì îáúåêòàì (ìåñòàì èõ âîçìîæíûõ êîíòàêòîâ).

2 Óðàâíåíèÿ ìîäåëè

Ðàññìîòðèì âçðîñëîå íàñåëåíèå íåêîòîðîãî êðóïíîãî ïî ÷èñëåííîñòè
ðåãèîíà � ðàéîíà, ãîðîäà, îáëàñòè. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè èíôåê-
öèè äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ ðåãèîíà îïðåäåëÿåòñÿ
ïðèòîêîì èíäèâèäóóìîâ çà ñ÷åò ïîäðàñòàþùèõ èíäèâèäóóìîâ ðåãèîíà,
ìèãðàöèîííîãî ïðèòîêà è îòòîêà, à òàêæå çà ñ÷åò ñìåðòè èíäèâèäóó-
ìîâ îò ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí. Ïðèìåì, ÷òî â óñëîâèÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
èíôåêöèè êîíòàêòû âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ìîãóò
ïðîèñõîäèòü ïðè ïîñåùåíèè èìè íåêîòîðûõ îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòîâ.
Îáîçíà÷èì:
W1, . . . , Wm � ñîâîêóïíîñòü îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòîâ;
Sk, Ik � êîãîðòû âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ, íàõîäÿ-

ùèõñÿ íà îáúåêòå Wk, 1 ≤ k ≤ m;
S0, I0 � êîãîðòû âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ, íàõîäÿ-

ùèõñÿ âíå îáúåêòîâ W1, . . . , Wm, è íå ó÷àñòâóþùèå â êîíòàêòàõ;
E � êîãîðòà ëàòåíòíî-èíôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ;
R � êîãîðòà èçîëèðîâàííûõ áîëüíûõ è ïåðåáîëåâøèõ èíäèâèäóóìîâ,

ñôîðìèðîâàâøèõ èììóíèòåò ê èíôåêöèè.
Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè êîãîðò

S =
(
S0, S1, . . . , Sm

)
, I =

(
I0, I1, . . . , Im

)
, E, R (2.1)

â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [0;∞) èñïîëüçóåì ïåðåìåííûå âåùåñòâåííîãî òèïà

S(t) =
(
S0(t), S1(t), . . . , Sm(t)

)
,

I(t) =
(
I0(t), I1(t), . . . , Im(t)

)
, E(t), R(t). (2.2)

Ââåäåì íàáîð ïîñòóëàòîâ, îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêó êîãîðò (2.1).
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H1. Êîãîðòà S0 ïîïîëíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ fS0(t) çà ñ÷åò ïîäðàñòàþ-
ùèõ èíäèâèäóóìîâ ðåãèîíà èëè ìèãðàöèîííîãî ïðèòîêà èíäèâèäóóìîâ
èç äðóãèõ ðåãèîíîâ, ãäå fS0(t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, t ∈ [0;∞).
H2. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû S0 ñ èíòåíñèâíîñòüþ ρS0 = const > 0 ïî-

êèäàþò ýòó êîãîðòó, è äîëÿ 0 < αk < 1 ýòèõ èíäèâèäóóìîâ ïîïîëíÿåò
êîãîðòó Sk, 1 ≤ k ≤ m,

∑m
k=1 αk = 1.

H3. Ïóñòü 0 ≤ k ≤ m. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû Sk ïîêèäàþò ýòó êî-
ãîðòó âñëåäñòâèå ñìåðòè îò ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí èëè ìèãðàöèè èç ðåãèîíà
ñ èíòåíñèâíîñòüþ λS = const > 0.
H4. Ïóñòü 1 ≤ k ≤ m. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû Sk ïîêèäàþò ýòó êîãîð-

òó ñ èíòåíñèâíîñòüþ µk = const > 0 è âîçâðàùàþòñÿ â êîãîðòó S0.
H5. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû I0 ñ èíòåíñèâíîñòüþ ρI0 = const > 0 ïî-

êèäàþò ýòó êîãîðòó, è äîëÿ 0 < βk < 1 ýòèõ èíäèâèäóóìîâ ïîïîëíÿåò
êîãîðòó Ik, 1 ≤ k ≤ m,

∑m
k=1 βk = 1.

H6. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû I0 ñ èíòåíñèâíîñòüþ ηI0 = const > 0, ïî-
êèäàþò ýòó êîãîðòó è ïåðåõîäÿò â êîãîðòó R.
H7. Ïóñòü 0 ≤ k ≤ m. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû Ik ïîêèäàþò ýòó êî-

ãîðòó âñëåäñòâèå ñìåðòè îò ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí èëè ìèãðàöèè èç ðåãèîíà
ñ èíòåíñèâíîñòüþ λI = const > 0.
H8. Ïóñòü 1 ≤ k ≤ m. Èíäèâèäóóìû êîãîðòû Ik ïîêèäàþò ýòó êîãîðòó

ñ èíòåíñèâíîñòüþ νk = const > 0, è âîçâðàùàþòñÿ â êîãîðòó I0.
H9. Ïóñòü 1 ≤ k ≤ m. Ñ èíòåíñèâíîñòüþ γk > 0 â ðàñ÷åòå íà îäíó ïàðó

èíäèâèäóóìîâ êîãîðò Sk, Ik ïðîèñõîäÿò êîíòàêòû ýòèõ èíäèâèäóóìîâ,
ïðèâîäÿùèå ê ïîÿâëåíèþ èíäèâèäóóìîâ, ïîïîëíÿþùèõ êîãîðòó E.
H10. Èíäèâèäóóìû êîãîðòûE ïîêèäàþò ýòó êîãîðòó âñëåäñòâèå ñìåð-

òè îò ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí èëè ìèãðàöèè èç ðåãèîíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ
λE = const > 0.
H11. Ïóñòü èíäèâèäóóì êîãîðòû E ïîÿâèëñÿ â ýòîé êîãîðòå â íåêîòî-

ðûé ìîìåíò âðåìåíè tE . Ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ äëèòåëüíîñòü ïðåáû-
âàíèÿ èíäèâèäóóìà â êîãîðòå E îáîçíà÷èì ÷åðåç ωE = const > 0. Åñëè
çà ïðîìåæóòîê (tE ; tE + ωE) èíäèâèäóóì íå ïîêèíåò êîãîðòó E âñëåä-
ñòâèå ñîáûòèé, óêàçàííûõ â ïîñòóëàòåH10, òî â ìîìåíò âðåìåíè tE+ωE
èíäèâèäóóì èñêëþ÷àåòñÿ èç êîãîðòû E è ïîïîëíÿåò êîãîðòó I0.
H12. Èíäèâèäóóìû êîãîðòûR ïîêèäàþò ýòó êîãîðòó âñëåäñòâèå ñìåð-

òè îò ðàçëè÷íûõ ïðè÷èí èëè ìèãðàöèè èç ðåãèîíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ
λR = const > 0.
H13. Ïóñòü èíäèâèäóóì êîãîðòû R ïîÿâèëñÿ â ýòîé êîãîðòå â íåêîòî-

ðûé ìîìåíò âðåìåíè tR. Ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ äëèòåëüíîñòü ïðåáû-
âàíèÿ èíäèâèäóóìà â êîãîðòå R îáîçíà÷èì ÷åðåç ωR = const > 0. Åñëè
çà ïðîìåæóòîê (tR; tR + ωR) èíäèâèäóóì íå ïîêèíåò êîãîðòó R âñëåä-
ñòâèå ñîáûòèé, óêàçàííûõ â ïîñòóëàòåH12, òî â ìîìåíò âðåìåíè tR+ωR
ýòîò èíäèâèäóóì èñêëþ÷àåòñÿ èç êîãîðòû R è ïîïîëíÿåò êîãîðòó S0.
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H14. Âîçìîæíûå ïåðåìåùåíèÿ èíäèâèäóóìîâ êîãîðò E, R ïî îáùå-
äîñòóïíûì îáúåêòàì W1, . . . , Wm è èõ âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå âîñïðè-
èì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ êîãîðò S1, . . . , Sm, I1, . . . , Im íå
ó÷èòûâàþòñÿ.
Ïðèâåäåì äîïîëíèòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè. Ïîëàãàåì, ÷òî êîíñòàíòà 1/ρS0 îçíà÷àåò ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
âîñïðèèì÷èâûõ èíäèâèäóóìîâ â êîãîðòå S0 äî ïåðåõîäà â îäíó èç êîãîðò
Sk, 1 ≤ k ≤ m. Êîíñòàíòà 1/µk îçíà÷àåò ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ âîñ-
ïðèèì÷èâûõ èíäèâèäóóìîâ â êîãîðòå Sk, 1 ≤ k ≤ m, äî âîçâðàùåíèÿ
â êîãîðòó S0. Êîíñòàíòà 1/ρI0 � ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàðàçíûõ
èíäèâèäóóìîâ â êîãîðòå I0 äî ïåðåõîäà â îäíó èç êîãîðò Ik, 1 ≤ k ≤ m.
Êîíñòàíòà 1/νk � ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ â
êîãîðòå Ik, 1 ≤ k ≤ m, äî âîçâðàùåíèÿ â êîãîðòó I0. Êîíñòàíòà 1/ηI0
çàäàåò ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ â êîãîðòå I0
äî ïåðåõîäà â êîãîðòó R. Êîíñòàíòà 1/γk îçíà÷àåò ñðåäíåå âðåìÿ äî
êîíòàêòà îäíîé ïàðû âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ êîãîðò
Sk, Ik, 1 ≤ k ≤ m.
Îïèðàÿñü íà ïîñòóëàòû H1�H14 è ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ óðàâíåíèé,

ïðèâåäåííûå â [1]�[9], çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîäåëè â ñëåäóþùåé
ôîðìå:

dSk(t)

dt
= αkρS0S0(t)− (λS + µk + γkIk(t))Sk(t), 1 ≤ k ≤ m, (2.3)

dIk(t)

dt
= βkρI0I0(t)− (λI + νk)Ik(t), 1 ≤ k ≤ m, (2.4)

dS0(t)

dt
= fS0(t)+

m∑
k=1

µkSk(t)−(λS+ρS0)S0(t)+e−λRωR ηI0I0(t−ωR), (2.5)

dI0(t)

dt
=

m∑
k=1

νkIk(t) + e−λEωE

m∑
k=1

γkSk(t− ωE)Ik(t− ωE)

− (λI + ρI0 + ηI0)I0(t), (2.6)

dE(t)

dt
=

m∑
k=1

γkSk(t)Ik(t)− λEE(t)

− e−λEωE

m∑
k=1

γkSk(t− ωE)Ik(t− ωE), (2.7)

dR(t)

dt
= ηI0I0(t)− λRR(t)− e−λRωR ηI0I0(t− ωR), t ≥ 0. (2.8)

Â óðàâíåíèÿõ (2.3)�(2.8) ïðîèçâîäíûå ïåðåìåííûõ ìîäåëè ïðè t = 0
ïîíèìàþòñÿ êàê ïðàâîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ
fS0(t), âõîäÿùàÿ â (2.5), îïðåäåëåíà, íåîòðèöàòåëüíà, íåïðåðûâíà è îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàíòîé f̂ íà ïðîìåæóòêå t ∈ [0;∞).
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Ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.3)�(2.8) äîïîëíèì íà÷àëüíûìè äàííûìè

Sk(t) = S
(0)
k (t), Ik(t) = I

(0)
k (t), t ∈ [−ωE ; 0], 1 ≤ k ≤ m, (2.9)

S0(0) = S
(0)
0 , I0(t) = I

(0)
0 (t), t ∈ [−ωR; 0], (2.10)

E(0) = E
(0)
0 =

∫ 0

−ωE

eλEa
m∑
k=1

γkS
(0)
k (a)I

(0)
k (a)da, (2.11)

R(0) = R
(0)
0 =

∫ 0

−ωR

eλRa ηI0I
(0)
0 (a)da. (2.12)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (2.9)�(2.12) ôóíêöèè S
(0)
k (t), Ik(t) = I

(0)
k (t) îïðåäåëåíû,

íåîòðèöàòåëüíû è íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå t ∈ [−ωE ; 0], 1 ≤ k ≤ m,

S
(0)
0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ôóíêöèÿ I

(0)
0 (t) îïðåäåëåíà, íåîòðè-

öàòåëüíà è íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå t ∈ [−ωR; 0]. Èñõîäÿ èç ñîäåð-
æàòåëüíîãî ñìûñëà êîãîðò E, R, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðèìåì,
÷òî ωE < ωR.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå E(t), R(t) ÿâíî íå âõîäÿò â ñèñòåìó (2.3)�

(2.6). Ïîýòîìó ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.3)�(2.6), äîïîëíåííóþ íà÷àëüíûìè
äàííûìè (2.9), (2.10), íàçîâåì áàçîâîé ìîäåëüþ. Óðàâíåíèÿ (2.7), (2.8)
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ìîäåëè, ó÷èòûâà-
þùåé ÷èñëåííîñòè êîãîðò E, R â îáùåì áàëàíñå ÷èñëåííîñòè âñåõ êî-
ãîðò. Ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè Sk(t), Ik(t), 1 ≤ k ≤ m, I0(t), âõîäÿùèå
â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2.7), (2.8), îïðåäåëåíû, íåîòðèöàòåëüíû è
íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà ïðîìåæóòêàõ t ∈ [−ωE ,∞), t ∈ [−ωR,∞).
Èíòåãðèðóÿ (2.7), (2.8) ïî ôîðìóëå âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé
ñ ó÷åòîì (2.11), (2.12), ïðèõîäèì ê âàðèàíòó âñïîìîãàòåëüíîé ìîäåëè â
ôîðìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

E(t) =

∫ t

t−ωE

e−λE(t−a)
m∑
k=1

γkSk(a)Ik(a)da

=

∫ ωE

0
e−λEθ

m∑
k=1

γkSk(t− θ)Ik(t− θ)dθ, t ≥ 0, (2.13)

R(t) =

∫ t

t−ωR

e−λR(t−a) ηI0I0(a)da

=

∫ ωR

0
e−λRθ ηI0I0(t− θ)dθ, t ≥ 0. (2.14)

Èç (2.13), (2.14) ïðè t = 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (2.11), (2.12), à ôîð-
ìàëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå (2.13), (2.14) (ñ ó÷åòîì ïåðåìåííûõ ïðåäå-
ëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì (2.7), (2.8).
Ñîîòíîøåíèÿ (2.3)�(2.12) íàçîâåì ìîäèôèöèðîâàííîé SEIRS ìîäåëüþ.
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3 Êîððåêòíîñòü ìîäåëè è îöåíêè åå ðåøåíèé

Îáðàòèìñÿ ê áàçîâîé ìîäåëè. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

dSk(t)

dt
= αkρS0S0(t)− (λS + µk + γkIk(t))Sk(t), 1 ≤ k ≤ m, (3.1)

dIk(t)

dt
= βkρI0I0(t)− (λI + νk)Ik(t), 1 ≤ k ≤ m, (3.2)

dS0(t)

dt
= fS0(t)+

m∑
k=1

µkSk(t)−(λS+ρS0)S0(t)+e−λRωR ηI0I0(t−ωR), (3.3)

dI0(t)

dt
=

m∑
k=1

νkIk(t) + e−λEωE

m∑
k=1

γkSk(t− ωE)Ik(t− ωE)

− (λI + ρI0 + ηI0)I0(t), t ≥ 0, (3.4)

Sk(t) = S
(0)
k (t), Ik(t) = I

(0)
k (t), t ∈ [−ωE ; 0], 1 ≤ k ≤ m, (3.5)

S0(0) = S
(0)
0 , I0(t) = I

(0)
0 (t), t ∈ [−ωR; 0]. (3.6)

Îáîçíà÷èì Π0 = [−ωR; 0]. Äîîïðåäåëèì íà÷àëüíûå äàííûå (3.5) íà

ïðîìåæóòêå t ∈ [−ωR;−ωE ] ⊂ Π0 çíà÷åíèÿìè S
(0)
k (t) = S

(0)
k (−ωE), I

(0)
k (t)

= I
(0)
k (−ωE), 1 ≤ k ≤ m. Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.1)�(3.6) íà ïðîìå-

æóòêå [0;∞) áóäåì íàçûâàòü íàáîð ôóíêöèé S(t), I(t) (ñì. îáîçíà÷åíèÿ
(2.2)), êîìïîíåíòû êîòîðûõ íåïðåðûâíû íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóò-
êå Π0 ∪ [0; τ ], τ > 0, èìåþò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà ïðîìåæóòêå
[0, τ), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3.5), (3.6) è óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû (3.1)�(3.4) äëÿ âñåõ t ∈ [0; τ). Ïðè t = 0 ïîä ïðîèçâîäíûìè
êîìïîíåíò S(t), I(t) ïîíèìàþòñÿ ïðàâîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå.
Çàäà÷à Êîøè (3.1)�(3.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð çàäà÷è, èññëå-

äîâàííîé â ðàáîòå [16]. Íàëè÷èå â óðàâíåíèÿõ (3.3), (3.4) ñëàãàåìûõ
ñ çàïàçäûâàíèåì ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ê çàäà÷å (3.1)�(3.6) ìåòîä øà-
ãîâ [17], ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó (3.1)�(3.6) íà ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè [nωE ;
(n + 1)ωE ], [`ωR; (` + 1)ωR], n, ` = 0, 1, 2, . . . , à òàêæå íà ïðîìåæóòêàõ
[nωE ; `ωR] ïðè âûáîðå ñîîòâåòñòâóþùèõ n, `.
Ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü è ïîëîæèòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â (3.1)�(3.4), íåîòðèöàòåëüíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü
ñâåðõó ôóíêöèè fS0(t), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøè (3.1)�(3.6) âû-
ïîëíåí íàáîð áàçîâûõ ïðåäïîëîæåíèé (H0) ðàáîòû [16]. Êðîìå òîãî,
íà êàæäîì èç óêàçàííûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû
(3.1)�(3.4) òàêîâû, ÷òî

e−λRωR ηI0I0(t− ωR), e−λEωE

m∑
k=1

γkSk(t− ωE)Ik(t− ωE)
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè âðåìåíè, çàäàííûå íà ïðåäûäóùèõ
ïðîìåæóòêàõ, òîãäà êàê

αkρS0S0(t),
m∑
k=1

µkSk(t), βkρI0I0(t),
m∑
k=1

νkIk(t)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå ôóíêöèè îò Sk(t), Ik(t), 0 ≤ k ≤ m.
Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ çàäà÷è Êîøè (3.1)�(3.6) âûïîëíåíî ïðåä-

ïîëîæåíèå (H3) ðàáîòû [16]. Îïèðàÿñü íà ïðåäïîëîæåíèÿ (H0), (H3) è
èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 ðàáîòû [16], ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Óòâåðæäåíèå 1. Áàçîâàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé: 1) çàäà÷à Êî-

øè (3.1)�(3.6) èìååò íà ïðîìåæóòêå [0;∞) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå S(t),
I(t); 2) âñå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ S(t), I(t) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè;
3) ðåøåíèå S(t), I(t) íà êàæäîì ïðîìåæóòêå [0; τ ] íåïðåðûâíûì îáðàçîì
çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ (3.5), (3.6).
Èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèÿ 1, ïîäñòàâèì êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ S(t), I(t)

â óðàâíåíèÿ (2.13), (2.14) âñïîìîãàòåëüíîé ìîäåëè. Òîãäà âûðàæåíèÿ
(2.13), (2.14) áóäóò äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî t. Îòñþäà óñòàíàâëèâàåì,
÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.13), (2.14) äëÿ ïåðåìåííûõ E(t), R(t)
ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâåííî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (2.7), (2.8)
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â ôîðìå (2.11), (2.12). Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì,
÷òî óòâåðæäåíèå 1 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà èñõîäíóþ ìîäåëü â ôîðìå
çàäà÷è Êîøè (2.3)�(2.12).
Óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ìîäåëè (2.3)�(2.12) äîïóñêàþò îöåíêó îáùåé ÷èñ-

ëåííîñòè (2.2) êîãîðò (2.1). Îáîçíà÷èì:

M(t) =
m∑
k=0

Sk(t) +
m∑
k=0

Ik(t) + E(t) +R(t), t ≥ 0, (3.7)

M(0) = M (0) = S
(0)
0 +

m∑
k=1

S
(0)
k (0) +

m∑
k=0

I
(0)
k (0) + E

(0)
0 +R

(0)
0 ≥ 0, (3.8)

r1 = min{λS , λI , λE , λR} > 0, r2 = max{λS , λI , λE , λR} > 0. (3.9)

Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (2.3)�(2.8), íà÷àëüíûå äàííûå (2.9), (2.12) è
ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü S(t), I(t), E(t), R(t), ïðèõîäèì ê ñîîòíî-
øåíèÿì

dM(t)

dt
≤ fS0(t)− r1M(t),

dM(t)

dt
≥ fS0(t)− r2M(t), t ≥ 0. (3.10)

Èíòåãðèðóÿ (3.10) ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ýêñïîíåíò er1t, er2t, è èñïîëüçóÿ

M(0) = M (0) (ñì. (3.8)), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.3)�(2.12) èìååò ìåñòî

äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

e−r2t
(
M (0) +

∫ t

0
er2afS0(a)da

)
≤M(t) ≤ e−r1t

(
M (0) +

∫ t

0
er1afS0(a)da

)
,

t ≥ 0. (3.11)
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Åñëè â (3.9) êîíñòàíòû òàêîâû, ÷òî r1 = r2 = r, òî

M(t) = e−rt
(
M (0) +

∫ t

0
erafS0(a)da

)
, t ≥ 0. (3.12)

Ïðèìåì, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå (2.9), (2.10) çàäàíû â âèäå

S
(0)
k (t) = S

(0)
k = const ≥ 0, I

(0)
k (t) ≡ 0, t ∈ [−ωE ; 0], 1 ≤ k ≤ m, (3.13)

S0(0) = S
(0)
0 , I

(0)
0 (t) ≡ 0, t ∈ [−ωR; 0]. (3.14)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.3)�(2.12) òàêîâî, ÷òî
∑m

k=0 Ik(t) +E(t) +
R(t) ≡ 0, à êîìïîíåíòû ïåðåìåííîé S(t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dSk(t)

dt
= αkρS0S0(t)− (λS + µk)Sk(t), 1 ≤ k ≤ m, (3.15)

dS0(t)

dt
= fS0(t) +

m∑
k=1

µkSk(t)− (λS + ρS0)S0(t), t ≥ 0, (3.16)

Sk(0) = S
(0)
k , 0 ≤ k ≤ m. (3.17)

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.15)�(3.17) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðåøåíèå èñ-
õîäíîé ìîäåëè â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ èíôåêöèè â ðåãèîíå, ïðè÷åì ÷èñ-
ëåííîñòü íàñåëåíèÿ ðåãèîíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3.12), â êîòîðîé r = λS .

4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ìîäåëè

4.1. Óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè-
ìåì, ÷òî ôóíêöèÿ fS0(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó, à èìåííî:

fS0(t) = f0 = const > 0, t ∈ [0;∞). (4.1)

Òîãäà ñèñòåìà (2.3)�(2.8) èìååò òðèâèàëüíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

S∗ =
(
S∗0 , S

∗
1 , . . . , S

∗
m

)
, I∗ =

(
0, 0, . . . , 0

)
, E∗ = 0, R∗ = 0, (4.2)

ãäå êîìïîíåíòû S∗ çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè

S∗0 =
f0/λS∑m

k=1 αk(1 + ρS0/(λS + µk))
> 0,

S∗k =
αkρS0S

∗
0

λS + µk
≥ 0, 1 ≤ k ≤ m. (4.3)
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Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (3.15)�(3.17). Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî (m+ 1)× (m+ 1) ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.15), (3.16)

QS =


−λS − µ1 0 0 ... 0 α1ρS0

0 −λS − µ2 0 ... 0 α2ρS0

0 0 −λS − µ3 ... 0 α3ρS0

... ... ... ... ... ...

... ... ... ... −λS − µm αmρS0

µ1 µ2 µ3 ... µm −λS − ρS0


ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, òî åñòü âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà èìåþò îòðèöà-
òåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Â ñàìîì äåëå, ìàòðèöàQS ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
íåîòðèöàòåëüíîé è óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Ñåâàñòüÿíîâà�Êîòåëÿíñêîãî
[18]. Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ áîëåå óäîáíî ïåðåéòè
ê ìàòðèöå (−QS) è óáåäèòüñÿ â ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ åå ãëàâíûõ ìèíî-
ðîâ, âêëþ÷àÿ îïðåäåëèòåëü. Âèäíî, ÷òî ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû (−QS)
ïîðÿäêà 1, 2, . . . ,m ïîëîæèòåëüíû, à åå îïðåäåëèòåëü òàêîâ, ÷òî

det(−QS) =
(
λS + ρS0 −

m∑
k=1

µkαkρS0

λS + µk

) m∏
k=1

(λS + µk)

=
(
λS + ρS0

m∑
k=1

αkλS
λS + µk

) m∏
k=1

(λS + µk) > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé (3.17) ðåøåíèå S(t) çàäà÷è Êîøè
(3.15)�(3.17) òàêîâî, ÷òî ñóùåñòâóþò

lim
t→+∞

Sk(t) = S∗k , 0 ≤ k ≤ m, (4.4)

ãäå êîìïîíåíòû S∗ =
(
S∗0 , S

∗
1 , . . . , S

∗
m

)
ïðèâåäåíû â (4.3). Èç (4.1) è (4.4)

ñëåäóåò, ÷òî S∗ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëî-
æåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû (3.15), (3.16). Â ñâîþ î÷åðåäü ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ (4.2) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îäíî èç ðåøåíèé èñõîäíîé
ìîäåëè â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ â ðåãèîíå ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà.
Èññëåäóåì ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (4.2) íà óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó,

èñïîëüçóÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñîõðàíèâ ïðåæ-
íèå îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ:

dSk(t)

dt
= αkρS0S0(t)− (λS + µk)Sk(t)− γkS∗kIk(t), (4.5)

dIk(t)

dt
= βkρI0I0(t)− (λI + νk)Ik(t), 1 ≤ k ≤ m, (4.6)

dS0(t)

dt
=

m∑
k=1

µkSk(t)− (λS + ρS0)S0(t) + e−λRωR ηI0I0(t− ωR), (4.7)

dI0(t)

dt
=

m∑
k=1

νkIk(t)+e
−λEωE

m∑
k=1

γkS
∗
kIk(t−ωE)−(λI+ρI0+ηI0)I0(t), (4.8)
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dE(t)

dt
=

m∑
k=1

γkS
∗
kIk(t)− λEE(t)− e−λEωE

m∑
k=1

γkS
∗
kIk(t− ωE), (4.9)

dR(t)

dt
= ηI0I0(t)− λRR(t)− e−λRωR ηI0I0(t− ωR). (4.10)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (4.5)�(4.10) îòðàæàþò îáùèé ñëó÷àé ìîäåëè, â
êîòîðîì âñå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, âêëþ÷àÿ S∗k > 0, 0 ≤ k ≤ m.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî (íóëåâîãî) ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (4.5)�(4.10) èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðèâåäåííûé â ðàáîòå [19]. Èñõîäÿ
èç ñòðóêòóðû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ (4.5)�(4.10), ïåðåéäåì ê èññëåäî-
âàíèþ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî (íóëåâîãî) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýòîé
ñèñòåìû òîëüêî äëÿ ïåðåìåííûõ I(t), à èìåííî:

dIk(t)

dt
= βkρI0I0(t)− (λI + νk)Ik(t), 1 ≤ k ≤ m, (4.11)

dI0(t)

dt
=

m∑
k=1

νkIk(t) + e−λEωE

m∑
k=1

γkS
∗
kIk(t− ωE)

− (λI + ρI0 + ηI0)I0(t). (4.12)

Ñèñòåìà (4.11), (4.12) îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âè-
äà, à èìåííî ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé Âàæåâñêîãî èëè ïîçèòèâíûì ñèñòå-
ìàì ñ çàïàçäûâàíèåì, òàê êàê â ýòîé ñèñòåìå êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ
ïåðåìåííûõ ïîëîæèòåëüíû. Êðàòêèé îáçîð è ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðàáîòû ïî ñèñòåìàì óðàâíåíèé Âàæåâñêîãî (ïîçèòèâíûì ñèñòåìàì)
ïðèâåäåíû â [20].
Îáîçíà÷èì dk = e−λEωEγkS

∗
k + νk, 1 ≤ k ≤ m. Èñïîëüçóÿ êîýôôèöè-

åíòû ñèñòåìû (4.11), (4.12), ââåäåì (m+ 1)× (m+ 1) ìàòðèöó

QI =


λI + ν1 0 0 ... 0 −β1ρI0

0 λI + ν2 0 ... 0 −β2ρI0
0 0 λI + ν3 ... 0 −β3ρI0
... ... ... ... ... ...
... ... ... ... λI + νm −βmρI0
−d1 −d2 −d3 ... −dm λI + ρI0 + ηI0

 .

Èìååì, ÷òî ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû QI ïîðÿäêà 1, 2, . . . ,m ïîëîæè-
òåëüíû. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû QI èìååò âèä

detQI =
(
λI + ρI0 + ηI0 −

m∑
k=1

dkβkρI0
λI + νk

) m∏
k=1

(λI + νk). (4.13)

Èç [19] ñëåäóåò, ÷òî ïðè detQI > 0 òðèâèàëüíîå (íóëåâîå) ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (4.5)�(4.10) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, à ïðè detQI < 0
íåóñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó). Ñëó÷àé detQI = 0 òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ.
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Îïèðàÿñü íà (4.13), ââåäåì êîíñòàíòó

R̂0 =
1

λI + ρI0 + ηI0

m∑
k=1

βkρI0(e−λEωEγkS
∗
k + νk)

λI + νk
. (4.14)

Íåðàâåíñòâà detQI > 0, detQI < 0 ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâåííî íåðà-

âåíñòâàì R̂0 < 1, R̂0 > 1. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Óòâåðæäåíèå 3. Òðèâèàëüíîå (íóëåâîå) ðåøåíèå ñèñòåìû (4.5)�(4.10)

ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè R̂0 < 1, è íåóñòîé÷èâûì, åñ-

ëè R̂0 > 1.
Êîíñòàíòó (4.14) íàçîâåì êîýôôèöèåíòîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåê-

öèè. Êîýôôèöèåíò R̂0 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R̂0 � ñðåäíåå ÷èñëî çàðàæåííûõ èíäèâèäóóìîâ êîãîðò S1, S2, . . . , Sm îä-
íèì èíäèâèäóóìîì êîãîðòû I0 çà ñðåäíåå âðåìÿ 1/(λI + ρI0 + ηI0) åãî
ïðåáûâàíèÿ â ýòîé êîãîðòå ñ ó÷åòîì ïåðåõîäîâ â êîãîðòû Ik è âîçâðà-
ùåíèÿ îáðàòíî, à òàêæå ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷èñëåííîñòè S∗k êîãîðò Sk,

1 ≤ k ≤ m. Â ðàìêàõ óòâåðæäåíèÿ 3 èìååì: åñëè R̂0 < 1, òî ïðè ìàëûõ
îòêëîíåíèÿõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (3.5), (3.6) îò òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ (S∗, I∗, E∗, R∗) (ôîðìóëà (4.2)) ýïèäåìè÷åñêèé ïðîöåññ â ðå-
ãèîíå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çàòóõàåò, à ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé òàêîâû, ÷òî

S(t)→ S∗, I(t)→ I∗ = 0, E(t)→ E∗ = 0,

R(t)→ R∗ = 0, t→ +∞. (4.15)

Ñîäåðæàòåëüíîé ñìûñë ñîîòíîøåíèé (4.15) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýïè-
äåìè÷åñêèé ïðîöåññ ìîæíî ñ÷èòàòü çàâåðøåííûì â ðåãèîíå ê ìîìåíòó
âðåìåíè tfin > 0, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç íåðàâåíñòâ

m∑
k=0

Ik(t) + E(t) < 1, t ∈ [tfin;∞), (4.16)

max
0≤k≤m

Ik(t) + E(t) < 1, t ∈ [tfin;∞). (4.17)

Íåðàâåíñòâî (4.16) èëè (4.17) ãîâîðèò î òîì, ÷òî îáùàÿ ÷èñëåííîñòü âñåõ
çàðàçíûõ è ëàòåíòíî-èíôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ ê ìîìåíòó âðåìå-
íè tfin > 0 ïðàêòè÷åñêè ñòàëà íóëåâîé.
Ïðèìåì ôîðìàëüíî, ÷òî S∗k = 0, 1 ≤ k ≤ m. Èç (4.14) óñòàíàâëèâà-

åì, ÷òî

R̂0 = R̂
(∗)
0 =

ρI0e
−λEωE

λI + ρI0 + ηI0

m∑
k=1

βkνk
λI + νk

< 1. (4.18)

Âûðàæåíèå äëÿ R̂
(∗)
0 , ïðèâåäåííîå â (4.18), îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ïåðå-

ìåííûõ I(t), E(t), R(t) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (4.15) â âûðîæäåííîì
ñëó÷àå, êîãäà âñå âîñïðèèì÷èâûå èíäèâèäóóìû íàõîäÿòñÿ òîëüêî â êî-
ãîðòå S0.
Èç (4.18) âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëåííîñòè êîãîðò S∗k , 1 ≤ k ≤ m,

ïîëîæèòåëüíû, íî äîñòàòî÷íî ìàëû, íåðàâåíñòâî R̂0 < 1 òàêæå áóäåò
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âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñíèæåíèå óðîâíÿ ÷èñëåííîñòè èíäèâèäóóìîâ, íà-
õîäÿùèõñÿ íà îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòàõ W1, . . . , Wm, ìîæåò ñïîñîáñòâî-
âàòü çàòóõàíèþ ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà � ñîîòíîøåíèÿ (4.15) áóäóò
âåðíûìè. Ìàëûå ÷èñëåííîñòè êîãîðò S∗k , 1 ≤ k ≤ m, ìîãóò áûòü äîñòèã-
íóòû, íàïðèìåð, çà ñ÷åò ââåäåíèÿ êàðàíòèíà èëè ñàìîèçîëÿöèè èíäèâè-
äóóìîâ íà äëèòåëüíûé ïåðèîä âðåìåíè.

Ïóñòü R̂0 > 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (3.5), (3.6), â êî-

òîðûõ íåêîòîðûå èç I
(0)
k îòëè÷íû îò íóëÿ, 0 ≤ k ≤ m, ýïèäåìè÷åñêèé

ïðîöåññ â ðåãèîíå áóäåò ðàçâèâàòüñÿ è çàòóõàíèå ýòîãî ïðîöåññà ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ (4.15) íåâûïîëíèìû.

4.2. Êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-

÷àÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïðèìåì, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøå-
íèÿ

µk = µ = const > 0, νk = ν = const > 0,

γk = γ = const > 0, 1 ≤ k ≤ m, (4.19)

êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðè m > 1 èíäèâèäóóìû
êîãîðò Sk èìåþò îäèíàêîâûå ñðåäíèå âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ íà êàæäîì
îáùåäîñòóïíîì îáúåêòå Wk; àíàëîãè÷íî è äëÿ èíäèâèäóóìîâ êîãîðò Ik,
1 ≤ k ≤ m. Êðîìå òîãî, èíòåíñèâíîñòü êîíòàêòîâ èíäèâèäóóìîâ êîãîðò
Sk, Ik îäèíàêîâà äëÿ êàæäîãî îáùåäîñòóïíîãî îáúåêòà Wk, 1 ≤ k ≤ m.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòü îá îäíîðîäíîñòè êîãîðò âîñïðèèì÷èâûõ
è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèé (4.19).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̂
(1)
0 , R̂

(m,+)
0 êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåê-

öèè ñîîòâåòñòâåííî ïðè m = 1 è m > 1. Ôîðìóëà (4.14) ñ ó÷åòîì (4.19)
ïðèíèìàåò âèä

R̂
(1)
0 =

ρI0
(λI + ρI0 + ηI0)(λI + ν)

(
ν + γ e−λEωES∗1

)
, S∗1 =

ρS0S
∗
0

λS + µ
, (4.20)

R̂
(m,+)
0 =

ρI0
(λI + ρI0 + ηI0)(λI + ν)

(
ν + γ e−λEωE

m∑
k=1

βkS
∗
k

)
, (4.21)

S∗k =
αkρS0S

∗
0

λS + µ
, 1 ≤ k ≤ m, ãäå S∗0 =

f0/λS
1 + ρS0/(λS + µ)

. (4.22)

Èç (4.19)�(4.22) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > 1 âåðíî íåðàâåíñòâî

R̂
(1)
0 > R̂

(m,+)
0 , (4.23)

ïîñêîëüêó
∑m

k=1 βkαk < 1. Èç (4.23) âèäíî, ÷òî â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé
(4.19) óâåëè÷åíèå m (êîëè÷åñòâî îáùåäîñòóïíûõ äëÿ êîíòàêòîâ èíäè-
âèäóóìîâ îáúåêòîâ) íå ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ êîýôôèöèåíòà ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ èíôåêöèè R0 = R̂
(m,+)
0 . Óâåëè÷åíèå R0 = R̂

(m,+)
0 âîçìîæíî,

íàïðèìåð, çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè êîíòàêòîâ âîñïðèèì÷èâûõ
è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ íà óêàçàííûõ îáúåêòàõ. Òàê, â ÷àñòíîñòè, â
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äîïîëíåíèå ê (4.19) ïðèìåì, ÷òî αk = βk = 1/m, m > 1. Çàìåíÿÿ â (4.21)

êîíñòàíòó γ íà mγ, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî R̂
(1)
0 = R̂

(m,+)
0 .

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð îáîáùàåòñÿ è íà äðóãèå âàðèàíòû âûáîðà êîí-
ñòàíò, èñïîëüçóåìûõ â (4.19)�(4.22), è ïðèâîäÿùèõ ê íàðóøåíèþ (4.23).

4.3. Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè ìîäåëè äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ïà-

ðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïðèìåì, ÷òî äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ m
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

µk = µS = const > 0, νk = νI = const > 0,

γkβk = σS,I = const > 0. (4.24)

Ñëåäóÿ èíòåðïðåòàöèè ñîîòíîøåíèé (4.19), ïîëàãàåì, ÷òî ïðè m > 1 èí-
äèâèäóóìû êîãîðò Sk èìåþò îäèíàêîâûå ñðåäíèå âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ
íà êàæäîì îáùåäîñòóïíîì îáúåêòåWk; àíàëîãè÷íî è äëÿ èíäèâèäóóìîâ
êîãîðò Ik, 1 ≤ k ≤ m. Ðàâåíñòâà γkβk = σS,I > 0, 1 ≤ k ≤ m, îçíà÷à-
þò, ÷òî ïîòîêè çàðàæåííûõ èíäèâèäóóìîâ íà îáùåäîñòóïíûå îáúåêòû è
èíòåíñèâíîñòè èõ êîíòàêòîâ ñ âîñïðèèì÷èâûìè èíäèâèäóóìàìè ñáàëàí-
ñèðîâàíû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàëî ïîñåùàåìûõ îáùåäîñòóïíûõ îáúåêòîâ
âîçìîæíà äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ èíòåíñèâíîñòü êîíòàêòîâ èíäèâèäóóìîâ
êîãîðò Sk, Ik, 1 ≤ k ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ãîâîðèòü îá îäíîðîä-
íîñòè êîãîðò âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñîîòíîøåíèé (4.24). Äîïîëíèòåëüíî ïðèìåì, ÷òî

Sk(t) = S
(0)
k (t) = S∗k , Ik(t) = I

(0)
k (t) ≡ 0, t ∈ [−ωE ; 0], 1 ≤ k ≤ m, (4.25)

òî åñòü äî ìîìåíòà t = 0 (âêëþ÷èòåëüíî) íà âñåõ îáùåäîñòóïíûõ îáúåê-
òàõ îòñóòñòâóþò çàðàçíûå èíäèâèäóóìû.
Îïèðàÿñü íà (4.24), (2.4), (2.9), (4.25), ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî

Ik(t) = βkI(t), 1 ≤ k ≤ m,

I(t) =

∫ t

0
e−(λI+ν)(t−s)ρI0I0(s)ds, t ≥ 0. (4.26)

Òîãäà óðàâíåíèå (2.3) ïðèíèìàåò âèä

dSk(t)

dt
= αkρS0S0(t)− (λS + µS + σS,II(t))Sk(t), 1 ≤ k ≤ m. (4.27)

Îáîçíà÷èì

S(t) =

m∑
k=1

Sk(t), t ≥ 0. (4.28)

Ïåðåìåííûå I(t), S(t), óêàçàííûå â (4.26), (4.28), çàäàþò ÷èñëåííîñòè êî-
ãîðò çàðàçíûõ è âîñïðèèì÷èâûõ èíäèâèäóóìîâ, íåïîñðåäñòâåííî ó÷àñò-
âóþùèõ â êîíòàêòàõ ïðè íàõîæäåíèè â îáùåäîñòóïíûõ ìåñòàõ.
Èñïîëüçóÿ (4.26), (4.28), ñóììèðóÿ (4.27) è âûïîëíÿÿ ýëåìåíòàðíûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê ìîäåëè, èìåþùåé ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ
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ðàçìåðíîñòü, ÷åì èñõîäíàÿ ìîäåëü ïðè m > 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðè-
íèìàåò âèä

dS0(t)

dt
= fS0(t) + µSS(t)− (λS + ρS0)S0(t) + e−λRωR ηI0I0(t− ωR), (4.29)

dS(t)

dt
= ρS0S0(t)− (λS + µS + σS,II(t))S(t), (4.30)

dE(t)

dt
= σS,IS(t)I(t)− λEE(t)− e−λEωEσS,IS(t− ωE)I(t− ωE), (4.31)

dI0(t)

dt
= νII(t)+e−λEωEσS,IS(t−ωE)I(t−ωE)−(λI+ρI0+ηI0)I0(t), (4.32)

dI(t)

dt
= ρI0I0(t)− (λI + νI)I(t), (4.33)

dR(t)

dt
= ηI0I0(t)− λRR(t)− e−λRωR ηI0I0(t− ωR), t ≥ 0, (4.34)

è äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè

S(t) = S(0)(t) = S∗, I(t) ≡ 0, t ∈ [−ωE ; 0], (4.35)

S0(0) = S
(0)
0 = S∗0 , I0(t) = I

(0)
0 (t), t ∈ [−ωR; 0], (4.36)

E(0) = E
(0)
0 = 0, R(0) = R

(0)
0 =

∫ 0

−ωR

eλRa ηI0I
(0)
0 (a)da, (4.37)

ãäå S∗ ≥ 0, S∗0 > 0 � çàäàííûå êîíñòàíòû, ôóíêöèÿ I
(0)
0 (t) ïðèâåäåíà

â (2.10).
Ñîîòíîøåíèÿ (4.29)�(4.37) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç âàðèàíòîâ ìî-

äèôèöèðîâàííîé SEIRS ìîäåëè, â êîòîðîé êîãîðòû âîñïðèèì÷èâûõ è
çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ïðåäñòàâëåíû ïàðàìè êîãîðò � (S0, S), (I0, I).

5 Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëè

Äëÿ èçó÷åíèÿ ðåæèìîâ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ìîäåëè íà ïðîìåæóòêå
t ∈ [0;Tmod] èñïîëüçóåì ñåðèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäå-
ëüþ, îïèðàþùèõñÿ íà óêàçàííûé âûøå ìåòîä øàãîâ [17] è ïîëóíåÿâíóþ
ñõåìó Ýéëåðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-
ñòîÿííûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ h. Ïðèìåì, ÷òî çàïàçäûâàíèÿ ωE , ωR
êðàòíû øàãó èíòåãðèðîâàíèÿ h.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëè èñïîëüçóåì ñîîòíîøå-

íèÿ (2.3)�(2.12), â êîòîðûõ êàæäîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàìå-
íèì ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèåì, à èìåííî:

Sk(tj+1)− Sk(tj)
h

= αkρS0S0(tj)− (λS + µk + γkIk(tj))Sk(tj+1), 1 ≤ k ≤ m,

S0(tj+1)− S0(tj)
h

= fS0(tj) +
m∑
k=1

µkSk(tj)− (λS + ρS0)S0(tj+1)

+ e−λRωR ηI0I0(tj − ωR),
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Ik(tj+1)− Ik(tj)
h

= βkρI0I0(tj)− (λI + νk)Ik(tj+1), 1 ≤ k ≤ m,

I0(tj+1)− I0(tj)
h

=
m∑
k=1

νkIk(tj) + e−λEωE

m∑
k=1

γkSk(tj − ωE)Ik(tj − ωE)

− (λI + ρI0 + ηI0)I0(tj+1),

E(tj+1)− E(tj)

h
=

m∑
k=1

γkSk(tj)Ik(tj)− λEE(tj+1)

− e−λEωE

m∑
k=1

γkSk(tj − ωE)Ik(tj − ωE),

R(tj+1)−R(tj)

h
= ηI0I0(tj)− λRR(tj+1)− e−λRωR ηI0I0(tj − ωR).

Ðåøåíèå ìîäåëè íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé
âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êàõ tj = jh ∈ [0;Tmod], òîãäà êàê çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
â òî÷êàõ tj −ωE , tj −ωR çàäàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èç ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ íà ïðåäøåñòâóþùèõ òî÷êàì tj ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè è íà÷àëüíûõ
äàííûõ (2.9)�(2.12). Ïðèâåäåííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿ-
þò ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âñåõ èñêîìûõ ïåðåìåííûõ â êàæäîé
òî÷êå tj+1. Äëÿ êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé èñïîëüçóþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû: íåîòðèöàòåëüíîñòü êîìïîíåíò ðåøåíèé, ïîâåäå-
íèå ðåøåíèé ïðè R0 < 1, R0 > 1 è îöåíêè ðåøåíèé (3.11), (3.12). Êðîìå
òîãî, äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ïðîâîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ðàñ÷åòû ïðè h/2 è h/4.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîäåëüþ ïðèíÿòî,

÷òî ôóíêöèÿ fS0(t) ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé (4.1), à íà÷àëüíûå äàííûå
çàäàíû â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Sk(t) = S
(0)
k (t) = S∗k , Ik(t) = I

(0)
k (t) ≡ 0, t ∈ [−ωE ; 0], 1 ≤ k ≤ m, (5.1)

S0(0) = S
(0)
0 = S∗0 , I0(t) = I

(0)
0 (t), t ∈ [−ωR; 0], (5.2)

E(0) = E
(0)
0 = 0, R(0) = R

(0)
0 =

∫ 0

−ωR

eλRa ηI0I
(0)
0 (a)da, (5.3)

ãäå S∗k � êîìïîíåíòû òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðèâåäåííûå
â (4.3),

I
(0)
0 (t) = 0, t ∈ [−ωR;−τR], I

(0)
0 (t) = I

(0)
0 +

I
(0)
0 t

τR
, t ∈ [−τR; 0], (5.4)

I
(0)
0 > 0, 0 < τR < ωR � çàäàííûå êîíñòàíòû. Ôóíêöèÿ I

(0)
0 (t), óêà-

çàííàÿ â (5.4), îïèñûâàåò ÷èñëåííîñòü ïîñòóïàþùèõ â ðåãèîí çàðàçíûõ
èíäèâèäóóìîâ â òå÷åíèå îòíîñèòåëüíî êîðîòêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè
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t ∈ [−τR; 0]. Íà÷àëüíûå äàííûå (5.1)�(5.3) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïîÿâ-
ëåíèå â ðåãèîíå íåêîòîðîãî ÷èñëà çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ, ñ êîòîðûõ è
íà÷èíàåòñÿ ðàçâèòèå ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Âûðàæåíèå äëÿ I
(0)
0 (t), çàäàííîå (5.4), ïîçâîëÿåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé èíòåãðàë â (5.3) è âûðàçèòü R
(0)
0 â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Â ýòîì ñëó-

÷àå íå âîçíèêàåò âîçìîæíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ R(0), ñïî-
ñîáíàÿ ïðèâåñòè ê îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ R(t).
Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðåàëèçîâàí â âèäå êîíñîëüíîé ìîäå-

ëèðóþùåé ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++
â èíòåãðèðîâàííîé ñðåäå ðàçðàáîòêè Visual Studio 2008. Îòìåòèì, ÷òî
èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ çàïàçäûâàþùèõ ïåðåìåííûõ õðàíèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìàññèâàõ, êîòîðûå çàïîëíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè tj , è
ýòè ìàññèâû íå ïåðåïèñûâàþòñÿ â öåëÿõ ýêîíîìèè ïàìÿòè ÝÂÌ ñ ó÷å-
òîì óæå íåíóæíûõ ïðè t = tj+1 çíà÷åíèé çàïàçäûâàþùèõ ïåðåìåííûõ.
Âõîäíûå ïàðàìåòðû (âñå íåîáõîäèìûå êîíñòàíòû) ñ÷èòûâàþòñÿ èç ñïå-
öèàëüíîãî êîíôèãóðàöèîííîãî ôàéëà. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ (çíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìîäåëè) ñîõðàíÿþòñÿ â îòäåëüíûé òåêñòîâûé ôàéë.
Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëè

è ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà íå òðåáóþò ïðèâëå÷åíèÿ äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïðèâåäåííûõ, íàïðèìåð, â [21],
[22], è ïàêåòîâ ïðîãðàìì òèïà Matlab è R, ñîäåðæàùèõ ñïåöèàëèçèðî-
âàííûå ìîäóëè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì.

6 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëüþ

Äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ è ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåì çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà R̂0 < 1,

R̂0 > 1, ãäå R̂0 � êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè, ïðèâåäåí-
íûé â (4.14). Äëÿ çàäàíèÿ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ èç ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [1]�[8].
Â êà÷åñòâå èçó÷àåìîé ïåðåìåííîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ¾èíôåêöèîí-

íóþ¿ êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ

J(t) = log10(I0(t) + I1(t) + · · ·+ Im(t) + E(t) + 1), t ∈ [0;Tmod], (6.1)

îòðàæàþùóþ â ëîãàðèôìè÷åñêîé ôîðìå ÷èñëåííîñòü âñåõ êîãîðò I è E.
Èç (6.1) âèäíî, ÷òî J(t) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî I0(t) + I1(t) + · · · +
Im(t) + E(t) = 0, òî åñòü èíôåêöèÿ â ðåãèîíå îòñóòñòâóåò.
Ïåðåïèøåì (4.14) â âèäå

R̂0 =
m∑
k=1

R̂0,k, (6.2)

R̂0,k =
1

λI + ρI0 + ηI0

βkρI0(e−λEωEγkS
∗
k + νk)

λI + νk
, 1 ≤ k ≤ m. (6.3)
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Êîíñòàíòû R̂0,k, óêàçàííûå â (6.3), èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ëîêàëüíûå
êîýôôèöèåíòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè, îáóñëîâëåííûå êîíòàêòàìè
âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ïðè èõ íàõîæäåíèè íà îáú-
åêòàõ Wk, 1 ≤ k ≤ m.
Ïóñòü äàëåå m = 8, ïðîìåæóòîê ìîäåëèðîâàíèÿ [0;Tmod] çàäàåòñÿ â

ñóòêàõ, ïàðàìåòðû αk, βk áåçðàçìåðíûå, 1 ≤ k ≤ m, ðàçìåðíîñòü ïàðà-
ìåòðîâ τR, ωE , ωR � ñóòêè, ðàçìåðíîñòü îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäå-

ëè � 1/ñóòêè. Øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h = 0.001 � ñóòêè. Çíà÷åíèÿ R̂0 è

R̂0,k, 1 ≤ k ≤ m, óêàçàííûå â (6.2), (6.3), ïðèâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷å-
òûðåõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ; çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ (4.2), (4.3) � â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé â ýêñïåðèìåíòàõ 1�3 ïðèìåì, ÷òî ïîâå-

äåíèå èíäèâèäóóìîâ êîãîðò I íå îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ èíäèâèäóóìîâ
êîãîðò S ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîñåùåíèÿ èìè îáùåäîñòóïíûõ
îáúåêòîâ W1, . . . , Wm è ñðåäíèìè äëèòåëüíîñòÿìè ïðåáûâàíèÿ íà ýòèõ
îáúåêòàõ. Êðîìå òîãî, ïðèìåì, ÷òî èíòåíñèâíîñòè êîíòàêòîâ âîñïðèèì-
÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ îäèíàêîâû äëÿ âñåõ îáùåäîñòóïíûõ
îáúåêòîâ W1, . . . , Wm. Ïîëîæèì:

ρS0 = ρI0 , αk = βk, 1 ≤ k ≤ m,

µk = νk = µ = const > 0, 1 ≤ k ≤ m, γ1 = · · · = γm = γ = const > 0.

Ýêñïåðèìåíòû 1, 2 èëëþñòðèðóþò ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìîäåëè ïðè
îïðåäåëåííûõ (ôèêñèðîâàííûõ) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíåíû íåðàâåíñòâà R̂0 < 1, R̂0 > 1. Ðåøåíèÿ ìîäåëè â ôîðìå ïåðåìåí-
íîé J(t) ïðèâîäÿòñÿ äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè çàðàçíûõ

èíäèâèäóóìîâ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé I
(0)
0 , óêàçàííîé â (5.4).

Ýêñïåðèìåíò 1. Ïðîìåæóòîê ìîäåëèðîâàíèÿ [0; 150] ñóòîê. Çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (â ñêîáêàõ óêàçàíà ðàçìåðíîñòü êàæäîãî èç ïà-
ðàìåòðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå):

f0 = 100, λS = λI = λE = λR = 5.48 · 10−5 (1/ñóòêè),

ρS0 = 5.75, µ = 0.8, γ = 0.325 · 10−8, ηI0 = 0.2 (1/ñóòêè),

τR = 2, ωR = 60, ωE = 8 (ñóòêè),

α1 = 0.15, α2 = 0.25, α3 = 0.35, α4 = 0.15,

α5 = 0.05, α6 = 0.05, α7 = 0.025, α8 = 0.025.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ íàõîäèì, ÷òî òðèâèàëüíîå ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ (4.2), (4.3) èìååò êîìïîíåíòû

S∗1 = 245662, S∗2 = 409437, S∗3 = 573213, S∗4 = 163775,

S∗5 = 81887, S∗6 = 81887, S∗7 = 40943, S∗8 = 5117, S∗0 = 227876,
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à êîýôôèöèåíòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè (6.2), (6.3) òàêîâû:

R̂0,1 = 0.1451, R̂0,2 = 0.242, R̂0,3 = 0.339, R̂0,4 = 0.0967,

R̂0,5 = 0.0483, R̂0,6 = 0.0483, R̂0,7 = 0.0242, R̂0,8 = 0.003, R̂0 = 0.9466 < 1.

Íà Ðèñ. 1 ïðèâåäåíà äèíàìèêà ïåðåìåííîé J(t) = J1(t), J2(t), J3(t) äëÿ

çíà÷åíèé I
(0)
0 = 100, 250, 500. Âèäíî, ÷òî ñóììàðíàÿ ÷èñëåííîñòü êîãîð-

òû ëàòåíòíî-èíôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ è êîãîðò çàðàçíûõ èíäè-
âèäóóìîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óáûâàåò íåçàâèñèìî îò óêàçàííûõ çíà÷å-

íèé I
(0)
0 .
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Ðèñ. 1. Ýêñïåðèìåíò 1: äèíàìèêà ïåðåìåííûõ

J1(t), J2(t), J3(t) ïðè R̂0 = 0.9466 äëÿ òðåõ ðàçëè÷-

íûõ I
(0)
0 ; îáîçíà÷åíèÿ â òåêñòå.

Ýêñïåðèìåíò 2. Ïðîìåæóòîê ìîäåëèðîâàíèÿ [0; 400] ñóòîê. Çíà÷å-

íèÿ I
(0)
0 è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòó 1, çà èñ-

êëþ÷åíèåì ñëåäóþùèõ: ρS0 = 7.5 1/ñóòêè, γ = 0.65 · 10−6 1/ñóòêè,
α1 = · · · = α8 = 1/8. Íàõîäèì, ÷òî

S∗1 = · · · = S∗8 = 206115, S∗0 = 175897,

R̂0,1 = · · · = R̂0,8 = 0.1421, R̂0 = 1.1368 > 1.

Äèíàìèêà ïåðåìåííîé J(t) = J1(t), J2(t), J3(t) äëÿ çíà÷åíèé I
(0)
0 =

100, 250, 500 ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 2. Âèäíî, ÷òî äëÿ óêàçàííûõ I
(0)
0 ñóì-

ìàðíàÿ ÷èñëåííîñòü êîãîðòû ëàòåíòíî-èíôèöèðîâàííûõ èíäèâèäóóìîâ
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Ðèñ. 2. Ýêñïåðèìåíò 2: äèíàìèêà ïåðåìåííûõ

J1(t), J2(t), J3(t) ïðè R̂0 = 1.1368 äëÿ òðåõ ðàçëè÷-

íûõ I
(0)
0 ; îáîçíà÷åíèÿ â òåêñòå.

è êîãîðò çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçðàñòàåò, ïðè-
÷åì íà ïðîìåæóòêå [0; 150] ñóòîê äèíàìèêà ïåðåìåííûõ èìååò ñõîæèé
õàðàêòåð. Íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [150; 300] ñóòîê äëÿ J(t) íàáëþäàåò-
ñÿ ñëàáî âûðàæåííûé ïåðåõîäíîé ïðîöåññ, ïîñëå çàâåðøåíèÿ êîòîðîãî
J(t) ïðèáëèæàåòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó óðîâíþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè t = 400
ñóòîê, òî (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòûðåõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ):

J1(400) = 5.8802, J2(400) = 5.8832, J3(400) = 5.8853.

Ðàçëè÷èÿ ìåæäó J1(400), J2(400), J3(400) â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì äåñÿ-
òè÷íûõ çíàêàõ îáóñëîâëåíû ïîãðåøíîñòüþ âû÷èñëåíèé.
Ýêñïåðèìåíò 3. Ýòîò ýêñïåðèìåíò äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâåííîå âëè-

ÿíèå íåîäíîðîäíîñòè êîãîðò âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ

íà äèíàìèêó ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðè R̂0 > 1. Ðåøåíèÿ ìîäåëè ïðè-
âîäÿòñÿ â ôîðìå ïåðåìåííîé J(t) ïðè ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé ÷èñëåí-

íîñòè çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ I
(0)
0 , ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè, çà èñêëþ÷åíèåì αk, îïðåäåëÿþùèõ ðàñïðåäåëåíèå èíäèâè-
äóóìîâ ïî îáùåäîñòóïíûì ìåñòàì è çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ êîýôôèöèåí-

òîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè R̂0,k, 1 ≤ k ≤ m. Âàðèàöèÿ çíà÷åíèé

R̂0,k, 1 ≤ k ≤ m, íå íàðóøàåò íåðàâåíñòâî R̂0 > 1, íî ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì èçìåíÿåò äèíàìèêó ïåðåìåííîé J(t).



×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝÏÈÄÅÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ 21

Ïðîìåæóòîê ìîäåëèðîâàíèÿ [0; 300] ñóòîê. Ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (â ñêîáêàõ óêàçàíà ðàçìåðíîñòü êàæäîãî èç ïàðà-
ìåòðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå):

f0 = 100, λS = λI = λE = λR = 5.48 · 10−5 (1/ñóòêè),

ρS0 = 24, µ = 3, γ = 0.815 · 10−6, ηI0 = 0.2 (1/ñóòêè),

τR = 2, ωR = 60, ωE = 5 (ñóòêè).

Íà÷àëüíàÿ ÷èñëåííîñòü çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ ôèêñèðîâàíà è çà-

äàåòñÿ êîíñòàíòîé I
(0)
0 = 25. Âû÷èñëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû äëÿ ÷åòûðåõ

âàðèàíòîâ íàáîðîâ êîíñòàíò αk, îòðàæàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäó-
óìîâ ïî îáúåêòàì Wk, 1 ≤ k ≤ m. Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
âñå èíäèâèäóóìû ïîñåùàþò òîëüêî îäèí (ïåðâûé) îáúåêò, ÷åòâåðòûé âà-
ðèàíò � îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäóóìîâ ïî âîñüìè îáúåêòàì.
Âòîðîé è òðåòèé âàðèàíòû ðàçëè÷àþòñÿ ïî êîëè÷åñòâó îáúåêòîâ, äëÿ
êîòîðûõ ëîêàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèè èìåþò

îòíîñèòåëüíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Çíà÷åíèÿ αk, S
∗
k , R̂0,k, R̂0 äëÿ óêàçàí-

íûõ âàðèàíòîâ ïðèâåäåíû â Òàáë. 1, 2, 3. Â êàæäîì èç ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ
S∗0 = 202761.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ αk, 1 ≤ k ≤ m, â ýêñïåðèìåíòå 3,
N � íîìåð âàðèàíòà

N α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0.4 0.4 0.05 0.05 0.025 0.025 0.025 0.025
3 0.2 0.2 0.2 0.2 0.05 0.05 0.05 0.05
4 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ S∗k , 1 ≤ k ≤ m, â ýêñïåðèìåíòå 3,
N � íîìåð âàðèàíòà

N S∗1 S∗2 S∗3 S∗4 S∗5 S∗6 S∗7 S∗8
1 1622057 0 0 0 0 0 0 0
2 648823 648823 81103 81103 40551 40551 40551 40551
3 324411 324411 324411 324411 81103 81103 81103 81103
4 202757 202757 202757 202757 202757 202757 202757 202757

Èç Òàáë. 3 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå R̂0 óáûâàåò â çàâèñèìîñòè îò íî-
ìåðà âàðèàíòà N = 1, 2, 3, 4, ÷òî îáóñëîâëåíî èçìåíåíèåì ðàñïðåäåëå-
íèÿ èíäèâèäóóìîâ ïî ìåñòàì âîçìîæíûõ êîíòàêòîâ (ñì., â ÷àñòíîñòè,

ï. 4.2). Óêàçàííîå èçìåíåíèå R̂0 ïðîÿâëÿåòñÿ íà äèíàìèêå ýïèäåìè÷å-
ñêîãî ïðîöåññà, ÷òî íàãëÿäíî ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 3 äëÿ ïåðåìåííîé
J(t) = J1(t), J2(t), J3(t), J4(t).
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Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ R̂0,k, 1 ≤ k ≤ m, R̂0 â ýêñïåðèìåí-
òå 3, N � íîìåð âàðèàíòà

N R̂0,1 R̂0,2 R̂0,3 R̂0,4 R̂0,5 R̂0,6 R̂0,7 R̂0,8 R̂0

1 1.4286 0 0 0 0 0 0 0 1.4286
2 0.4666 0.4666 0.0507 0.0507 0.0251 0.0251 0.0251 0.0251 1.135
3 0.2158 0.2158 0.2158 0.2158 0.2158 0.0507 0.0507 0.0507 1.066
4 0.1308 0.1308 0.1308 0.1308 0.1308 0.1308 0.1308 0.1308 1.0464
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Ðèñ. 3. Ýêñïåðèìåíò 3: äèíàìèêà ïåðåìåííûõ

J1(t), . . . , J4(t) äëÿ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèé R̂0;
îáîçíà÷åíèÿ â òåêñòå.

Ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ äèíàìèêà J(t)
èìååò îäèíàêîâûé õàðàêòåð: ñ òå÷åíèåì âðåìåíè J(t) âîçðàñòàåò è ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà âûõîäèò íà íåêîòîðûé ñòàöèîíàðíûé
óðîâåíü. Âìåñòå ñ òåì, òåìï ðîñòà J(t), ôîðìà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà è

äîñòèãíóòûé ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü çàâèñÿò îò çíà÷åíèé R̂0. Òàê, â ÷àñò-
íîñòè, ïåðåìåííûå J1(t) è J3(t) äîñòèãàþò ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé
ñ ðàçíèöåé ïî âðåìåíè ïî÷òè 100 ñóòîê. Íàèáîëåå ìåäëåííûé ðîñò èìå-
åò ïåðåìåííàÿ J4(t). Êðîìå òîãî, åñëè t = 400 ñóòîê, òî (ñ òî÷íîñòüþ äî
÷åòûðåõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ)

J1(400) = 5.9129, J2(400) = 5.8942, J3(400) = 5.8639, J4(400) = 5.8547.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçëè÷èÿ ìåæäó Jk(400), 1 ≤ k ≤ 4, â
ïåðâûõ äâóõ äåñÿòè÷íûõ çíàêàõ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè óìåíüøåíèè øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ.
Ýêñïåðèìåíò 4. Ýòîò ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ¾ïîä-

ãîíêè¿ ðåøåíèé èçó÷àåìîé ìîäåëè (m = 8) çà ñ÷åò âàðèàöèè ïàðàìåòðà
γ1 = γ̃1 ïðè m = 1 (ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè è íà÷àëüíûõ äàííûõ). Îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè òàêîé
¾ïîäãîíêè¿ ïðèâåäåíî â ï. 4.2. Çäåñü èñïîëüçîâàíû êîíñòàíòû ωR, τR
è íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ I

(0)
0 (t) èç (5.4), ïðè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ïðèòîê

èíäèâèäóóìîâ èç êîãîðòû R â êîãîðòó S0 â òå÷åíèå âñåãî ïðîìåæóòêà
ìîäåëèðîâàíèÿ [0;Tmod]. Ôàêòè÷åñêè, â ýòîì ýêñïåðèìåíòå âìåñòî ìî-
äèôèöèðîâàííîé SEIRS ìîäåëè ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ SEIR
ìîäåëü.
Ïðîìåæóòîê ìîäåëèðîâàíèÿ [0; 150] ñóòîê. Íèæå ïðèâåäåíû ôèêñè-

ðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (â ñêîáêàõ óêàçàíà ðàçìåðíîñòü
êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå):

f0 = 100, λS = λI = λE = λR = 5.48 · 10−5 (1/ñóòêè),

ρS0 = 24, µ = 3, ηI0 = 0.2 (1/ñóòêè),

τR = 2, ωR = 450, ωE = 5 (ñóòêè),

γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = γ5 = 2.65 · 10−6 (1/ñóòêè),

γ6 = 1.5 · 2.65 · 10−6, γ7 = γ8 = 2.5 · 10−6 (1/ñóòêè),

α1 = 0.12, α2 = 0.15, α3 = 0.18, α4 = 0.25,

α5 = 0.2, α6 = 0.05, α7 = 0.025, α8 = 0.025,

ρS0 = ρI0 , µk = νk = µ, βk = αk, 1 ≤ k ≤ m.

Íà÷àëüíàÿ ÷èñëåííîñòü çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ I
(0)
0 = 25. Äëÿ ïðèâå-

äåííîãî (ôèêñèðîâàííîãî) íàáîðà ïàðàìåòðîâ R̂0 = 1.2455, à äèíàìèêà
ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà çàäàåòñÿ ïåðåìåííîé J(t) = J0(t).
Íà Ðèñ. 4 ïîêàçàíà äèíàìèêà ïåðåìåííûõ J(t) = J0(t), J1(t), . . . , J4(t).

Ïåðåìåííàÿ Jn(t) ïîëó÷åíà ïðè m = 1, âàðèàöèè ïàðàìåòðà γ = γ
(n)
1 ,

n = 1, 2, 3, 4, è íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ óêàçàííûõ âûøå ïà-
ðàìåòðîâ ñ ó÷åòîì α1 = 1. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ J1(t), . . . , J4(t) áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû ñîîòâåòñòâåííî

γ
(1)
1 = 1.85 · 10−6, γ

(2)
1 = 1.15 · 10−6, γ

(3)
1 = 0.15 · 10−6, γ

(4)
1 = 0.4735 · 10−6,

è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà R̂
(n)
0 :

R̂
(1)
0 = 1.9834, R̂

(2)
0 = 1.6082, R̂

(3)
0 = 1.1257, R̂

(4)
0 = 1.2455.

Èìååì, ÷òî R̂
(4)
0 = R̂0 = 1.2455 (ñ ó÷åòîì îêðóãëåíèÿ äî ÷åòûðåõ äåñÿ-

òè÷íûõ çíàêîâ). Èç Ðèñ. 4 íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óêàçàííûõ
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1
Ðèñ. 4. Ýêñïåðèìåíò 4: äèíàìèêà ïåðåìåííûõ
J1(t), . . . , J4(t) ïðè ¾ïîäãîíêå¿ äèíàìèêè ïåðåìåííîé
J0(t); îáîçíà÷åíèÿ â òåêñòå.

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ = γ
(n)
1 ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî õîðîøåé ¾ïîäãîí-

êå¿ äèíàìèêè J0(t) ñ ïîìîùüþ J4(t), ïîñêîëüêó ãðàôèêè J0(t) è J4(t)
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò íà âñåì ïðîìåæóòêå ìîäåëèðîâàíèÿ.
Â Òàáë. 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ J0(t), J4(t) äëÿ äåñÿòè ìîìåíòîâ âðå-

ìåíè (ñ ó÷åòîì îêðóãëåíèÿ äî ÷åòûðåõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ).

Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ J0(t), J4(t) â ýêñïåðèìåíòå 4

t, ñóòêè J0(t) J4(t) t, ñóòêè J0(t) J4(t)
10 2.4799 2.4799 90 5.9208 5.9206
30 4.3019 4.3020 100 5.7878 5.7876
50 5.9482 5.9492 120 5.6362 5.6360
60 6.1900 6.1905 140 5.4474 5.4471
80 6.0159 6.0157 150 5.3534 5.3531

Èç Òàáë. 4 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ J0(t) è J4(t) â óêàçàííûõ òî÷êàõ t
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì äåñÿòè÷íûõ çíàêàõ. Äîïîëíè-
òåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè øàãà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ñîâïàäåíèÿ öåëûõ çíà÷åíèé J0(t) è J4(t) è èõ ïåðâûõ
äâóõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà 4 èìåþò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïðè-

ìåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ J0(t) îïèñûâàåò íåêîòîðûå ¾ðåàëüíûå¿ äàííûå ïî
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äèíàìèêå ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà. Òîãäà ýòè ¾ðåàëüíûå¿ äàííûå ìîãóò
áûòü ïðèáëèæåíû ñ ïîìîùüþ áîëåå ïðîñòîãî âàðèàíòà ìîäåëè, ñîäåðæà-
ùåé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïàðàìåòðîâ, ÷åì èñõîäíàÿ ìîäåëü. Îäíàêî ñëå-
äóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ïàðàìåòðû îáåèõ ìîäåëåé ñîâïà-

äàþò è ïðè ïîäãîíêå áûëè èçâåñòíû, çà èñêëþ÷åíèåì γ = γ
(n)
1 , êîòîðûé

ïîäáèðàëñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà íà íåêîòîðîì îòðåçêå.
Åñëè ïàðàìåòðû ìîäåëè çàðàíåå íå èçâåñòíû, òî äëÿ ïîäãîíêè äèíà-

ìèêè ïåðåìåííîé J0(t) ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî âàðèàíòà ìîäåëè ìîæíî,
ïî-âèäèìîìó, ïðèìåíèòü ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çà-
äà÷, ïðèâåäåííûå â [15], íî òðåáóåòñÿ ó÷èòûâàòü èñïîëüçîâàíèå â ìî-
äåëè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì è ñî ñïåöèàëüíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê ðàçðàáîòêå SEIRS ìîäåëè ýïèäåìè-
÷åñêîãî ïðîöåññà, ó÷èòûâàþùèé ëîêàëüíûå ïî âðåìåíè è ìåñòîïîëîæå-
íèþ êîíòàêòû âîñïðèèì÷èâûõ ê èíôåêöèè èíäèâèäóóìîâ è çàðàçíûõ
èíäèâèäóóìîâ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí îäèí èç âàðèàíòîâ ìîäèôèêàöèè
(ðàñøèðåíèÿ) SEIRS ìîäåëè çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ êîíòàêòîâ êîãîðò âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ èíäèâèäóóìîâ.
Íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ ðàçìåðíîñòü, ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò äå-
òàëüíîå àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè-
÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îáîñíîâûâàþò êîððåêòíîñòü ìîäåëè è ïîçâîëÿþò
âûáèðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè ïëàíèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ñ ó÷åòîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â ðà-
áîòàõ [1]�[8]).
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ 1, 2 ïîëíîñòüþ ñîãëàñó-

þòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîé äèíàìèêîé ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà â

ñëó÷àÿõ R̂0 < 1, R̂0 > 1. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 3 ãîâîðèò î ñó-
ùåñòâåííîì âëèÿíèè íåîäíîðîäíîñòè êîãîðò âîñïðèèì÷èâûõ è çàðàçíûõ
èíäèâèäóóìîâ íà äèíàìèêó ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà.
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî (ôèê-

ñèðîâàííîãî) íàáîðà ïàðàìåòðîâ äèíàìèêà ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà ìî-
æåò áûòü îïèñàíà ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâî â ðàìêàõ êàê îòíîñèòåëüíî
ïðîñòîé, òàê è áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòîé âàðèàíò
ìîäåëè áîëåå óäîáåí äëÿ îáðàáîòêè ðåàëüíûõ äàííûõ. Âìåñòå ñ òåì,
îöåíêà ïàðàìåòðîâ îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ìîäåëè ïî ðåàëüíûì äàííûì
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñìåùåíèþ îöåíîê íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ áîëåå ñëîæ-
íîé ìîäåëè, è çäåñü òðåáóåòñÿ ïðîâåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâà-
íèé. Èñõîäíàÿ âûñîêîðàçìåðíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
èçó÷åíèÿ ñêðûòûõ è ñëàáî ó÷òåííûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà äèíàìèêó
ýïèäåìè÷åñêîãî ïðîöåññà, è ðåøåíèÿ ðÿäà ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷.
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