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Abstract: The satis�ability problem is one of the most famous
computationally hard algorithmic problems. It is well known that
the satis�ability problem remains hard even in the restricted version
in which Boolean formulas in conjunctive normal form with exactly
three distinct literals per clause. However, the problem can be
solved in polynomial time for Boolean formulas with exactly two
distinct literals per clause. Narrowing the gap between the problems
is of fundamental interest. Therefore, it is natural to analyze the
complexity of some restricted versions of the satis�ability problem.
In this paper, we prove hardness of some clause-connected versions
of the satis�ability problem.

Keywords: satis�ability problem, computational complexity,NP-
complete.

Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôóíêöèè (SAT) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
íàèáîëåå èçâåñòíûõ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì.
Îáû÷íî ïðîáëåìà SAT ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé â êîíú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïðè ýòîì õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëå-
ìà 3SAT, â êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ â äèçúþíêöèÿõ ðîâíî ïî òðè ëèòåðàëà,
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îñòàåòñÿ NP-ïîëíîé, à ïðîáëåìà 2SAT, â êîòîðîé äîïóñêàåòñÿ â äèçú-
þíêöèÿõ ðîâíî ïî äâà ëèòåðàëà, ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Ñóæåíèå çàçîðà ìåæäó 3SAT è 2SAT ïðåäñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíûé
èíòåðåñ è âûçûâàåò áîëüøîå âíèìàíèå ó èññëåäîâàòåëåé (ñì., íàïðèìåð,
[1, 2, 3]). Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îãðàíè÷åííûõ âåðñèé ïðîáëåìû 3SAT èìå-
åòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ âàæíûõ ïðè÷èí.
Ïðîáëåìà 3SAT èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ðå-

çóëüòàòîâ ïî âû÷èñëèòåëüíîé òðóäíîñòè. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òðóä-
íîñòè äëÿ îãðàíè÷åííîãî âàðèàíòà 3SAT âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü âàæíûå ñëåäñòâèÿ äëÿ äðóãèõ ïðîáëåì.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) â êîíú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì
ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) èìååò âèä

∧m
i=1Ci, (1)

ãäå äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ëèòå-
ðàëîâ, ò.å.

Ci = ∨pi
j=1ui,j , (2)

ui,j ∈ {x1, x2, . . . , xn,¬x1,¬x2, . . . ,¬xn}.
Ñâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíî òðóäíûõ ïðîáëåì ê ïðîáëåìà âû-
ïîëíèìîñòè è ðåøåíèå èõ ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûõ äëÿ
SAT ïðîãðàìì óæå äàâíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðå-
øåíèÿ çàäà÷. Îäíàêî ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
áóëåâîé ôóíêöèè ê âèäó (1) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ýêñïîíåíöèàëü-
íîé. Äàæå èñïîëüçîâàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ (ñì., íàïðèìåð, [4])
äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê âèäó (1) íàêëàäûâàåò çíà÷èòåëüíóþ äîïîëíèòåëüíóþ
âû÷èñëèòåëüíóþ íàãðóçêó íà ïðîãðàììó-ðåøàòåëü. Êîíêðåòíûé âèä âû-
ðàæåíèé (2) òîæå èìååò âàæíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó óïðîùåíèå âûðà-
æåíèÿ (2) ìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà êîëè÷åñòâî ïåðåìåí-
íûõ, êîëè÷åñòâî è ñòðóêòóðó ðåøåíèé. Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ñâåäå-
íèé ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ê ïðîáëåìå âûïîëíèìîñòè âàæíî çàáîòèòüñÿ î
êîíêðåòíîì âèäå ïîëó÷àåìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì, íàêëàäû-
âàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âèä áóëåâûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìî çíàòü, ñîõðàíÿåò
ëè îãðàíè÷åííûé âàðèàíò ïðîáëåìû SAT âûðàçèòåëüíûå ñïîñîáíîñòè
SAT. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðè ïîñòðîåíèè ñâåäåíèé çàäà÷ ðîáîòîòåõíèêè
(ñì., íàïðèìåð, [5, 6, 7]), ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ àâòîíîìíûõ òðàíñïîðòíûõ
ñðåäñòâ (ñì., íàïðèìåð, [8, 9]), ìàéíèíãà êðèïòîâàëþòû [10], êðèïòîàíà-
ëèçà (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]), ìîäåëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [13, 14]) è ìíîãèõ äðóãèõ ÷àñòî áóëåâû
ôóíêöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Äàæå åñ-
ëè âûÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû íå âåäåò ê íàõîæäåíèþ ïî-
ëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
äëÿ ñîçäàíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû-ðåøàòåëÿ. Â ïîñëåäíèå ãî-
äû ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì-ðåøàòåëåé âñå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
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íå ñòàíäàðòíûì ôîðìóëèðîâêàì SAT è 3SAT, à óïðîùåííûì âàðèàí-
òàì 3SAT (ñì., íàïðèìåð, [15]). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíûå ñïåöèàëè-
çèðîâàííûå âàðèàíòû ïðîáëåìû 3SAT íåäîñòàòî÷íî õîðîøî îòðàæàþò
ñïåöèôèêó ïðèêëàäíîé çàäà÷è, ÷òî òðåáóåò ââåäåíèÿ ñëîæíûõ äîïîëíè-
òåëüíûõ ñòðóêòóð è ïðèâîäèò ê ñîâìåñòíîìó ðåøåíèþ íåñêîëüêèõ çàäà÷
(ñì., íàïðèìåð, [16]). Èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðè-
âîäèò ê ðàññìîòðåíèþ íîâûõ âàðèàíòîâ ïðîáëåìû 3SAT. Ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâåííîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè-
÷åíèé íà ïðîáëåìó 3SAT, îáåñïå÷èâàþùèõ íåêîòîðóþ ñâÿçíîñòü ìåæäó
ïåðåìåííûìè â ðàçëè÷íûõ äèçúþíêöèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [17, 18]). Õàðàê-
òåðíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ðàáîòå [19],
ãäå âàðèàíò ïðîáëåìû 3SAT ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì íà ñâÿçíîñòü
ïåðåìåííûõ ðåøàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ äðóãîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé.
Ïðîãðàììû-ðåøàòåëè äëÿ âàðèàíòîâ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè äåìîí-

ñòðèðóþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷. Îäíàêî ÷àñòî èõ èñïîëüçîâàíèå ñîïðÿæåíî ñ òðóäíîñòÿìè, îáóñëîâ-
ëåííûìè íåäîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì òåñòîâûõ äàííûõ [20], ÷òî âûçû-
âàåò ïîòðåáíîñòü ãåíåðàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñì.,
íàïðèìåð, [21, 22, 23]). Àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó-
÷åíèÿ äëÿ ïðîãðàìì-ðåøàòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [24, 25, 26]) òðåáóåò ó÷åòà
ñïåöèôèêè íå òîëüêî ïðèêëàäíîé îáëàñòè, íî è ñàìèõ ìåòîäîâ ìàøèííî-
ãî îáó÷åíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èíòåëëåêòóàëüíûå ñèñòåìû îáû÷íî
ìåäëåííî îáó÷àþòñÿ íà ðàçðåæåííûõ äàííûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû äàí-
íûå âûñîêîé ïëîòíîñòè ÷àñòî âûçûâàþò áûñòðîå ïåðåîáó÷åíèå. Êðîìå
òîãî, ñïåöèôèêà èñõîäíûõ äàííûõ âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè
â ïðèìåíåíèè ïðîãðàìì-ðåøàòåëåé äëÿ êðèïòîàíàëèçà (ñì., íàïðèìåð,
[27, 28]).
Ìíîãèå ñîâðåìåííûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàáîòàþò ñ ðàç-

ðåæåííûìè èëè ïëîòíûìè äàííûìè (ñì., íàïðèìåð, [29, 30, 31]). Ñîîò-
âåòñòâåííî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû êðèïòîàíàëèçà, êîòîðûå îðèåíòè-
ðóþòñÿ íà ïîèñê ñïåöèôè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðå-
æåííûìè è ïëîòíûìè äàííûìè [32, 33]. Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü
íàõîæäåíèÿ ïîäîáíûõ çàêîíîìåðíîñòåé îñíîâûâàåòñÿ íà íàëè÷èè ôà-
çîâîãî ïåðåõîäà, êîòîðûé õàðàêòåðåí íå òîëüêî äëÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ
ïðîáëåì, íî è äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì â öåëîì [34, 35, 36]. Ñóòü ôàçî-
âîãî ïåðåõîäà â òîì, ÷òî äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ îäíîãî è òîãî æå ðàçìå-
ðà ñòðóêòóðà ðåøåíèé ìîæåò çíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ. Ñîîòâåðñòâåííî,
òðóäíîñòü ïðîáëåìû çàâèñèò íå ñòîëüêî îò ðàçìåðà èñõîäíûõ äàííûõ,
ñêîëüêî îò íåêîòîðûõ èõ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé. Èññëåäîâàíèÿ ýòîãî
ôåíîìåíà òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîðîãîâîé ãèïîòåçîé, ñîãëàñíî êîòîðîé òðóä-
íîñòü èñõîäíûõ äàííûõ çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ðàçìåðà èñõîäíûõ äàííûõ
ê êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ, ò.å. îò ñòåïåíè èõ ïëîòíîñòè. Äëÿ ïðîáëåìû
3SAT ýòî îòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîøåíèå m

n êîëè÷å-
ñòâà äèçúþíêöèé m ê êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ n [37]. Ìíîãèå âû÷èñëè-
òåëüíî òðóäíûå ïðîáëåìû äåìîíñòðèðóþò ïðåäñêàçóåìîå ïîâåäåíèå â
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çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷à-
åò èõ ðåøåíèå (ñì., íàïðèìåð, [38, 39]). Âåñüìà çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå
áûëî óäåëåíî èçó÷åíèþ ïîðîãîâîé ãèïîòåçû äëÿ ïðîáëåìû SAT (ñì.,
íàïðèìåð, [40, 41]. Îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé ïî ïî-
ðîãîâîé ãèïîòåçå äàí â ðàáîòå [42]. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
íåäàâíî ïîðîãîâàÿ ãèïîòåçà ïîëó÷èëà ïîäòâåðæäåíèå êàê äëÿ ïðîáëå-
ìû âûïîëíèìîñòè [43, 44], òàê è â îáùåì ñëó÷àå [45]. Îäíàêî èññëåäîâà-
íèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [46], ïîêàçûâàþò íàëè÷èå íåòðèâèàëüíûõ
çàâèñèìîñòåé ó ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îïè-
ñàíû îäíèì ëèøü ïîäòâåðæäåíèåì ïîðîãîâîé ãèïîòåçû. Â ÷àñòíîñòè,
ó ïðîáëåìû 3SAT íàáëþäàåòñÿ íåñêîëüêî ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Òåì íå
ìåíåå, íàõîæäåíèå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ãèáêî ðåãóëè-
ðîâàòü ñâÿçíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòå-
ðåñ äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ãåíåðàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé è ìàñêèðîâ-
êè äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíîñòè, èõ ìîæíî áûëî
áû ïðèìåíÿòü äëÿ òåõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè, äëÿ êîòîðûõ îáùåå ïîâåäå-
íèå ðåøåíèé ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ñðàâíèòåëüíî ïðåäñêàçóåìî. Ïðè
ýòîì ïðè ïîìîùè ïîëèíîìèàëüíûõ ñâåäåíèé ìàñêèðîâêó íà îñíîâå áóëå-
âûõ ôóíêöèé ìîæíî ïðèìåíÿòü íå òîëüêî äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåïîïóëÿð-
íûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íåïîñðåäñòâåííî íà SAT [47, 48, 49], íî è
äëÿ àëãîðèòìîâ íà öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòêàõ èëè ñõåì íà îñíîâå Classic
McEliece.
Ïîæàëóé, íàèáîëåå îñíîâàòåëüíî âîïðîñ î òðåáîâàíèÿõ ê áóëåâûì

ôóíêöèÿì ïðîðàáîòàí â îáëàñòè ãåíåðàöèè òðóäíûõ âõîäîâ äëÿ ïðîã-
ðàìì-ðåøàòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [50, 51, 52]). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [50]
óêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé èíäóñòðè-
àëüíûå äîëæíû äåìîíñòðèðîâàòü íàëè÷èå îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû ñâÿ-
çåé. Ïðè ýòîì îäíîé èç êëþ÷åâûõ ïðîáëåì ãåíåðàöèè ÿâëÿåòñÿ äåãðàäà-
öèÿ ñëîæíîñòè èç-çà îãðàíè÷åííîñòè èíñòðóìåíòîâ ìîäèôèêàöèè [50].
Â ñâîþ î÷åðåäü, îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè ìîäèôèêàöèè îáóñëîâëå-
íû ñòðåìëåíèåì ñîõðàíèòü ñåìàíòèêó áóëåâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ èç
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìû ýôôåêòèâíûå
èíñòðóìåíòû, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâëÿòü ãèáêóþ ìîäèôèêàöèþ ñòðóê-
òóðû ñâÿçåé â áóëåâîé ôóíêöèè, íàñëåäóÿ òðóäíîñòü èñõîäíîé ôóíê-
öèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ðàçðàáîòêè ñàìèõ ðåøàòåëåé íåîáõîäèìû
òðóäíûå âàðèàíòû 3SAT, îðèåíòèðîâàííûå íå íà ñëó÷àéíûå âõîäû, à
íà ñòðóêòóðèðîâàííûå.
Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé äëÿ ðåãóëèðîâàíèÿ ñâÿçíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü êàê ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò ïðè ãåíåðàöèè áóëåâûõ
ôóíêöèé è ìàñêèðîâêå äàííûõ. Íà îñíîâå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïî-
ëó÷èì ðÿä òðóäíûõ âàðèàíòîâ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè, êîòîðûå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-òðóäíîñòè, íî è äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèé çà ïðåäåëàìè NP.
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1 Äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíûå áóëåâû ôóíêöèè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèòåðàë x ïðèíàäëåæèò äèçúþíêöèè Ci âèäà (2)
è ïèñàòü x ∈ Ci, åñëè ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå j òàêîå, ÷òî x = ui,j . Äëÿ
ëþáîãî ëèòåðàëà x áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî x = ¬¬x. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè
f âèäà (1)ðàññìîòðèì ãðàôGf = (Vf , Ef ), çàäàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí

Vf = {Ci | 1 ≤ i ≤ m} (3)

è ìíîæåñòâîì ðåáåð

Ef = {(Ci, Cj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m,

∃x((x ∈ Ci ∨ ¬x ∈ Ci) ∧ (x ∈ Cj ∨ ¬x ∈ Cj))}. (4)

Ñëåäóÿ [53], áóëåâó ôóíêöèþ f âèäà (1) áóäåì íàçûâàòü äèçúþíêòèâíî-
ñâÿçíîé, åñëè ãðàôGf ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ðàññìîòðèì ãðàôDf = (Vf , Pf ),
çàäàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí (3) è ìíîæåñòâîì ðåáåð

Pf = {(Ci, Cj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m,

∃x(x ∈ Ci ∧ x ∈ Cj)}. (5)

Áóëåâó ôóíêöèþ f âèäà (1) áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî äèçúþíêòèâíî-ñâÿç-
íîé, åñëè ãðàô Df ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Èñõîäÿ èç îãðàíè÷åíèé (4) è (5),
íàêëàäûâàåìûõ íà ðåáðà ãðàôà, ó äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé ôóíê-
öèè ìåæäó äèçúþíêöèÿìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ó íèõ åñòü îáùàÿ ïåðåìåííàÿ, à ó ñèëüíî äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé
ôóíêöèè ìåæäó äèçúþíêöèÿìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ó íèõ åñòü îáùèé ëèòåðàë.

2 Äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíàÿ 3SAT

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîé ïðîáëåìû âûïîëíèìî-
ñòè â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå.
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè (SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci, ãäå äëÿ ëþáîãî i,
1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ëèòåðàëîâ.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Ñîãëàñíî òåîðåìå Êóêà, ïðîáëåìà SAT ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Õîòÿ

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â ÿâíîì âèäå â ðàáîòå [54] íåò, èç ðåññóæäåíèé, ïðåä-
ñòàâëåííûõ â ñòàòüå [54], î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò åãî ñïðàâåäëè-
âîñòü.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîáëåìó 3SAT, ïðåäëîæåííóþ â êíèãå [55]. Ìû

ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ïðîáëåìû 3SAT â óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå, îò-
ëè÷àþùåéñÿ îò ôîðìóëèðîâêè èç [55] ëèøü òåðìèíîëîãè÷åñêè.
Ïðîáëåìà 3-âûïîëíèìîñòè (3SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci, ãäå äëÿ ëþáîãî i,
1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ðîâíî òðåõ ëèòåðàëîâ.
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Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Â êíèãå [55] ïðîáëåìà 3SAT ïðåäñòàâëåíà êàê îäíà èç NP-ïîëíûõ

ïðîáëåì èç ñïèñêà Êàðïà [56]. Â êíèãå [55] ïðèâåäåíà ïîëèíîìèàëüíàÿ
ñâîäèìîñòü ïðîáëåìû SAT ê 3SAT. Çàìåòèì, ÷òî â ñòàòüå Êàðïà [56]
â ñïèñêå NP-ïîëíûõ ïðîáëåì ïðîáëåìû 3SAT íåò. Êàðï ðàññìàòðèâàë
ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó.
Ïðîáëåìà ≤3-âûïîëíèìîñòè (≤3SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci, ãäå äëÿ ëþáîãî i,
1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Äëÿ êàæäîé èç òðåõ ðàññìîòðåííûõ ôîðìóëèðîâîê ïðîáëåìû âûïîë-

íèìîñòè ðàññìîòðèì àíàëîã, òðåáóþùèé, ÷òîáû áóëåâà ôóíêöèÿ áûëà
äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé.
Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé

ôóíêöèè (C-SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci òàêàÿ, ÷òî ãðàô
Gf ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé ëèòåðàëîâ.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Ïðîáëåìà 3-âûïîëíèìîñòè äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé

ôóíêöèè (C-3SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci òàêàÿ, ÷òî ãðàô
Gf ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé ðîâíî òðåõ ëèòåðàëîâ.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Ïðîáëåìà ≤3-âûïîëíèìîñòè äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé

ôóíêöèè (C-≤3SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci òàêàÿ, ÷òî ãðàô
Gf ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Çàìåòèì, ÷òî åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) íå ÿâëÿåòñÿ äèçú-

þíêòèâíî-ñâÿçíîé, òî íàéäóòñÿ áóëåâû ôóíêöèè

g(xi1 , xi2 , . . . , xip) = Cj1 ∧ Cj2 ∧ · · · ∧ Cjq ,

h(xr1 , xr2 , . . . , xrs) = Cl1 ∧ Cl2 ∧ · · · ∧ Clt

òàêèå, ÷òî

n = p+ s,

m = q + t,
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{x1, x2, . . . , xn} = {xi1 , xi2 , . . . , xip} ∪ {xr1 , xr2 , . . . , xrs},
{xi1 , xi2 , . . . , xip} ∩ {xr1 , xr2 , . . . , xrs} = ∅,

{C1, C2, . . . , Cm} = {Cj1 , Cj2 , . . . , Cjq} ∪ {Cl1 , Cl2 , . . . , Clt},
{Cj1 , Cj2 , . . . , Cjq} ∩ {Cl1 , Cl2 , . . . , Clt} = ∅.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà áûäåò âûïîëíèìîé êàæäàÿ èç ôóíêöèé g è h. Ñîîòâåòñòâåííî, åñ-
ëè ó íàñ åñòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè
äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé ôóíêöèè, òî íàéäåòñÿ è ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíê-
öèè, ò.å. åñëè ïðîáëåìà C-3SAT ïðèíàäëåæèò êëàññó P, òî è ïðîáëåìà
3SAT ïðèíàäëåæèò êëàññó P. Îäíàêî, åñëè P ̸= NP èç òîëüêî ÷òî
ðàññìîòðåííûõ ðàññóæäåíèé íå ñëåäóåò àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî 3SAT ïî-
ëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê C-3SAT, ïîñêîëüêó ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè
ôóíêöèè f ïî ôóíêöèÿì g è h ïîòðåáóåò NP-îðàêóëà. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è íà ïðàêòèêå ôóíêöèèNP-îðàêóëà ìîæåò âûïîëíèòü ïðîãðàììà-
ðåøàòåëü. Îäíàêî ýòî íå ïîäõîäèò äëÿ çàäà÷, òðåáóþùèõ ñîâìåñòíîãî
ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðîáëåì, è çàäà÷, â êîòîðûõ âàæíà ñåìàíòè÷åñêàÿ
íàãðóçêà áóëåâîé ôóíêöèè.
Äëÿ êàæäîé èç òðåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðîáëåì äîêàçàòåëüñòâîNP-

ïîëíîòû ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå NP-ïîëíîòû ïðîáëåìû 3SAT,
èñïîëüçóÿ ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå [53]. Î÷å-
âèäíî, ÷òî åñëè ó êàæäîé ïàðû äèçúþíêöèé åñòü îáùàÿ ïåðåìåííàÿ,
òî ãðàô Gf ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Åñëè ãðàô Gf íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì,
òî íàéäóòñÿ äèçúþíêöèè ëèòåðàëîâ ∨p

i=1ui è ∨q
j=1vj , íå èìåþùèå îá-

ùèõ ïåðåìåííûõ. Âîçüìåì íîâóþ ïåðåìåííóþ y è çàìåíèì â ôóíêöèè
f(x1, x2, . . . , xn) ïîäôîðìóëó

(∨p
i=1ui) ∧ (∨q

j=1vj) (6)

íà ôîðìóëó
(∨p

i=1ui) ∧ (∨q
j=1vj) ∧ (up ∨ vq ∨ y). (7)

Ïîëó÷èì ôóíêöèþ g(x1, x2, . . . , xn, y). Î÷åâèäíî, ÷òî çàìåíà ôîðìóëû
(6) íà ôîðìóëó (7) óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî ïàð äèçúþíêöèé, ó êîòîðûõ
íåò îáùèõ ïåðåìåííûõ. Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ g ñîäåðæèò íà îäíó ïà-
ðó ìåíüøå, ÷åì ôóíêöèÿ f . Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó âñå äèçúþíêöèè ôóíê-
öèè f ñîäåðæàòñÿ â ôóíêöèè g, èç âûïîëíèìîñòè ôóíêöèè g ñëåäóåò
âûïîëíèìîñòü ôóíêöèè f . Åñëè ôóíêöèÿ f èñòèííà íà íåêîòîðîì íàáî-
ðå t1, t2, . . . , tn, òî g(t1, t2, . . . , tn, 1) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà ôîðìóëû
(6) íà ôîðìóëó (7) ñîõðàíÿåò âûïîëíèìîñòü. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå çàìåíû ôîðìóëû (6) íà ôîðìóëó (7) ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü îò ïðîáëåìû 3SAT ê ïðîáëå-
ìå C-3SAT. Ó÷èòûâàÿ î÷åâèäíóþ ïðèíàäëåæíîñòü ïðîáëåìû C-3SAT
êëàññó NP, ýòî äîêàçûâàåò NP-ïîëíîòó ïðîáëåìû C-3SAT. Ïîñêîëü-
êó ïðîáëåìà C-3SAT ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîáëåì C-SAT è C-
≤3SAT, êàæäàÿ èç íèõ òîæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
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Çàìåòèì, ÷òî, îñóùåñòâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå çàìåíû ôîðìóë âèäà (6)
íà ôîðìóëû âèäà (7), ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îäíó è òó æå ïåðåìåííóþ
y. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èòîãîâóþ ôóíêöèþ, ñîäåðæàùóþ åäèí-
ñòâåííóþ äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ y, îòñóòñòâóþùóþ â íà÷àëüíîì
ñïèñêå ïåðåìåííûõ.
Õîòÿ èñïîëüçîâàíèå çàìåíû ôîðìóë âèäà (6) íà ôîðìóëû âèäà (7)

îáåñïå÷èâàåò ïðîñòîé ñïîñîá ïåðåõîäà îò ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíê-
öèè ê äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé, ó ýòîãî ñïîñîáà åñòü ñåðüåçíûé íåäîñòà-
òîê. Ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé áóëåâîé ôóíêöèè íå
íàñëåäóåòñÿ êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ìû, êðîìå ðåøåíèÿ âèäà t1, t2, . . . , tn, 1, ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøåíèå âèäà
t1, t2, . . . , tn, 0. Ïðè÷åì íå âñåãäà åñòü î÷åâèäíûé ñïîñîá äëÿ îòñëåæèâà-
íèÿ, ñëåäóåò ëè èç òîãî, ÷òî t1, t2, . . . , tn, 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî, ÷òî
t1, t2, . . . , tn, 0 òîæå áóäåò ðåøåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðî-
áëåìà, òðåáóþùàÿ âûÿñíèòü ïî äàííîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn)
è äàííîìó ðåøåíèþ t1, t2, . . . , tn, ñóùåñòâóåò ëè åùå îäèí íàáîð, íà êî-
òîðîì ôóíêöèÿ f âûïîëíÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [57].
Îòñóòñòâèå ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé ïðè ñâîäèìîñòè ñóùå-

ñòâåííî çàòðóäíÿåò äàëüíåéøåå èñïîëüçîâàíèå ïðîáëåìû äëÿ èññëåäî-
âàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãèìè âàæíûìè êëàññàìè, íàõîäÿùèìèñÿ çà ïðå-
äåëàìè êëàññà NP, ÷òî çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò ïîëåçíîñòü ïðåîáðàçî-
âàíèÿ íà îñíîâå çàìåíû ôîðìóë âèäà (6) íà ôîðìóëû âèäà (7) ñ òåîðå-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðûå íå ñîõðàíÿþò êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, òîæå íå âñåãäà äîïóñòèìû.
Â ÷àñòíîñòè, èõ íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ñîâìåñòíî ñ #SAT-ðåøàòåëÿìè
[58, 59]. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåäîïóñòèìî ïðèìåíÿòü òàêèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ öåëÿõ. Èõ íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ïðè ïðîåêòèðî-
âàíèè êâàíòîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíèÿ ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ïðè ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîãðàìì-
ðåøàòåëåé âàæíî ó÷èòûâàòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé äëÿ ýòèõ ôóíêöèé äà-
æå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïåðåä ðåøàòåëåì ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè âû-
ïîëíèìîñòè, à íå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé [60].

3 Êëàññû êîëè÷åñòâåííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäëîæåíî äîâîëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñâî-
äèìîñòåé, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìè÷å-
ñêèõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïðîáëåìàìè [61, 62, 63]. Äëÿ ïðîáëåì èç êëàññà
NP ñòàíäàðòíîé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Σ îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ∗ ìíîæåñòâî âñå-

âîçìîæíûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÿçûêîâ L1, L1 ⊆
Σ∗
1, è L2, L2 ⊆ Σ∗

2, ñëåäóÿ [55], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L1 ïîëè-
íîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2, åñëè ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííàÿ
ìàøèíà Òüþðèíãà, âû÷èñëÿþùàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ôóíêöèþ
f : Σ∗

1 → Σ∗
2 òàêóþ, ÷òî x ∈ L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ∈ L2
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äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗
1. Åñëè ÿçûê L1 ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2

áóäåì ïèñàòü L1 ≤T L2.
ßçûê L íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíûì, åñëè L ∈ NP è M ≤T L äëÿ ëþáîãî

ÿçûêà M èç NP. Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà, ïðåäïîëàãàþùàÿ ðåøåíèå
èç ìíîæåñòâà {0, 1}, íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè NP-ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ
îïèñûâàþùèé åå ÿçûê. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðåøåíèå ïðîáëåìû íå îáÿçà-
òåëüíî èç ìíîæåñòâà {0, 1}, òî ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîáëåì. Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç FP ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîáëåì, ðàçðåøèìûõ äåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé
Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Çàìåòèì, ÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà,
óñòàíàâëèâàþùàÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü ÿçûêà L1 ê ÿçûêó L2,
ðåøàåò íåêîòîðóþ ïðîáëåìó f èç êëàññà FP.
Ñëåäóÿ [64], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L1 ëîãàðèôìè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê

ÿçûêó L2, åñëè ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, âû-
÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèþ f : Σ∗

1 → Σ∗
2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàìÿòè O(log n)

òàêóþ, ÷òî x ∈ L1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ∈ L2 äëÿ ëþáî-
ãî x ∈ Σ∗

1. Åñëè ÿçûê L1 ëîãàðèôìè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó L2 áóäåì
ïèñàòü L1 ≤L L2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàøèíà Òüþðèíãà îáåñïå÷èâàåò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñâîäèìîñòü ÿçûêà L1 ê ÿçûêó L2, òî îíà âñåãäà îñòà-
íàâëèâàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ (ñì. [64], ïðåäëî-
æåíèå 8.1). Ïîýòîìó èç L1 ≤L L2 ñëåäóåò L1 ≤T L2. Òàêèì îáðàçîì,
òðåáîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâîäèìîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ñèëüíîå,
÷åì íåîáõîäèìî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-òðóäíîñòè. Îäíàêî ëîãàðèôìè-
÷åñêàÿ ñâîäèìîñòü â îòëè÷èå îò ïîëèíîìèàëüíîé ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ
ïîäêëàññàìè êëàññà P ÿçûêîâ, ðàñïîçíàâàåìûõ äåòåðìèíèðîâàííîé ìà-
øèíîé Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ÷àñòíîñòè, ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ ñâîäèìîñòü ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êëàññà NL ÿçûêîâ, ðàñïî-
çíàâàåìûõ íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíîé Òüþðèíãà íà ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé ïàìÿòè. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâîäèìîñòè
ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Â ïîñëåäíèå ãîäû
âñå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òàêèì âîïðîñàì êàê àâòîìàòè÷åñêàÿ
ãåíåðàöèÿ òåñòîâ [65]; ðàçðàáîòêà ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ïðè ïîìîùè ðåøàòåëåé [66, 67, 68]; àïïàðàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ
ðåøàòåëåé [69, 70]; àïïàðàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðåøàòåëåé êàê ìíîãîöåëåâûõ
ïðîöåññîðîâ [71, 72]; àïïàðàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàìì, ñîçäàííûõ ðåøà-
òåëÿìè [73]. Âñå ýòî óêàçûâàåò íà ïîñòåïåííî ôîðìèðóþùóþñÿ òåíäåí-
öèþ ïåðåõîäà îò ïðîãðàììíîãî ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðè ïîìîùè
ðåøàòåëåé ê àïïàðàòíîìó, ÷òî òðåáóåò ýêîíîìíîãî îòíîøåíèÿ ê ïàìÿòè
ïðè ïîñòðîåíèè ñâîäèìîñòåé. Â äàëüíåéøåì ïîä ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäè-
ìîñòüþ ÿçûêà L1 ê ÿçûêó L2 ìû áóäåì ïîíèìàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ è
ïèñàòü L1 ≤ L2.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä âàæíûõ êëàññîâ, íàõîäÿùèõñÿ çà ïðåäåëàìè

NP. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû A ÷åðåç #A áóäåì
îáîçíà÷àòü ïðîáëåìó, òðåáóþùóþ ïî äàííîìó âõîäó ïðîáëåìû A íàéòè
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êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ïðîáëåìû A íà ýòîì âõîäå. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èñ-
õîäíûõ äàííûõ x è ïðîèçâîëüíîé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà T ÷åðåç #accT (x) è #rejT (x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êîëè÷åñòâî
äîïóñêàþùèõ è îòâåðãàþùèõ âõîä x âû÷èñëåíèé, ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç
GapP ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ âñåõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà T òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâî
f(x) = #accT (x) − #rejT (x) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x. Ñëåäóÿ [74, 75],
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

• PP � êëàññ ÿçûêîâ L ⊆ Σ∗, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f ∈ GapP òàêàÿ, ÷òî

x ∈ L ⇔ f(x) > 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗ [76, 77];
• ModkP � êëàññ ÿçûêîâ L ⊆ Σ∗, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ f ∈ GapP òàêàÿ, ÷òî

x ∈ L ⇔ f(x) ̸≡ 0 mod k

äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗ [78, 79, 80];
• ⊕P = ModkP [81, 82];
• SPP � êëàññ ÿçûêîâ L ⊆ Σ∗, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f ∈ GapP òàêàÿ, ÷òî

x ∈ L ⇒ f(x) = 1,

x /∈ L ⇒ f(x) = 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗ [83];
• C=P � êëàññ ÿçûêîâ L ⊆ Σ∗, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
f ∈ GapP òàêàÿ, ÷òî

x ∈ L ⇔ f(x) = 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗ [77, 84];
• WPP � êëàññ ÿçûêîâ L ⊆ Σ∗, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ôóíêöèè
f ∈ GapP è g ∈ FP òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Σ∗ âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

x ∈ L ⇒ f(x) = g(x),

x /∈ L ⇒ f(x) = 0

è çíà÷åíèå ôóíêöèè g(x) îòëè÷íî îò íóëÿ [83].

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýòèõ êëàññîâ èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ [74,
85]:

P ⊆ SPP ⊆ WPP ⊆ C=P ⊆ PP,

SPP ⊆ ⊕P ⊆ ModkP,

co−NP ⊆ C=P,

NP ⊆ co−C=P,

WPP ⊆ co−C=P,
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ãäå êëàññ co-NP ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì êëàññà NP, à co-C=P îáîçíà-
÷àåò äîïîëíåíèå êëàññà C=P.
Ñëåäóÿ [86], ïîäñ÷èòûâàþùåé ìàøèíîé Òüþðèíãà ìû áóäåì íàçû-

âàòü íåäåòåðìèíèðîâàííóþ ìàøèíó Òüþðèíãà T ñ äîïîëíèòåëüíîé ëåí-
òîé, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïå÷àòè â äâîè÷íîì âèäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
#accT (x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç t(n) ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ äîïóñòèìîãî âû-
÷èñëåíèÿ íà âõîäàõ, ðàçìåð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò n. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî ïîäñ÷èòûâàþùàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà â õóäøåì ñëó÷àå èìå-
åò ñëîæíîñòü ïî âðåìåíè t(n). Ñîîòâåòñòâåííî, òðóäîåìêîñòü ãåíåðàöèè
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè #accT (x) íà äîïîëíèòåëüíîé ëåíòå íå ó÷èòûâàåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç #P êëàññ, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû ïîäñ÷èòûâàþùåé ìàøèíîé Òüþðèíãà çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ [86].
Êàê è äëÿ áîëüøèíñòâà äðóãèõ êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè,

äîêàçàòåëüñòâî #P-òðóäíîñòè íåêîòîðîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû A
îáû÷íî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ê íåé íåêîòîðîé #P-ïîëíîé ïðîáëåìû
B. Îäíàêî ñâîäèìîñòü äîëæíà îáåñïå÷èâàòü ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà ðå-
øåíèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âõîäà I àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû Π îáî-
çíà÷èì ÷åðåç #I êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ïðîáëåìû Π íà âõîäå I.
Åñëè äëÿ ëþáûõ âõîäîâ I1 ∈ Π1 è I2 ∈ Π2 òàêèõ, ÷òî R(I1) = I2, èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî #I1 = #I2, òî ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü R ïðîáëåìû
Π1 ê ïðîáëåìå Π2 íàçûâàåòñÿ ýêîíîìíîé [87]. Äëÿ ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Π1 ≤E Π2.
Ïî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè #A : Σ∗ → N èç êëàññà #P, ñëåäóÿ [88],

îïðåäåëèì ñëåäóþùèå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû.

• ⊕A � ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó x ∈ Σ∗ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
çíà÷åíèå #A(x) íå÷åòíûì.

• ModkA � ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó x ∈ Σ∗ âûÿñíèòü, âåðíî ëè,
÷òî #A(x) ̸≡ 0 mod k.

• DiffA=0 � ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó (x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗ âûÿñíèòü,
âåðíî ëè, ÷òî #A(x) = #A(y).

• DiffA>0 � ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó (x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗ âûÿñíèòü,
âåðíî ëè, ÷òî #A(x) > #A(y).

• DiffA=1 � ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó (x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗ â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî

(x, y) ∈ Iyes ∪ Ino,

ãäå

Iyes = {(x, y) | #A(x) = #A(y) + 1},

Ino = {(x, y) | #A(x) = #A(y)},

âûÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî

(x, y) ∈ Iyes.
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• DiffA=g � ïî ïðîèçâîëüíîìó âõîäó (x, y, k) ∈ Σ∗ × Σ∗ × N â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

(x, y, k) ∈ Iyes ∪ Ino,

ãäå

Iyes = {(x, y, k) | #A(x) = #A(y) + k},
Ino = {(x, y, k) | #A(x) = #A(y)},

âûÿñíèòü, âåðíî ëè, ÷òî

(x, y, k) ∈ Iyes.

Ñîãëàñíî [88], åñëè ïðîáëåìà #A ÿâëÿåòñÿ #P-ïîëíîé îòíîñèòåëüíî
ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè, òî ïðîáëåìû ⊕A, ModkA, DiffA=0, DiffA>0,
DiffA=1, DiffA=g ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äëÿ êëàññîâ ⊕P, ModkP, C=P,
PP, SPP, WPP, ñîîòâåòñòâåííî.

4 Ýêîíîìíàÿ ñâîäèìîñòü äëÿ 3SAT

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êóêà [54], êîòîðîå óñòàíàâëèâàåò NP-òðóä-
íîñòü ïðîáëåìû SAT, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïðèìåðîì íåïîñðåäñòâåííîé èí-
òåðïðåòàöèè ìàøèíû Òüþðèíãà ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-ïîëíîòû àëãî-
ðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû. Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ âåñüìà ðåäêî. Äëÿ
áîëüøèíñòâà àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì äîêàçàòåëüñòâî òðóäíîñòè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèåé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè îò SAT èëè îò
ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðîé ñâîäèìîñòü îò SAT óæå èçâåñòíà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [54] áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn)

ñòðîèòñÿ òàê, ÷òî êàæäîìó äîïóñòèìîìó âû÷èñëåíèþ ìàøèíû Òüþðèí-
ãà ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîãî
f(x1, x2, . . . , xm) = 1. Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì Êóêà, ïðåäñòàâëåííûì â
ðàáîòå [54], íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîáëåìà #SAT ÿâëÿåòñÿ
#P-ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â êíèãå [55] ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëèðîâêà ïðîáëå-

ìû 3-âûïîëíèìîñòè, êîòîðàÿ áîëåå óäîáíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òðóäíîñòè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì. Ïðîáëåìà ≤3SAT ïðåäïî-
ëàãàåò, ÷òî â ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) íåò äèçúþíêöèé áîëåå òðåõ ëè-
òåðàëîâ, à ó ïðîáëåìû 3SAT íåò è äèçúþíêöèé áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ,
è äèçúþíêöèé ìåíåå òðåõ ëèòåðàëîâ. Îäíàêî, ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäè-
ìîñòü, ïîñòðîåííàÿ â [56], ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìíîé, à ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâî-
äèìîñòü, ïðåäëîæåííàÿ â [55], ýêîíîìíîé íå ÿâëÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå,
äîêàçàòåëüñòâî â [56] îñíîâàíî íà çàìåíå ïðîèçâîëüíîé äèçúþíêöèè ëè-
òåðàëîâ

σ1 ∨ σ2 ∨ · · · ∨ σm, (8)

ãäå m > 3, ôîðìóëîé

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (σ3 ∨ σ4 ∨ · · · ∨ σm ∨ ¬u1) ∧
(¬σ3 ∨ u1) ∧ (¬σ4 ∨ u1) ∧ · · · ∧ (¬σm ∨ u1), (9)
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ãäå u1 ÿâëÿåòñÿ íîâîé ïåðåìåííîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà (9) âûïîëíÿ-
åòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ âñå åå êîíúþíêòû. Åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî 3 ≤ i ≤ m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σi = 1, òî äëÿ âûïîë-
íèìîñòè

(¬σ3 ∨ u1) ∧ (¬σ4 ∨ u1) ∧ · · · ∧ (¬σm ∨ u1), (10)

íåîáõîäèìî, ÷òîáû u1 = 1. Åñëè äëÿ ëþáîãî 3 ≤ i ≤ m èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî σi = 0, òî äëÿ âûïîëíèìîñòè

σ3 ∨ σ4 ∨ · · · ∨ σm ∨ ¬u1, (11)

íåîáõîäèìî, ÷òîáû u1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (10) è (11) îáåñïå-
÷èâàþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (9) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (8). Íåñëîæíî
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñâîäèìîñòü, êîòîðóþ â ðàáî-
òå [56] ïðåäëîæèë Êàðï, ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòüþ îò ïðîáëåìû
SAT ê ïðîáëåìå ≤3SAT. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîáëåìà #≤3SAT ÿâëÿåò-
ñÿ #P-ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
çàìåíà äèçúþíêöèè ëèòåðàëîâ

σ1 ∨ σ2 (12)

ôîðìóëîé

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (σ1 ∨ σ2 ∨ ¬u1), (13)

ïðåäëàãàåìàÿ â [55], âîîáùå ãîâîðÿ, ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (12)
ïîëó÷èòü äâà ðåøåíèÿ (13). Ïîýòîìó ñâîäèìîñòü, ïðåäëîæåííàÿ â êíèãå
[55], ýêîíîìíîé íå ÿâëÿåòñÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî äåëàåò ñâîäèìîñòü,
ïðåäëîæåííóþ â êíèãå [55], íåóäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ.
Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ïðîáëåìà 3SAT ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òðóäíîñòè, åñòåñòâåííî ñòðåìèòüñÿ ïîëó÷èòü äëÿ íåå íå
òîëüêî íàèáîëåå ýôôåêòèâíóþ ñâîäèìîñòü, íî è ìàêñèìàëüíî âûðàçè-
òåëüíóþ ôîðìóëèðîâêó, ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñâîéñòâà, êîòîðûå
ìîãëè áû áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ïðîáëåìû 3SAT, ïðèõîäèòñÿ ìíî-
ãîêðàòíî âîñïðîèçâîäèòü ïðè ïîñòðîåíèè ñâîäèìîñòåé (ñì., íàïðèìåð,
[89, 90]).
Â ôîðìóëèðîâêå ≤3SAT ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îäíîé è òîé æå

äèçúþíêöèè ëèòåðàë ìîæíî èñïîëüçîâàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñêîëüêî
ðàç. Òîãäà ìû ëåãêî ïîëó÷èì 3SAT è ñîõðàíèì ýêîíîìíîñòü ñâîäèìî-
ñòè. Íàïðèìåð, äèçúþíêöèè u è u ∨ v ìîæíî çàìåíÿòü íà äèçúþíêöèè
u ∨ u ∨ u è u ∨ v ∨ v, ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî äîïóùåíèå ìíîãîêðàò-
íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ëèòåðàëîâ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òðóäíîñòè ïðîáëåì,
íàïðèìåð, äëÿ ãðàôîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ êðàòíûõ âåðøèí è
ðåáåð. Ðàçáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ ìîæåò ñäåëàòü äîêàçàòåëüñòâà
ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêèìè. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêíóò è
äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Íåñëîæíîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà, ïðåäëîæåííîãî â [55], ìîæ-

íî ñîõðàíèòü ýêîíîìíîñòü ñâîäèìîñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîâòîðÿþùèõ-
ñÿ ëèòåðàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, âìåñòî ëîêàëüíîé çàìåíû, ïðåäëîæåííîé â
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[55], ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíóþ çàìåíó ñëåäóþùåãî âèäà. Ïðîèç-
âîëüíàÿ äèçúþíêöèÿ σ1 çàìåíÿåòñÿ íà ôîðìóëó

(σ1 ∨ u1 ∨ u2) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧
(u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧
(u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ u3), (14)

äèçúþíêöèÿ σ1 ∨ σ2 çàìåíÿåòñÿ íà ôîðìóëó

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧
(u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧
(u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ u3), (15)

äèçúþíêöèÿ (8) çàìåíÿåòñÿ íà ôîðìóëó

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (σ3 ∨ σ4 ∨ · · · ∨ σm ∨ ¬u1) ∧
∧i ̸=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ ¬σj ∨ u1) ∧
∧i ̸=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ σj ∨ u1). (16)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà

(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧ (u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧
(¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧
(u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧ (u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧

(¬u1 ∨ u2 ∨ u3) (17)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u1 = u2 = u3 = 0. (18)

Âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû (14) èëè (15) òðåáóåò âûïîëíèìîñòè ôîðìó-
ëû (17). Ïîýòîìó âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû (14) ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìî-
ñòè äèçúþíêöèè σ1 è ñèñòåìû ðàâåíñòâ (18). Àíàëîãè÷íî âûïîëíèìîñòü
ôîðìóëû (15) ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè äèçúþíêöèè σ1 ∨ σ2 è ñèñòå-
ìû ðàâåíñòâ (18). Ïîýòîìó çàìåíà äèçúþíêöèé σ1 è σ1 ∨σ2 íà ôîðìóëû
(14) è (15), ñîîòâåòñòâåííî, íå âëèÿåò íà êîëè÷åñòâî ðåøåíèé. Áîëåå
òîãî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ âñåõ äèçúþíêöèé âèäà σ1 è σ1 ∨ σ2 ìû ìî-
æåì èñïîëüçîâàòü åäèíóþ òðîéêó ïåðåìåííûõ u1, u2 è u3. Âûïîëíèìîñòü
ôîðìóëû (16) òðåáóåò âûïîëíèìîñòè ôîðìóë (11) è

∧i ̸=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ ¬σj ∨ u1) ∧
∧i ̸=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ σj ∨ u1). (19)

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 3 ≤ i ≤ m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σi = 1, òî äëÿ
âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû (19) íåîáõîäèìî, ÷òîáû u1 = 1. Åñëè äëÿ ëþáîãî
3 ≤ i ≤ m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî σi = 0, òî äëÿ âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû
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(11) íåîáõîäèìî, ÷òîáû u1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (11) è (19)
îáåñïå÷èâàþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (16) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (8).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ýêîíîìíóþ ñâîäèìîñòü îò ïðîáëåìû

SAT ê ïðîáëåìå 3SAT. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîáëåìà #3SAT ÿâëÿåòñÿ #P-
ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî â êàæäîé äèçúþíêöèè òðè ëèòåðàëà, ñîîòâåòñòâóþùèå
òðåì ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì.

5 Ýêîíîìíàÿ ñâîäèìîñòü äëÿ C-3SAT

Òåîðåìà 1. 3SAT ≤E C-3SAT.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà âõîäå ó ïðîáëåìû 3SAT äèçúþíêòèâíî-ñâÿç-
íàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, òî íè÷åãî äåëàòü íå íóæíî. Ïîýòîìó áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ íà âõîäå ó
ïðîáëåìû 3SAT äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé íå ÿâëÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) âèäà (1),

ãäå äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci èìååò âèä (2) è ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé ðîâíî òðåõ ëèòåðàëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî âñå-
âîçìîæíûõ ïàð äèçúþíêöèé (Ci, Cj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, íå èìåþùèõ
îáùèõ ïåðåìåííûõ. Â ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó

Ci ∧ Cj , (20)

ãäå (Ci, Cj) ∈ X, çàìåíèì íà ôîðìóëó

Ci ∧ Cj ∧
(y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(¬y1 ∨ y2 ∨ y3), (21)

ãäå y1, y2, y3 ÿâëÿþòñÿ íîâûìè ïåðåìåííûìè. Ïîëó÷èì áóëåâó ôóíêöèþ

g(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, y3) =

f(x1, x2, . . . , xn) ∧
(y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(¬y1 ∨ y2 ∨ y3). (22)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) âûïîëíÿåòñÿ íà
íàáîðå t1, t2, . . . , tn. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(¬y1 ∨ y2 ∨ y3) (23)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

y1 = y2 = y3 = 1. (24)

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

g(t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1) = 1

è äëÿ ëþáûõ a1, a2, a3 òàêèõ, ÷òî

a1 ∧ a2 ∧ a3 = 0,

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

g(t1, t2, . . . , tn, a1, a2, a3) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç âûïîëíèìîñòè ôóíêöèè f âûòåêàåò âûïîëíèìîñòü
ôóíêöèè g. Ïðè ýòîì êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ t1, t2, . . . , tn,
íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿ f , ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ôóíê-
öèÿ g.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ g âûïîëíÿåòñÿ íà íåêîòîðîì íàáîðå

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
t1, t2, . . . , tn+3 (25)

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà (23) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè (24), íàáîð
(25) äîëæåí èìåòü âèä

t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1. (26)

Ïîäñòàâèâ íàáîð (26) â ñîîòíîøåíèå (22), ïîëó÷èì

g(t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1) = f(t1, t2, . . . , tn).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f âûïîëíÿåòñÿ íà íàáîðå t1, t2, . . . , tn.
Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ôîðìóëû (20) íà ôîðìóëó (21) ñîõðàíÿåò âû-

ïîëíèìîñòü è êîëè÷åñòâî ðåøåíèé. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî, îñó-
ùåñòâèâ çàìåíó ôîðìóëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà (21) äëÿ êàæäîé
ïàðû (Ci, Cj) ∈ X, ìû ñîõðàíèì âûïîëíèìîñòü è êîëè÷åñòâî ðåøåíèé.
Áîëåå òîãî, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ âñåõ ïàð (Ci, Cj) ∈ X ìû ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü îäíè è òå æå ïåðåìåííûå y1, y2, y3.
Ðàññìîòðèì ãðàô Gg = (Vg, Eg). Ïî îïðåäåëåíèþ

Vg = Vf ∪ {(y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), (y1 ∨ y2 ∨ y3),

(y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3), (¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3),
(¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3), (y1 ∨ y2 ∨ ¬y3),
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(y1 ∨ ¬y2 ∨ y3), (¬y1 ∨ y2 ∨ y3)}.
Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäàÿ çàìåíà ôîðìóëû (20) íà ôîðìóëó (21) äîáàâ-
ëÿåò íîâûå âåðøèíû, êîòîðûå ñìåæíû ìåæäó ñîáîé, ïîñêîëüêó êàæäàÿ
èç íîâûõ äèçúþíêöèé ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ y1. Ïîñëå çàìåíû ôîðìó-
ëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà (21) äëÿ êàæäîé ïàðû (Ci, Cj) ∈ X âñå
âåðøèíû ìíîæåñòâà Vf ïîïàäóò â îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ïîñêîëü-
êó äëÿ ëþáîé ïàðû äèçúþíêöèé (Ci, Cj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, ëèáî
âåðøèíû Ci è Cj ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, ëèáî ñóùåñòâóåò ïóòü

(Ci, (y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), Cj).

Êàæäàÿ ãðóïïà íîâûõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíå ôîðìóëû âè-
äà (20) íà ôîðìóëó âèäà (21), îáðàçóåò ïîëíûé ïîäãðàô, âñå âåðøèíû
êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, ÷òî è Vf , áëàãî-
äàðÿ ðåáðàì (Ci, (y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3)) è ((y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), Cj). Òàêèì îáðà-
çîì, çàìåíà ôîðìóëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà (21) äëÿ êàæäîé ïàðû
(Ci, Cj) ∈ X ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíóþ áóëåâó ôóíê-
öèþ. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
çàìåíà ôîðìóëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà (21) äîáàâëÿåò â áóëåâó
ôóíêöèþ òîëüêî äèçúþíêöèè, ñîñòîÿùèå ðîâíî èç òðåõ ëèòåðàëîâ. □

Çàìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà C-3SAT ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîáëåì
C-≤3SAT è C-SAT. Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ 3SAT ≤E C-3SAT ñëå-
äóþò ñîîòíîøåíèÿ 3SAT ≤E C-SAT è 3SAT ≤E C-≤3SAT. Îòñþäà
âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðîáëåìû #C-3SAT, #C-≤3SAT è #C-SAT ÿâëÿþòñÿ
#P-ïîëíûìè îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó.
Ïðîáëåìà 3-âûïîëíèìîñòè ñèëüíî äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé

áóëåâîé ôóíêöèè (SC-3SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci òàêàÿ, ÷òî ãðàô
Df ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêöèåé ðîâíî òðåõ ëèòåðàëîâ.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Òåîðåìà 2. 3SAT ≤E SC-3SAT.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè íà âõîäå ó ïðîáëåìû 3SAT ñèëüíî äèçúþíêòèâ-
íî-ñâÿçíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, òî íè÷åãî ìåíÿòü íå òðåáóåòñÿ. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ íà âõîäå ó ïðîáëåìû 3SAT íå
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíîé.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) âèäà (1), ãäå äëÿ

ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci èìååò âèä (2) è ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöè-
åé ðîâíî òðåõ ëèòåðàëîâ, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X âñåâîçìîæíûõ ïàð
äèçúþíêöèé (Ci, Cj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, íå èìåþùèõ îáùèõ ëèòåðà-
ëîâ. Ïðè çàìåíå ôîðìóëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà (21) èç ôóíêöèè f
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ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ g âèäà (22). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ãðàô Dg ñîäåðæèò
ïóòè

Ci, (y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), Cj),

((y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), (y1 ∨ y2 ∨ y3),

(y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3), (¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3),
(¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3), (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3),

(¬y1 ∨ y2 ∨ y3), (y1 ∨ y2 ∨ ¬y3)).
Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû (Ci, Cj) èç ìíîæåñòâàX çàìåíà ôîðìó-
ëû (20) íà ôîðìóëó (21) îáåñïå÷èò ñèëüíóþ äèçúþíêòèâíóþ ñâÿçíîñòü
áóëåâîé ôóíêöèè. Îäíàêî çàìåíà ôîðìóëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà
(21) ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ äèçúþíêöèè, ñîäåðæàùåé ëèòåðàëû,
ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â
ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèò ëèòåðàëû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå òðåì ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïàðû äèçúþíêöèé (Ci, Cj) ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü ëèòåðàëû ui,k è
uj,p, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì. Ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíà
ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû (20) íà ôîðìóëó

Ci ∧ Cj ∧
(y1 ∨ ui,k ∨ uj,p) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(¬y1 ∨ y2 ∨ y3) (27)

íå ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ äèçúþíêöèè, ñîäåðæàùåé ëèòåðàëû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé. Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû 1 ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå çàìåíû ôîð-
ìóëû âèäà (20) íà ôîðìóëó âèäà (27) ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ
ñâîäèìîñòü. □

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîáëåìà #SC-3SAT ÿâëÿåòñÿ #P-ïîëíîé îòíîñèòåëü-
íî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ìû ïîëüçîâàëèñü òåì,
÷òî êàæäàÿ äèçúþíêöèÿ áóëåâîé ôóíêöèè ïðîáëåìû 3SAT ñîäåðæèò
ëèòåðàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì, ò.å. âûðîæ-
äåííûõ äèçúþíêöèé íåò. Îäíàêî ðàçëè÷íûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è ìîãóò
äîïóñêàòü èñïîëüçîâàíèå âûðîæäåííûõ äèçúþíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
ìîæåò âîçíèêàòü ïðè ñëó÷àéíîé ãåíåðàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé, ìàñêèðîâ-
êå êðèïòîãðàôè÷åñêèõ äàííûõ, ñîâìåñòíîì ðåøåíèè íåñêîëüêèõ çàäà÷.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ èçìåíèòü ïëîòíîñòü áóëå-
âîé ôóíêöèè, ñîõðàíÿÿ èìåþùèåñÿ âûðîæäåííûå äèçúþíêöèè, íî íå
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äîáàâëÿÿ íîâûõ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ ïðè ðàç-
ðàáîòêå àïïàðàòíûõ âðåäîíîñíûõ ïðîãðàìì. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòî-
ðîé ïåðåìåííîé x ïàðà äèçúþíêöèé (Ci, Cj) ìîæåò ïðèíÿòü âèä (x,¬x)
(ñîâìåñòíàÿ âûïîëíèìîñòü òàêîé ïàðû äèçúþíêöèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ÷å-
ðåç ïðîâîêàöèþ îòêàçà ñèñòåìû è íàðóøåíèå öåëîñòíîñòè äàííûõ). Äëÿ
òàêîé ïàðû ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü çàìåíó íà ôîðìóëó

Ci ∧ Cj ∧
(y1 ∨ y2 ∨ x) ∧ (y1 ∨ y2 ∨ ¬x) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(¬y1 ∨ y2 ∨ y3).

6 Ïëàíàðíàÿ äèçúþíêòèâíî-ñâÿçíàÿ âûïîëíèìîñòü

Â ðàáîòå [89] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ïëàíàðíîé áóëåâîé ôóíêöèè è
äîêàçàíà NP-ïîëíîòà ïëàíàðíîé ïðîáëåìû 3-âûïîëíèìîñòè. Â ïîñëå-
äóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ áûëà äîêàçàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ òðóäíîñòü äëÿ
ìíîãèõ ïëàíàðíûõ âàðèàíòîâ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè [87, 91, 92]. Îä-
íàêî â ýòèõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ãðàôà, êîòî-
ðûé îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî â äàííîé ðàáîòå. Â ýòîì ðàçäåëå
ìû ðàññìîòðèì ïðîáëåìó âûïîëíèìîñòè äëÿ ïëàíàðíûõ äèçúþíêòèâíî-
ñâÿçíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ïðîáëåìà ≤3-âûïîëíèìîñòè ïëàíàðíîé äèçúþíêòèâíî-ñâÿç-

íîé áóëåâîé ôóíêöèè (PC-≤3SAT).
Äàíî: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci òàêàÿ, ÷òî ôóíê-
öèÿ Ci, 1 ≤ i ≤ m, ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ è
ãðàô Gf ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì è ñâÿçíûì.
Âîïðîñ: Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Òåîðåìà 3. 3SAT ≤E PC-≤3SAT.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ñóùåñòâåííîé ìåðå áóäåò
îïèðàòüñÿ íà êîíñòðóêöèþ, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [89], è ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [92]. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) = ∧m

i=1Ci, ãäå
äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ m, ôóíêöèÿ Ci ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé ðîâíî
òðåõ ëèòåðàëîâ. Îïðåäåëèì äëÿ ôóíêöèè f ãðàô G(f) â ñîîòâåòñòâèå
ñ ïîäõîäîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [89]. Ïóñòü G(f) = (V (f), E(f)) �
ãðàô, çàäàííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí V (f) è ìíîæåñòâîì ðåáåð E(f), ãäå

V (f) = {Ci | 1 ≤ i ≤ m} ∪ {xj | 1 ≤ j ≤ n},
E(f) = E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4,

E1 = {(Ci, xj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, xj ∈ Ci},
E2 = {(Ci, xj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,¬xj ∈ Ci},
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E3 = {(xj , xj+1) | 1 ≤ j ≤ n− 1},
E4 = {(xn, x1)}.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ðåáðà ãðàôà G(f), êðîìå ïðîñòîãî öèêëà, îáðàçîâàí-
íîãî ïåðåìåííûìè, ðàñïîëîæåííûìè â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå, ñîåäèíÿþò
íåêîòîðóþ äèçúþíêöèþ ñ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé.
Â ðàáîòå [89] ïðåäëîæåí ïîäõîä íà îñíîâå ëîêàëüíîé çàìåíû ê ïðåîá-

ðàçîâàíèþ áóëåâîé ôóíêöèè f â íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ g, èìåþùóþ
ïëàíàðíûé ãðàô G(g). Ïåðâûé ýòàï ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòè 3SAT ≤E

PC-≤3SAT áóäåò îñíîâàí íà ýòîé êîíñòðóêöèè.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öèêë, îáðàçîâàííûé ïåðåìåííûìè, èçîáðàæàåòñÿ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Âåðøèíû ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùèå äèçúþíêöè-
ÿì, ðàñïîëàãàþòñÿ ñ âíåøíåé ñòîðîíû öèêëà â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.
Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåìåííûå è äèçúþíêöèè ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äèçúþíêöèè ñîåäèíÿþòñÿ ñ ïåðåìåííûìè îòðåçêàìè ïðÿìûõ ëèíèé. Ëåã-
êî ïîíÿòü, ÷òî ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðåñåêàòüñÿ ìîãóò òîëü-
êî ðåáðà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñìåæíî ñ íåêîòîðîé äèçúþíêöèåé. Ïðè
ýòîì åñëè êàêèå-ëèáî ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ, òî âñåãäà íàéäåòñÿ ïàðà ðå-
áåð (Ci, xs) è (Cj , xt) òàêàÿ, ÷òî ðåáðà (Ci, xs) è (Cj , xt) ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå W è îòðåçêè [W, xs] è [W, xt] íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé ñ ðåáðàìè. Íà
îòðåçêàõ [Ci,W] è [Cj ,W] ìû âñåãäà ìîæåì ðàñïîëîæèòü òî÷êè U è V,
ñîîòâåòñòâåííî, òàê, ÷òî îòðåçêè [U ,W] è [V,W] íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé
ñ ðåáðàìè. Òî÷êè U , V è W ñäåëàåì âåðøèíàìè íîâîãî ãðàôà, ïîëàãàÿ

G = (V,E),

V = V (f) ∪ {U ,V,W},
E = (E(f)\{(Ci, xs), (Cj , xt)})∪

{(Ci,U), (Cj ,V), (U ,W), (V,W), (W, xs), (W, xt)}.
Ïîñëå ýòîãî â êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [89], ïîäãðàô, ïî-
ðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí

{xs, xt,U ,V,W},
çàìåíÿåòñÿ íà ïëàíàðíûé ãðàô ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûé ñìåæåí ñ
îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ ãðàôà ïî âåðøèíàì

xs, xt,U ,V.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷åííûé ãðàô ñäåëàòü ãðàôîì íåêîòîðîé áóëåâîé
ôóíêöèè, êîíñòðóêöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [89], ïðåäïîëàãàåò ðÿä
èçìåíåíèé â áóëåâîé ôóíêöèè f è ðÿä ïåðåîáîçíà÷åíèé â ñàìîì ãðàôå.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ci = ui,1∨ui,2∨ui,3,
ãäå ui,3 ∈ {xs,¬xs}, Cj = uj,1 ∨ uj,2 ∨ uj,3, ãäå uj,3 ∈ {xt,¬xt}. Îáîçíà÷èì
âåðøèíû U è V ÷åðåç ys è yt, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè Ci = ui,1 ∨ ui,2 ∨ xs,
òî çàìåíèì Ci íà C ′

i = ui,1 ∨ ui,2 ∨ ys. Åñëè Ci = ui,1 ∨ ui,2 ∨ ¬xs, òî
çàìåíèì Ci íà C ′

i = ui,1 ∨ui,2 ∨¬ys. Åñëè Cj = uj,1 ∨uj,2 ∨xt, òî çàìåíèì
Cj íà C ′

j = uj,1 ∨ uj,2 ∨ yt. Åñëè Cj = uj,1 ∨ uj,2 ∨ ¬xt, òî çàìåíèì Cj íà
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C ′
j = uj,1 ∨ uj,2 ∨ ¬yt. Îáúÿâèì âåðøèíû ys è yt íîâûìè âåðøèíàìè ïå-

ðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, äîáàâèì â ìíîæåñòâî âåðøèí ïåðåìåííûõ øåñòü
âíóòðåííèõ âåðøèí ïëàíàðíîãî ïîäãðàôà: u1, u2, v1, v2, v3, v4. Ìîäèôè-
öèðóåì ôóíêöèþ f ïðè ïîìîùè çàìåíû ïîäôîðìóëû

Ci ∧ Cj (28)

íà ïîäôîðìóëó

C ′
i ∧ C ′

j ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ v1) ∧ (u1 ∨ ¬v1) ∧ (u2 ∨ ¬v1) ∧
(¬u1 ∨ yt ∨ v2) ∧ (u1 ∨ ¬v2) ∧ (¬yt ∨ ¬v2) ∧
(ys ∨ yt ∨ v3) ∧ (¬ys ∨ ¬v3) ∧ (¬yt ∨ ¬v3) ∧
(ys ∨ ¬u2 ∨ v4) ∧ (¬ys ∨ ¬v4) ∧ (u2 ∨ ¬v4) ∧

(v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4) ∧

(u1 ∨ ¬xs) ∧ (¬u1 ∨ xs) ∧ (u2 ∨ ¬xt) ∧ (¬u2 ∨ xt). (29)

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà ôîðìóëû âèäà (28) íà ôîðìóëó âèäà (29) çàêëþ-
÷àåòñÿ â çàìåíå äâóõ äèçúþíêöèé Ci è Cj íà èõ ìîäèôèöèðîâàííûå âà-
ðèàíòû C ′

i è C ′
j è äîáàâëåíèè 21 íîâîé äèçúþíêöèè. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç

íîâûõ äèçúþíêöèé ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç âåðøèí ïëàíàðíîãî ïîäãðà-
ôà. Íà ýòîì ïîñòðîåíèå ïëàíàðíîãî ãðàôà è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó áóëå-
âîé ôóíêöèè äëÿ âûäåëåííîãî ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð ïîëíîñòüþ çàâåðøàåò-
ñÿ. Â äàëüíåéøåì íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòè äîáàâëåííûé
ïëàíàðíûé ïîäãðàô è âåðøèíû ïåðåìåííûõ xs è xt ìîäèôèöèðîâàòüñÿ
íå áóäóò. Èçìåíåíèÿ ìîãóò çàòðîíóòü òîëüêî âåðøèíû äèçúþíêöèé Ci

è Cj . Äëÿ çàâåðøåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòè íàì íåîá-
õîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáðàòü âñå ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð, îñóùåñòâëÿÿ
äëÿ êàæäîãî èç íèõ òîëüêî ÷òî îïèñàííûå äåéñòâèÿ. Êîððåêòíîñòü ýòîé
ïðîöåäóðû îáîñíîâàíà â ðàáîòå [89]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàìåíà ôîð-
ìóëû âèäà (28) íà ôîðìóëó âèäà (29) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èç ôóíêöèè f
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ g òàêóþ, ÷òî ôóíêöèÿ f âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿ g, ïðè÷åì çàìåíà ôîðìóëû âèäà
(28) íà ôîðìóëó âèäà (29) ñîõðàíÿåò êîëè÷åñòâî ðåøåíèé [89].
Äî ñèõ ïîð â òåêñòå ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ìû íå óïîìèíàëè ëîãàðèôìè-

÷åñêóþ ïàìÿòü, ïîñêîëüêó âûïîëíèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ
íà ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìÿòè áûëà òðèâèàëüíîé. Òåïåðü æå íàì ñëåäó-
åò ñäåëàòü ðÿä ñóùåñòâåííûõ çàìå÷àíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðåàëèçóåìîñòüþ
äàííîé ñâîäèìîñòè â ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìÿòè.

• Êàê îáû÷íî, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ñâîäèìîñòü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ó
íàñ åñòü òðè îáëàñòè ïàìÿòè. Îäíà èç íèõ èçíà÷àëüíî ñîäåðæèò
èñõîäíûå äàííûå è ïðåäíàçíà÷åíà òîëüêî äëÿ ÷òåíèÿ. Âòîðàÿ
èçíà÷àëüíî ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé è ïðåäíàçíà÷åíà òîëüêî äëÿ çàïèñè
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ðåçóëüòàòà. Êðîìå òîãî, åñòü îáëàñòü ïàìÿòè, êîòîðàÿ èçíà÷àëü-
íî ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé è äîñòóïíà êàê äëÿ ÷òåíèÿ, òàê è äëÿ çà-
ïèñè, íî ðàçìåð ýòîé îáëàñòè ëîãàðèôìè÷åñêè îãðàíè÷åí ðàçìå-
ðîì èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó ñóïåðïîçèöèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ
ñâîäèìîñòåé, âîîáùå ãîâîðÿ, ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâîäèìîñòüþ íå
ÿâëÿåòñÿ. Ñâîäèìîñòü 3SAT ≤E PC-≤3SAT ìû îïèñûâàåì êàê
öåïü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ôîðìàëüíî ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâîäèìîñòüþ íå
áóäåò, ïîñêîëüêó ïî çàâåðøåíèè êàæäîãî ýòàïà ïðåîáðàçîâàíèé
ôîðìèðóåòñÿ íîâûé ãðàô, ðàçìåð êîòîðîãî ñðàâíèì ñ ðàçìåðîì
èñõîäíîãî ãðàôà è íå ïîçâîëÿåò íîâîìó ãðàôó ïîëíîñòüþ ðàçìå-
ñòèòüñÿ â ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìÿòè. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ïîñëå-
äîâàòåëüíîå èçëîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
âñå ýòàïû ïðåîáðàçîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî, ò.å. âû-
áèðàåòñÿ íåáîëüøàÿ ÷àñòü ãðàôà (ïåðåñå÷åíèå ðåáåð, âåðøèíà,
ïëàíàðíûé ïîäãðàô, èìåþùèé 31 âåðøèíó è ò.ä.), âûáèðàåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü áóëåâîé ôóíêöèè (êîòîðàÿ òîæå äîëæíà
áûòü ëîêàëüíà), íà âûáðàííîé ÷àñòè ãðàôà îñóùåñòâëÿþòñÿ âñå
ýòàïû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïàðàëëåëüíî âñå ýòàïû ïðåîáðàçîâàíèÿ
îñóùåñòâëÿþòñÿ íà âûáðàííîé ÷àñòè áóëåâîé ôóíêöèè, ïîëíî-
ñòüþ ïðåîáðàçîâàííàÿ ÷àñòü ãðàôà è ïîëíîñòüþ ïðåîáðàçîâàííàÿ
÷àñòü áóëåâîé ôóíêöèè ïåðåìåùàþòñÿ â ïàìÿòü, ïðåäíàçíà÷åí-
íóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè, òîëüêî ïîñëå ýòîãî â ëîãàðèôìè÷åñêóþ
ïàìÿòü çàãðóæàþòñÿ íîâûå ëîêàëüíûå ÷àñòè ãðàôà è ôóíêöèè.

• Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïàìÿòü íå ïîçâîëÿåò õðàíèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âñåõ ïåðåñå÷åíèé ðåáåð â ÿâíîì âèäå è îòìå÷àòü â íåé òå
ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå ìû óæå îáðàáîòàëè. Ïîýòîìó ìû ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî àëãîðèòì èñïîëüçóåò åñòåñòâåííóþ äèñêðåòèçàöèþ
ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìóþ íà÷àëüíûì ñïèñêîì âåðøèí è ðåáåð
ãðàôà è, ñîîòâåòñòâåííî, íå òðåáóþùóþ õðàíåíèÿ â èçìåíÿåìîé
ïàìÿòè. Àëãîðèòì ïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåííûì àëãîðèòìîì ñêàíè-
ðîâàíèÿ äèñêðåòèçèðîâàííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé ðàç-
ìåùàåòñÿ ãðàô. Â ñîîòâåòñòâèå ñ èñïîëüçóåìîé äèñêðåòèçàöèåé
àëãîðèòì â èçìåíÿåìîé ïàìÿòè õðàíèò òîëüêî êîîðäèíàòû ïðî-
ñìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà äèñêðåòèçèðîâàííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè.

• Â ðàìêàõ ïåðâîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòè ìû ïðåäïîëàãàëè
ìîäèôèêàöèþ âåðøèí äèçúþíêöèé Ci è Cj äëÿ êàæäîãî ïåðåñå-
÷åíèÿ ðåáåð. Õðàíèòü ýòè èçìåíåíèÿ â ÿâíîì âèäå â ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ïàìÿòè âîçìîæíîñòè íåò. Íî â ýòîì íåò è íåîáõîäèìîñòè,
ïîñêîëüêó òî, êàêèå ïåðåìåííûå âõîäÿò â äèçúþíêöèþ, ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñ êàêèìè âåðøèíàìè ïåðåìåííûõ ñìåæíà
âåðøèíà äèçúþíêöèè.

• Â ðàìêàõ ïåðâîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ ñâîäèìîñòè ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð ðàññìàòðèâàþòñÿ íå âñå ïî ïîðÿäêó, à
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ëèøü òå, ó êîòîðûõ îòðåçêè [W, xs] è [W, xt] íå èìåþò ïåðåñå÷å-
íèé ñ ðåáðàìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîçäàåò íà-
ãðóçêó íà ïàìÿòü, ïîñêîëüêó, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïëîñêîñòü
ìîæíî äèñêðåòèçèðîâàòü òàê, ÷òî âñå ïåðåñå÷åíèÿ òðåáóåìîãî âè-
äà áóäóò ïðîñìàòðèâàòüñÿ ïåðâûìè, à âñå îñòàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ
áóäóò ïðåîáðàçîâàíû ê òðåáóåìîìó âèäó ê ìîìåíòó èõ ïðîñìîò-
ðà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â ðàáîòå [89],
ïîäõîäèò ïðÿìîóãîëüíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ.

• Â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé ãðàôà ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå âåðøèíû ïåðå-
ìåííûõ. Èõ íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â öèêë âåðøèí ïåðåìåííûõ.
Êîíñòðóêöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [89], ïîçâîëÿåò èçíà÷àëü-
íî çàïëàíèðîâàòü ïîëîæåíèå âñåõ âåðøèí ïåðåìåííûõ â öèêëå,
ïðè÷åì ïîçèöèè â íîâîì öèêëå êàê èçíà÷àëüíî ñóùåñòâîâàâøèõ
âåðøèí ïåðåìåííûõ, òàê è íîâûõ âåðøèí ïåðåìåííûõ íå òðåáó-
åòñÿ õðàíèòü â ïàìÿòè, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî
íà÷àëüíîìó ñïèñêó ïåðåìåííûõ è äèçúþíêöèé, êîòîðûé ðàñïî-
ëîæåí â ïàìÿòè, ïðåäíàçíà÷åííîé òîëüêî äëÿ ÷òåíèÿ (ñì. [89],
ðèñóíîê 6).

Ïåðåéäåì ê âòîðîìó ýòàïó ïîñòðîåíèÿ ñâåäåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå
ïåðâîãî ýòàïà â áóëåâîé ôóíêöèè ïîÿâèëèñü äèçúþíêöèè

v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4, (30)

ñîñòîÿùèå èç ÷åòûðåõ ëèòåðàëîâ. Ñëåäóÿ [92], çàìåíèì êàæäóþ ïîäôîð-
ìóëó âèäà (30) íà ïîäôîðìóëó

(v1 ∨ v2 ∨ v5) ∧ (¬v5 ∨ v3 ∨ v4). (31)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíêöèÿ (30) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿ (31). Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå çàìåíà ïîäôîðìóëû
(30) íà ïîäôîðìóëó (31) íå ñîõðàíÿåò êîëè÷åñòâî ðåøåíèé. Â íàøåì ñëó-
÷àå êàæäàÿ ïîäôîðìóëà âèäà (30) ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ôîðìóëû (29). Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ôîðìóëû âèäà (30) ñóùåñòâóåò
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà

(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4),
âûïîëíèìîñòü êîòîðîé âîçìîæíà ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðîâíî îäíà
èç ïåðåìåííûõ v1, v2, v3, v4 ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ñà-
ìà ïî ñåáå çàìåíà ïîäôîðìóëû (30) íà ïîäôîðìóëó (31) íå îáåñïå÷èâàåò
ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà ðåøåíèé, ýòà çàìåíà ïîðîæäàåò çàìåíó ïîäôîð-
ìóëû

(v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4) (32)

íà ïîäôîðìóëó

(v1 ∨ v2 ∨ v5) ∧ (¬v5 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4), (33)
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êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà ðåøåíèé. Çàìåíà ïîäôîð-
ìóëû (32) íà ïîäôîðìóëó (33) òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþøåé ìîäèôèêàöèè
ãðàôà. Íåîáõîäèìî óäàëèòü âåðøèíó äèçúþíêöèè (30), äîáàâèòü äâå âåð-
øèíû íîâûõ äèçúþíêöèé v1 ∨ v2 ∨ v5 è ¬v5 ∨ v3 ∨ v4, âåðøèíó íîâîé ïå-
ðåìåííîé v5 è ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèþ ðåáðà. Ïîëó÷åííûé ãðàô
ñîõðàíèò ïëàíàðíîñòü [89]. Ïî çàâåðøåíèè âòîðîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ
ñâîäèìîñòè ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ h(z1, z2, . . . , zp) =
∧q
i=1Hi, ãäå äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ q, ôóíêöèÿ Hi ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöè-

åé íå áîëåå òðåõ ëèòåðàëîâ. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ h âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèÿ f , çàìåíà f íà h ñîõðàíÿåò
êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, ãðàô G(h) ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì [89, 92].
Ïåðåéäåì ê òðåòüåìó ýòàïó. Ýòîò ýòàï áóäåò çàêëþ÷èòåëüíûì. Ïî-

ýòîìó âñå äàííûå, ïðîøåäøèå îêîí÷àòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå è íå òðå-
áóþùèåñÿ äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé, ìîæíî ðàçìåùàòü â ïàìÿòè,
ïðåäíàçíà÷åííîé òîëüêî äëÿ çàïèñè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâî-
äèìîñòè 3SAT ≤E PC-≤3SAT íàì äîñòàòî÷íî ïî ôóíêöèè f ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ g ñ íóæíûìè íàì ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ g äîëæíà
èìåòü ïëàíàðíûé ãðàô Gg. Îäíàêî ñòðîèòü ñàì ãðàô Gg íåîáõîäèìîñòè
íåò. Ïîýòîìó â ïàìÿòü, ïðåäíàçíà÷åííóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè, ìû áóäåì
ðàçìåùàòü òîëüêî èíôîðìàöèþ î ôóíêöèè g. Âñÿ èíôîðìàöèÿ î ãðàôå
Gg áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â íåÿâíîì âèäå â ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìÿòè è
ïàìÿòè, ïðåäíàçíà÷åííîé òîëüêî äëÿ ÷òåíèÿ.
Îñíîâíàÿ öåëü òðåòüåãî ýòàïà � óäàëåíèå èç ãðàôà âñåõ âåðøèí ïå-

ðåìåííûõ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ íîâûõ âåðøèí äèçúþíêöèé. Ìû áóäåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû ïåðåìåííûõ â ñîîòâåòñòâèå ñ çà-
ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì â öèêëå âåðøèí ïåðåìåííûõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l ∈ N ìû ìîæåì îáîçíà-
÷àòü âåðøèíû öèêëà âåðøèí ïåðåìåííûõ zi, 1 ≤ i ≤ l, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ñàì öèêë çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ z1, z2, . . . , zl. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü ïîðÿäîê îáõîäà öèêëà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
âåðøèíû ïîñåùàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.
Âûïîëíåíèå ïåðâûõ äâóõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ ñâåäåíèÿ âåäåò ê ïðåîá-

ðàçîâàíèþ íà÷àëüíîé ôóíêöèè f â íåêîòîðóþ ôóíêöèþ h ïðè ïîìîùè
ëîêàëüíûõ çàìåí ïîäôîðìóë âèäà (28) íà ïîäôîðìóëû âèäà

C ′
i ∧ C ′

j ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ v1) ∧ (u1 ∨ ¬v1) ∧ (u2 ∨ ¬v1) ∧
(¬u1 ∨ yt ∨ v2) ∧ (u1 ∨ ¬v2) ∧ (¬yt ∨ ¬v2) ∧
(ys ∨ yt ∨ v3) ∧ (¬ys ∨ ¬v3) ∧ (¬yt ∨ ¬v3) ∧
(ys ∨ ¬u2 ∨ v4) ∧ (¬ys ∨ ¬v4) ∧ (u2 ∨ ¬v4) ∧

(v1 ∨ v2 ∨ v5) ∧ (¬v5 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4) ∧

(u1 ∨ ¬xs) ∧ (¬u1 ∨ xs) ∧ (u2 ∨ ¬xt) ∧ (¬u2 ∨ xt). (34)
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Íà òðåòüåì ýòàïå ê ôóíêöèè h áóäóò äîáàâëÿòüñÿ íîâûå äèçúþíêöèè,
óæå èìåþùèåñÿ äèçúþíêöèè áóäóò ïîäâåðãàòüñÿ ëèøü ïåðåèìåíîâàíèþ
ïåðåìåííûõ. Íîâûå èìåíà ïåðåìåííûõ áóäóò èìåòü âèä zi,j , ãäå zi �
âåðøèíà ïåðåìåííîé, ñ êîòîðîé ñìåæíà âåðøèíà äèçúþíêöèè, à èíäåêñ
j áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ïîëîæåíèþ ðåáðà íà èçîáðàæåíèè ãðàôà. Ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îêîí÷àòåëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè ïåðåìåííûå
áóäóò óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i1 < i2 ⇒ zi1,j1 < zi2,j2 ,

i1 = i2, j1 < j2 ⇒ zi1,j1 < zi2,j2 .

Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îêîí÷àòåëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè
äèçúþíêöèè èç h áóäóò ñîäåðæàòü ëèòåðàëû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïå-
ðåìåííûõ. Åùå äî íà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèÿ íà òðåòüåì ýòàïå ìû ìîæåì
âû÷èñëèòü îáùåå êîëè÷åñòâî äèçúþíêöèé â ôóíêöèè h, êîëè÷åñòâî ëèòå-
ðàëîâ â êàæäîé äèçúþíêöèè, ïåðâûå èíäåêñû ïåðåìåííûõ è òî, ÿâëÿåòñÿ
ëè ëèòåðàë ïåðåìåííîé èëè îòðèöàíèåì ïåðåìåííîé. Âñþ ýòó èíôîðìà-
öèþ ìû ìîæåì ïåðåäàòü â ïàìÿòü, ïðåäíàçíà÷åííóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè.
Òàêèì îáðàçîì, îñóùåñòâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå íà òðåòüåì ýòàïå, íàì íóæ-
íî áóäåò ïåðåäàòü â ïàìÿòü, ïðåäíàçíà÷åííóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè, òîëüêî
âòîðûå èíäåêñû ïåðåìåííûõ ôóíêöèè h è íîâûå äèçúþíêöèè.
Õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òðå-

òèé ýòàï ÿâëÿåòñÿ òðåòüèì, âû÷èñëåíèå íà ëîãàðèôìè÷åñêîé ïàìÿòè
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îí äîëæåí âûçûâàòüñÿ ïåðâûì è îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê
îñíîâà âñåãî âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà: íà÷èíàåì îáõîä öèêëà, åñëè ó
âåðøèíû íåò ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáåð, òî ïðåîáðàçóåì åå è ïåðåõîäèì ê
ñëåäóþùåé âåðøèíå, åñëè ïåðåñå÷åíèÿ åñòü, òî îñóùåñòâëÿåì îäíó çà-
ìåíó ïîäôîðìóëû âèäà (28) íà ïîäôîðìóëó âèäà (34), ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðåîáðàçóåì âñå íîâûå âåðøèíû öèêëà, ïåðåäàåì èíôîðìàöèþ â ïàìÿòü,
ïðåäíàçíà÷åííóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè, è ëèøü ïîñëå ýòîãî äåëàåì î÷åðåä-
íóþ çàìåíó ïîäôîðìóëû âèäà (28) íà ïîäôîðìóëó âèäà (34).
Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê îïèñàíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåòüåãî ýòà-

ïà. Êàæäàÿ âåðøèíà ïåðåìåííîé zi ñìåæíà ðîâíî ñ äâóìÿ äðóãèìè âåð-
øèíàìè äðóãèõ ïåðåìåííûõ è, âîîáùå ãîâîðÿ ñ íåñêîëüêèìè âåðøèíàìè
äèçúþíêöèé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåáðî
(zi, zi+1) íàïðàâëåíî ãîðèçîíòàëüíî âëåâî îò âåðøèíû zi, ðåáðî (zi, zi−1)
íàïðàâëåíî ãîðèçîíòàëüíî âïðàâî îò âåðøèíû zi (äëÿ i = 1, i − 1 = l;
äëÿ i = l, i+ 1 = 1). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(zi, zi+1), e1, e2, . . . , ep, (zi, zi−1), ep+1, ep+2, . . . , ep+q

âñåõ ðåáåð, îäíîé èç âåðøèí êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà zi, îáðàçîâàí-
íóþ ïåðå÷èñëåíèåì ðåáåð íà èçîáðàæåíèè ãðàôà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Ïðåîáðàçîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå zi, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé.

• Åñëè âåðøèíà äèçúþíêöèè ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ðåáðà ej , òî ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè h ïîëó÷àåò îáîçíà÷åíèå zi,j .
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Ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ïîëíîãî çàâåðøåíèÿ òðåòüåãî ýòàïà âñå ïå-
ðåìåííûå, âõîäÿùèå â h, áóäóò èìåòü â h åäèíñòâåííîå âõîæäå-
íèå.

• Âû÷èñëåííûå âòîðûå èíäåêñû ïåðåìåííûõ zi,j ïî ìåðå èõ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â ïàìÿòü, ïðåäíàçíà÷åííóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè.

• Â îêîí÷àòåëüíóþ ôóíêöèþ äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîäôîðìóëà,
êîòîðàÿ ïî ìåðå âû÷èñëåíèÿ äèçúþíêöèé ïåðåäàåòñÿ â ïàìÿòü,
ïðåäíàçíà÷åííóþ òîëüêî äëÿ çàïèñè.

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4 ∨ ui) ∧ ¬ui ∧

(vi,4 ∨ ¬vi,1) ∧ (vi,1 ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,2 ∨ ¬vi,3) ∧ (vi,3 ∨ ¬vi,4), (35)

ãäå i+ 1 = 1 äëÿ i = l.
Ïîäôîðìóëà, äîáàâëÿåìàÿ ïî âåðøèíå zi, 1 ≤ i ≤ l, ñîäåðæèò ðîâíî

ïî òðè âõîæäåíèÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ vi,j , 1 ≤ j ≤ 4. Ïåðåìåííûå
vi,j , 1 ≤ j ≤ 4, ñîäåðæàòñÿ òîëüêî â ôîðìóëå (35). Êàæäàÿ ôîðìóëà
âèäà (35) ñîäåðæèò ðîâíî ïî äâà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ zi,j , 1 ≤ j ≤
p+ q. Ôóíêöèÿ h èìååò ðîâíî ïî îäíîìó âõîæäåíèþ äëÿ êàæäîé òàêîé
ïåðåìåííîé. Êàæäàÿ ôîðìóëà âèäà (35) ñîäåðæèò ðîâíî äâà âõîæäåíèÿ
ïåðåìåííîé ui è îäíî âõîæäåíèå ïåðåìåííîé ui+1. Ïîýòîìó ïîëó÷àåìàÿ
â èòîãå ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ðîâíî ïî òðè âõîæäåíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé.
Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå Gg ðåáåð ìåæäó äèçúþíêöèÿìè èç ôóíêöèè h

íåò, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò íå áîëåå îäíîãî âõîæäåíèÿ â
h. Äëÿ ïîäôîðìóëû

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2)
ôîðìóëû (35) ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì zi,j , ìîæíî íàïðà-
âèòü â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïî ìàðøðóòàì ðåáåð e1, e2, . . . , ep. Äâà
ðåáðà îò âåðøèíû ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííîé ui+1,
ìîæíî íàïðàâèòü ãîðèçîíòàëüíî âëåâî ïî ìàðøðóòó ðåáðà (zi, zi+1) ê
äèçúþíêöèÿì ôîðìóëû âèäà (35), ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå zi+1.
Äëÿ ïîäôîðìóëû

(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧
(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧

(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4 ∨ ui) ∧ ¬ui
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ôîðìóëû (35) ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì zi,j , ìîæíî íàïðà-
âèòü â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïî ìàðøðóòàì ðåáåð ep+1, ep+2, . . . , ep+q.
Ðåáðà îò âåðøèí zi,p+q∨¬vi,4∨ui è ¬ui, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííîé ui,
ìîæíî íàïðàâèòü ãîðèçîíòàëüíî âïðàâî ïî ìàðøðóòó ðåáðà (zi, zi−1) ê
äèçúþíêöèÿì ôîðìóëû âèäà (35), ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå zi−1. Íåïî-
ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äèçúþíêöèè ôîð-
ìóëû (35), ñîäåðæàùèå ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå vi,j , ìîæíî ñîåäèíèòü
ðåáðàìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçàí-
íîå ñ äîáàâëåíèåì ôîðìóë âèäà (35), ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïëàíàðíûé
ãðàô Gg.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïîäãðàô ãðàôà Gg, ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìóëå (35),

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ïåðåìåííûå ui îáåñïå÷èâàþò ïðèíàäëåæíîñòü âñåõ
ôîðìóë âèäà (35) îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ äèçú-
þíêöèÿ ôóíêöèè h ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â íåêî-
òîðîé ôîðìóëå âèäà (35), ãðàô Gg ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûïîëíè-

ìîñòü ôîðìóëû

(vi,4 ∨ ¬vi,1) ∧ (vi,1 ∨ ¬vi,2) ∧ (vi,2 ∨ ¬vi,3) ∧ (vi,3 ∨ ¬vi,4)

ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè ñèñòåìû ðàâåíñòâ

vi,1 = vi,2 = vi,3 = vi,4.

Ïîýòîìó âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû (35) ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè ôîð-
ìóëû

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4 ∨ ui) ∧ ¬ui ∧

vi,1 = vi,2 = vi,3 = vi,4. (36)

Äèçúþíêöèÿ ¬ui ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè ui = 0. Ïîýòî-
ìó âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû (36) ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4) ∧

vi,1 = vi,2 = vi,3 = vi,4. (37)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (37) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà

(ui+1 ∨ v ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬v) ∧
(v ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬v). (38)

Ôîðìóëà âèäà (35) äëÿ âåðøèíû zi+1 ñîäåðæèò äèçúþíêöèþ ¬ui+1, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü âûïîëíèìà ëèøü ïðè óñëîâèè ui+1 = 0. Ïîýòîìó âû-
ïîëíèìîñòü ôîðìóëû (38) ðàâíîñèëüíà âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû

(v ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬v) ∧
(v ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬v). (39)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôîðìóëà

(v ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬v) (40)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ

zi,1 = zi,2 = · · · = zi,p,

à ôîðìóëà

(v ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧
(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧

(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬v) (41)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ

zi,p+1 = zi,p+2 = · · · = zi,p+q.

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà (39) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé ôîðìóë (40) è (41), îò-
ñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôîðìóëà (39) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ

zi,1 = zi,2 = · · · = zi,p = zi,p+1 = zi,p+2 = · · · = zi,p+q.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â ôóíêöèþ h âìåñòî ïåðåìåííûõ zi,j ìîæíî ïîä-
ñòàâèòü ïåðåìåííóþ zi. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîñòü âûïîëíè-
ìîñòè ôóíêöèè g è âûïîëíèìîñòè ôóíêöèè h. □
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Èç òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðîáëåìà #PC-≤3SAT ÿâëÿåòñÿ #P-ïîëíîé îòíîñè-
òåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîáëåìà ≤3SAT îñòàåòñÿ NP-ïîëíîé äàæå
ïðè îãðàíè÷åíèè, äîïóñêàþùåì èñïîëüçîâàíèå ëèøü áóëåâûõ ôóíêöèé,
ñîäåðæàùèõ ðîâíî òðè âõîæäåíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé (ñì., íàïðèìåð,
[93], ïðåäëîæåíèå 2.23). Áóëåâû ôóíêöèè, êîòîðûå ìû ïîñòðîèëè ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó îãðàíè÷åíèþ. Ïîýòîìó â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ðîâíî òðè âõîæ-
äåíèÿ êàæäîé ïåðåìåííîé, ïðîáëåìà #PC-≤3SAT ÿâëÿåòñÿ #P-ïîëíîé
îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè, à ïðîáëåìà PC-≤3SAT ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè.
Ôàçîâûé ïåðåõîä äëÿ ïðîáëåìû âûïîëíèìîñòè ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ

îòíîøåíèåì α = m
n , ãäåm� êîëè÷åñòâî äèçúþíêöèé, n� êîëè÷åñòâî ïå-

ðåìåííûõ [37]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ
ñëó÷àéíûõ âõîäîâ ïðîáëåìû k-âûïîëíèìîñòè ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå αc îòíîøåíèÿ

m
n òàêîå, ÷òî äëÿ α < αc áóëåâà ôóíêöèÿ ñ âûñî-

êîé âåðîÿòíîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ, à äëÿ α > αc ôóíêöèÿ ñ âûñîêîé âåðîÿò-
íîñòüþ âûïîëíèìîé íå ÿâëÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëå-
äîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òðóäíûå ñëó÷àéíûå èñõîäíûå äàííûå èìåþò
áëèçêèå ê αc çíà÷åíèÿ α, à ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò αc òðóäíîñòü ïàäàåò
[37]. Ñóùåñòâîâàíèå αc ïðè n → +∞ äëÿ ëþáîãî k äîêàçàíî â ðàáîòå
[94]. Äëÿ k = 2 èçâåñòíî, ÷òî αc = 1 [95, 96]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå
[97] äëÿ k = 2 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ïðè α > 1 + ε
è n → +∞ âåðîÿòíîñòü íåâûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ
ê 1. Êðîìå òîãî, äëÿ k = 2 è ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ïðè α < 1 − ε
è n → +∞ âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôóíêöèè ñòðåìèòñÿ ê
1 [97]. Â ðàáîòå [98] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîâåäåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ïðè
k = 2 àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ãðàôîâ. Äëÿ k = 3 èçâåñòíî, ÷òî αc ≈ 4.26
[99]. Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî 3.42 < αc < 4.506 [100, 101]. Íåòðèâè-
àëüíàÿ ñëîæíîñòü íàáëþäàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ α, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñî-
îòíîøåíèÿì 3.921 < αc < 4.256 [40]. Îäíàêî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøà-
òåëåé òðóäíîñòü èíòåðâàëà 3.921 < αc < 4.256 íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ
ëèøü ïðè n ñóùåñòâåííî áîëüøå 1000 [102]. Íåîáõîäèìîñòü ó÷èòûâàòü
îñîáåííîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïðîöåññ ðàçðà-
áîòêè ðåøàòåëåé. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåøàòåëåé â çíà÷èòåëüíîé ìå-
ðå çàâèñèò îò áëèçîñòè ê ïîðîãîâîìó çíà÷åíèþ. Â íàèáîëüøåé ñòåïåíè
ýòî âëèÿíèå ñêàçûâàåòñÿ íà ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøàòåëÿõ (ñì., íàïðèìåð,
[103, 104, 105]). Â ïîñëåäíèå ãîäû âñå áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëå-
äîâàíèÿì, ñâÿçàííûì ñ ñòðóêòóðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè áóëåâûõ ôóíê-
öèé è âîçìîæíîñòüþ èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ ðàçðàáîòêè ðåøàòåëåé (ñì.,
íàïðèìåð, [106, 107, 108]). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòìåòèòü ïîäõîä, ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå [109], êîòîðûé îñíîâàí íà ïîèñêå ëîãè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàòåëåé ïî èõ ïðåäñòàâëåíèÿì â âèäå ïîäôîðìóë (ñì. [4, 110, 111]) è
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ïîñòðîåíèè ãðàôîâîé ñòðóêòóðû. Îäíàêî ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøàòåëè ïî-
ïðåæíåìó èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü. ßðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ àë-
ãîðèòì WalkSAT (ñì., íàïðèìåð, [112, 113, 114]). Êîíñòðóêöèÿ, ðàññìîò-
ðåííàÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïåðñïåê-
òèâíîé äëÿ ýôôåêòèâíîé ìîäèôèêàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â çàâèñèìîñòè
îò òðåáîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ôàçîâûì ïåðåõîäîì. Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëÿåìûõ ñâîäèìîñòüþ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3, çíà÷åíèå α
ðàâíî 1, ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ðàçðåæåííûìè. Ñëó÷àéíûå áóëåâû
ôóíêöèè ñ òàêèì çíà÷åíèåì α äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ,
êîòîðàÿ áëèçêà ê 1. Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìî-
ùè ñâîäèìîñòè, ñîäåðæàò âñþ òðóäíîñòü ïðîáëåìû SAT. Ïðè ýòîì îíè
èìåþò âåñüìà ïðîñòóþ ñòðóêòóðó. Â ÷àñòíîñòè, òðåõìåðíûõ ñòðóêòóð
íåò âîîáùå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé, íàïðèìåð, íà îñíîâå
çàìåí ôîðìóë âèäà (20) íà ôîðìóëû âèäà (21), èç ýòèõ ôóíêöèé ìîæ-
íî ïîëó÷àòü ôóíêöèè ñ çàäàííûìè ñòðóêòóðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è
çàäàííûì çíà÷åíèåì α. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìàñ-
êèðîâêè è çàòðóäíåíèÿ ðàáîòû ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøàòåëåé è ðåøàòåëåé
íà îñíîâå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðîáëåìà #3SAT ÿâëÿåòñÿ #P-
ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â
êàæäîé äèçúþíêöèè òðè ëèòåðàëà ñîîòâåòñòâóþò òðåì ðàçëè÷íûì ïå-
ðåìåííûì. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà #P-ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî ýêîíîìíîé
ñâîäèìîñòè äëÿ ïðîáëåì #C-3SAT, #C-≤3SAT, #C-SAT, #SC-3SAT,
#PC-≤3SAT. Èñïîëüçîâàíèå ýêîíîìíîé ñâîäèìîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî [88], â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â êàæäîé äèçú-
þíêöèè òðè ëèòåðàëà ñîîòâåòñòâóþò òðåì ðàçëè÷íûì ïåðåìåííûì, ïðî-
áëåìû ⊕3SAT , Modk3SAT , Diff3SAT=0, Diff3SAT>0, Diff3SAT=1 è
Diff3SAT=g ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äëÿ êëàññîâ ⊕P, ModkP, C=P, PP,
SPP è WPP, ñîîòâåòñòâåííî.
Òðóäíîñòü ïðîáëåìû PC-≤3SAT ïîêàçàíà äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ìà-

ëûì çíà÷åíèåì îòíîøåíèÿ m
n , óäîáíûõ äëÿ ìîäèôèêàöèè è ïîñëåäóþùå-

ãî èñïîëüçîâàíèÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ öåëÿõ è ïðè ñîçäàíèè òåñòîâûõ
äàííûõ äëÿ ðåøàòåëåé.
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