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Abstract: The satisfiability problem is one of the most famous
computationally hard algorithmic problems. It is well known that
the satisfiability problem remains hard even in the restricted version
in which Boolean formulas in conjunctive normal form with exactly
three distinct literals per clause. However, the problem can be
solved in polynomial time for Boolean formulas with exactly two
distinct literals per clause. Narrowing the gap between the problems
is of fundamental interest. Therefore, it is natural to analyze the
complexity of some restricted versions of the satisfiability problem.
In this paper, we prove hardness of some clause-connected versions
of the satisfiability problem.

Keywords: satisfiability problem, computational complexity, NP-
complete.

Введение

Проблема выполнимости булевой функции (SAT) является одной из
наиболее известных вычислительно трудных алгоритмических проблем.
Обычно проблема SAT рассматривается для булевых функций в конъ-
юнктивной нормальной форме. При этом хорошо известно, что пробле-
ма 3SAT, в которой допускается в дизъюнкциях ровно по три литерала,
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остается NP-полной, а проблема 2SAT, в которой допускается в дизъ-
юнкциях ровно по два литерала, разрешима за полиномиальное время.
Сужение зазора между 3SAT и 2SAT представляет фундаментальный
интерес и вызывает большое внимание у исследователей (см., например,
[1, 2, 3]). Для рассмотрения ограниченных версий проблемы 3SAT име-
ется большое количество дополнительных важных причин.

Проблема 3SAT использовалась для получения многочисленных ре-
зультатов по вычислительной трудности. Поэтому доказательство труд-
ности для ограниченного варианта 3SAT во многих случаях позволяет
получить важные следствия для других проблем.

Рассмотрим произвольную булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn) в конъ-
юнктивной нормальной форме. Без ограничения общности мы можем
полагать, что функция f(x1, x2, . . . , xn) имеет вид

∧mi=1 Ci, (1)

где для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci является дизъюнкцией лите-
ралов, т.е.

Ci = ∨pij=1ui,j , (2)

ui,j ∈ {x1, x2, . . . , xn,¬x1,¬x2, . . . ,¬xn}.
Сведение различных вычислительно трудных проблем к проблема вы-
полнимости и решение их при помощи специально разработанных для
SAT программ уже давно рассматривается как эффективный метод ре-
шения задач. Однако стандартная процедура приведения произвольной
булевой функции к виду (1) является, вообще говоря, экспоненциаль-
ной. Даже использование эффективных алгоритмов (см., например, [4])
для приведения к виду (1) накладывает значительную дополнительную
вычислительную нагрузку на программу-решатель. Конкретный вид вы-
ражений (2) тоже имеет важное значение, поскольку упрощение выра-
жения (2) может оказать существенное влияние на количество перемен-
ных, количество и структуру решений. Поэтому при построении сведе-
ний прикладных задач к проблеме выполнимости важно заботиться о
конкретном виде получаемых булевых функций. При этом, наклады-
вая ограничения на вид булевых функций, необходимо знать, сохраняет
ли ограниченный вариант проблемы SAT выразительные способности
SAT. С другой стороны при построении сведений задач робототехники
(см., например, [5, 6, 7]), планирования для автономных транспортных
средств (см., например, [8, 9]), майнинга криптовалюты [10], криптоана-
лиза (см., например, [11, 12]), моделирования квантовых вычислитель-
ных процессов (см., например, [13, 14]) и многих других часто булевы
функции специального вида возникают естественным образом. Даже ес-
ли выявление дополнительной структуры не ведет к нахождению по-
линомиального алгоритма, во многих случаях появляется возможность
для создания более эффективной программы-решателя. В последние го-
ды при разработке программ-решателей все большее внимание уделяется
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не стандартным формулировкам SAT и 3SAT, а упрощенным вариан-
там 3SAT (см., например, [15]). Во многих случаях известные специали-
зированные варианты проблемы 3SAT недостаточно хорошо отражают
специфику прикладной задачи, что требует введения сложных дополни-
тельных структур и приводит к совместному решению нескольких задач
(см., например, [16]). Исследование различных прикладных задач при-
водит к рассмотрению новых вариантов проблемы 3SAT. При этом су-
щественное внимание уделяется исследованию дополнительных ограни-
чений на проблему 3SAT, обеспечивающих некоторую связность между
переменными в различных дизъюнкциях (см., например, [17, 18]). Харак-
терным примером является исследование, представленное в работе [19],
где вариант проблемы 3SAT с дополнительным условием на связность
переменных решается совместно с другой оптимизационной задачей.

Программы-решатели для вариантов проблемы выполнимости демон-
стрируют высокую эффективность при решении многих прикладных за-
дач. Однако часто их использование сопряжено с трудностями, обуслов-
ленными недостаточным количеством тестовых данных [20], что вызы-
вает потребность генерации булевых функций специального вида (см.,
например, [21, 22, 23]). Активное использование методов машинного обу-
чения для программ-решателей (см., например, [24, 25, 26]) требует учета
специфики не только прикладной области, но и самих методов машинно-
го обучения. Хорошо известно, что интеллектуальные системы обычно
медленно обучаются на разреженных данных. С другой стороны дан-
ные высокой плотности часто вызывают быстрое переобучение. Кроме
того, специфика исходных данных вызывает определенные трудности
в применении программ-решателей для криптоанализа (см., например,
[27, 28]).

Многие современные криптографические алгоритмы работают с раз-
реженными или плотными данными (см., например, [29, 30, 31]). Соот-
ветственно разрабатываются методы криптоанализа, которые ориенти-
руются на поиск специфических закономерностей, связанных с разре-
женными и плотными данными [32, 33]. Принципиальная возможность
нахождения подобных закономерностей основывается на наличии фа-
зового перехода, который характерен не только для алгоритмических
проблем, но и для физических систем в целом [34, 35, 36]. Суть фазо-
вого перехода в том, что для исходных данных одного и того же разме-
ра структура решений может значительно отличаться. Соотверственно,
трудность проблемы зависит не столько от размера исходных данных,
сколько от некоторых их структурных особенностей. Исследования этого
феномена тесно связаны с пороговой гипотезой, согласно которой труд-
ность исходных данных зависит от отношения размера исходных данных
к количеству переменных, т.е. от степени их плотности. Для проблемы
3SAT это отношение можно рассматривать как отношение m

n количе-
ства дизъюнкций m к количеству переменных n [37]. Многие вычисли-
тельно трудные проблемы демонстрируют предсказуемое поведение в
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зависимости от плотности исходных данных, что существенно облегча-
ет их решение (см., например, [38, 39]). Весьма значительное внимание
было уделено изучению пороговой гипотезы для проблемы SAT (см.,
например, [40, 41]. Обзор современного состояния исследований по по-
роговой гипотезе дан в работе [42]. В частности, следует отметить, что
недавно пороговая гипотеза получила подтверждение как для пробле-
мы выполнимости [43, 44], так и в общем случае [45]. Однако исследова-
ния, представленные в работе [46], показывают наличие нетривиальных
зависимостей у проблемы выполнимости, которые не могут быть опи-
саны одним лишь подтверждением пороговой гипотезы. В частности,
у проблемы 3SAT наблюдается несколько фазовых переходов. Тем не
менее, нахождение эффективных методов, позволяющих гибко регули-
ровать связность булевых функций, представляет значительный инте-
рес для разработки методов генерации булевых функций и маскиров-
ки для криптографических алгоритмов. В частности, их можно было
бы применять для тех значений плотности, для которых общее поведе-
ние решений проблемы выполнимости сравнительно предсказуемо. При
этом при помощи полиномиальных сведений маскировку на основе буле-
вых функций можно применять не только для сравнительно непопуляр-
ных алгоритмов, основанных непосредственно на SAT [47, 48, 49], но и
для алгоритмов на целочисленных решетках или схем на основе Classic
McEliece.

Пожалуй, наиболее основательно вопрос о требованиях к булевым
функциям проработан в области генерации трудных входов для программ-
решателей (см., например, [50, 51, 52]). В частности, в работе [50] указы-
вается, что в отличие от случайных булевых функций индустриальные
должны демонстрировать наличие определенной структуры связей. При
этом одной из ключевых проблем генерации является деградация слож-
ности из-за ограниченности инструментов модификации [50]. В свою оче-
редь, ограниченные возможности модификации обусловлены стремлени-
ем сохранить семантику булевых функций, получаемых из эксперимен-
тальных данных. Таким образом, необходимы эффективные инструмен-
ты, позволяющие осуществлять гибкую модификацию структуры связей
в булевой функции, наследуя трудность исходной функции. С другой
стороны, для разработки самих решателей необходимы трудные вари-
анты 3SAT, ориентированные не на случайные входы, а на структури-
рованные.

Основной целью данной статьи является описание простых преобра-
зований для регулирования связности булевых функций, которые мож-
но использовать как эффективный инструмент при генерации булевых
функций и маскировке данных. На основе этих преобразований мы по-
лучим ряд трудных вариантов проблемы выполнимости, которые можно
использовать не только для доказательства NP-трудности, но и для ис-
следований за пределами NP.
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1 Дизъюнктивно-связные булевы функции

Будем говорить, что литерал x принадлежит дизъюнкции Ci вида (2)
и писать x ∈ Ci, если существует значение j такое, что x = ui,j . Для
любого литерала x будем полагать, что x = ¬¬x. Для булевой функции
f вида (1)рассмотрим графGf = (Vf , Ef ), заданный множеством вершин

Vf = {Ci | 1 ≤ i ≤ m} (3)

и множеством ребер

Ef = {(Ci, Cj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m,
∃x((x ∈ Ci ∨ ¬x ∈ Ci) ∧ (x ∈ Cj ∨ ¬x ∈ Cj))}. (4)

Следуя [53], булеву функцию f вида (1) будем называть дизъюнктивно-
связной, если графGf является связным. Рассмотрим графDf = (Vf , Pf ),
заданный множеством вершин (3) и множеством ребер

Pf = {(Ci, Cj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m,
∃x(x ∈ Ci ∧ x ∈ Cj)}. (5)

Булеву функцию f вида (1) будем называть сильно дизъюнктивно-связной,
если граф Df является связным. Исходя из ограничений (4) и (5), накла-
дываемых на ребра графа, у дизъюнктивно-связной булевой функции
между дизъюнкциями существует связь тогда и только тогда, когда у
них есть общая переменная, а у сильно дизъюнктивно-связной булевой
функции между дизъюнкциями существует связь тогда и только тогда,
когда у них есть общий литерал.

2 Дизъюнктивно-связная 3SAT

Рассмотрим сначала формулировку основной проблемы выполнимо-
сти в удобной для нас форме.

Проблема выполнимости (SAT).
Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci, где для любого i,

1 ≤ i ≤ m, функция Ci является дизъюнкцией литералов.
Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Согласно теореме Кука, проблема SAT является NP-полной. Хотя

этого утверждения в явном виде в работе [54] нет, из рессуждений, пред-
ставленных в статье [54], очевидным образом вытекает его справедли-
вость.

Теперь рассмотрим проблему 3SAT, предложенную в книге [55]. Мы
приведем формулировку проблемы 3SAT в удобной для нас форме, от-
личающейся от формулировки из [55] лишь терминологически.

Проблема 3-выполнимости (3SAT).
Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci, где для любого i,

1 ≤ i ≤ m, функция Ci является дизъюнкцией ровно трех литералов.
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Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

В книге [55] проблема 3SAT представлена как одна из NP-полных
проблем из списка Карпа [56]. В книге [55] приведена полиномиальная
сводимость проблемы SAT к 3SAT. Заметим, что в статье Карпа [56]
в списке NP-полных проблем проблемы 3SAT нет. Карп рассматривал
следующую проблему.

Проблема ≤3-выполнимости (≤3SAT).
Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci, где для любого i,

1 ≤ i ≤ m, функция Ci является дизъюнкцией не более трех литералов.
Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},

1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?
Для каждой из трех рассмотренных формулировок проблемы выпол-

нимости рассмотрим аналог, требующий, чтобы булева функция была
дизъюнктивно-связной.

Проблема выполнимости дизъюнктивно-связной булевой
функции (C-SAT).

Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci такая, что граф
Gf является связным и для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci является
дизъюнкцией литералов.

Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Проблема 3-выполнимости дизъюнктивно-связной булевой
функции (C-3SAT).

Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci такая, что граф
Gf является связным и для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci является
дизъюнкцией ровно трех литералов.

Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Проблема ≤3-выполнимости дизъюнктивно-связной булевой
функции (C-≤3SAT).

Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci такая, что граф
Gf является связным и для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci является
дизъюнкцией не более трех литералов.

Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Заметим, что если булева функция f(x1, x2, . . . , xn) не является дизъ-
юнктивно-связной, то найдутся булевы функции

g(xi1 , xi2 , . . . , xip) = Cj1 ∧ Cj2 ∧ · · · ∧ Cjq ,

h(xr1 , xr2 , . . . , xrs) = Cl1 ∧ Cl2 ∧ · · · ∧ Clt

такие, что
n = p+ s,

m = q + t,
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{x1, x2, . . . , xn} = {xi1 , xi2 , . . . , xip} ∪ {xr1 , xr2 , . . . , xrs},
{xi1 , xi2 , . . . , xip} ∩ {xr1 , xr2 , . . . , xrs} = ∅,

{C1, C2, . . . , Cm} = {Cj1 , Cj2 , . . . , Cjq} ∪ {Cl1 , Cl2 , . . . , Clt},
{Cj1 , Cj2 , . . . , Cjq} ∩ {Cl1 , Cl2 , . . . , Clt} = ∅.

В этом случае функция f будет выполняться тогда и только тогда, ко-
гда быдет выполнимой каждая из функций g и h. Соответственно, ес-
ли у нас есть полиномиальный алгоритм для проверки выполнимости
дизъюнктивно-связной булевой функции, то найдется и полиномиаль-
ный алгоритм для проверки выполнимости произвольной булевой функ-
ции, т.е. если проблема C-3SAT принадлежит классу P, то и проблема
3SAT принадлежит классу P. Однако, если P 6= NP из только что
рассмотренных рассуждений не следует автоматически, что 3SAT по-
линомиально сводится к C-3SAT, поскольку проверка выполнимости
функции f по функциям g и h потребует NP-оракула. При решении
задачи на практике функции NP-оракула может выполнить программа-
решатель. Однако это не подходит для задач, требующих совместного
решения нескольких проблем, и задач, в которых важна семантическая
нагрузка булевой функции.

Для каждой из трех сформулированных проблем доказательство NP-
полноты можно получить как следствие NP-полноты проблемы 3SAT,
используя локальное преобразование, предложенное в работе [53]. Оче-
видно, что если у каждой пары дизъюнкций есть общая переменная,
то граф Gf является связным. Если граф Gf не является связным,
то найдутся дизъюнкции литералов ∨pi=1ui и ∨qj=1vj , не имеющие об-
щих переменных. Возьмем новую переменную y и заменим в функции
f(x1, x2, . . . , xn) подформулу

(∨pi=1ui) ∧ (∨qj=1vj) (6)

на формулу
(∨pi=1ui) ∧ (∨qj=1vj) ∧ (up ∨ vq ∨ y). (7)

Получим функцию g(x1, x2, . . . , xn, y). Очевидно, что замена формулы
(6) на формулу (7) уменьшает количество пар дизъюнкций, у которых
нет общих переменных. Соответственно функция g содержит на одну па-
ру меньше, чем функция f . При этом поскольку все дизъюнкции функ-
ции f содержатся в функции g, из выполнимости функции g следует
выполнимость функции f . Если функция f истинна на некотором набо-
ре t1, t2, . . . , tn, то g(t1, t2, . . . , tn, 1) = 1. Следовательно, замена формулы
(6) на формулу (7) сохраняет выполнимость. Легко понять, что после-
довательное применение замены формулы (6) на формулу (7) позволя-
ет получить полиномиальную сводимость от проблемы 3SAT к пробле-
ме C-3SAT. Учитывая очевидную принадлежность проблемы C-3SAT
классу NP, это доказывает NP-полноту проблемы C-3SAT. Посколь-
ку проблема C-3SAT является частным случаем проблем C-SAT и C-
≤3SAT, каждая из них тоже является NP-полной.
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Заметим, что, осуществляя последовательные замены формул вида (6)
на формулы вида (7), мы можем использовать одну и ту же переменную
y. Поэтому мы можем получить итоговую функцию, содержащую един-
ственную дополнительную переменную y, отсутствующую в начальном
списке переменных.

Хотя использование замены формул вида (6) на формулы вида (7)
обеспечивает простой способ перехода от произвольной булевой функ-
ции к дизъюнктивно-связной, у этого способа есть серьезный недоста-
ток. При таком построении дизъюнктивно-связной булевой функции не
наследуется количество решений, поскольку при определенных условиях
мы, кроме решения вида t1, t2, . . . , tn, 1, можем получить решение вида
t1, t2, . . . , tn, 0. Причем не всегда есть очевидный способ для отслежива-
ния, следует ли из того, что t1, t2, . . . , tn, 1 является решением, то, что
t1, t2, . . . , tn, 0 тоже будет решением. Заметим, что в общем случае про-
блема, требующая выяснить по данной булевой функции f(x1, x2, . . . , xn)
и данному решению t1, t2, . . . , tn, существует ли еще один набор, на ко-
тором функция f выполняется, является NP-полной [57].

Отсутствие сохранения количества решений при сводимости суще-
ственно затрудняет дальнейшее использование проблемы для исследо-
ваний, связанных с многими важными классами, находящимися за пре-
делами класса NP, что значительно уменьшает полезность преобразо-
вания на основе замены формул вида (6) на формулы вида (7) с теоре-
тической точки зрения. С практической точки зрения преобразования,
которые не сохраняют количество решений, тоже не всегда допустимы.
В частности, их нельзя использовать совместно с #SAT-решателями
[58, 59]. Во многих случаях недопустимо применять такие преобразова-
ния в криптографических целях. Их нельзя применять при проектиро-
вании квантовых вычислительных схем. Кроме того, исследования пока-
зывают, что при генерации случайных булевых функций для программ-
решателей важно учитывать количество решений для этих функций да-
же в тех случаях, когда перед решателем ставится задача проверки вы-
полнимости, а не нахождения решений [60].

3 Классы количественных алгоритмических проблем

На сегодняшний день предложено довольно большое количество сво-
димостей, которые можно использовать для исследования алгоритмиче-
ских зависимостей между проблемами [61, 62, 63]. Для проблем из класса
NP стандартной является полиномиальная сводимость.

Для произвольного множества Σ обозначим через Σ∗ множество все-
возможных слов над алфавитом Σ. Для произвольных языков L1, L1 ⊆
Σ∗1, и L2, L2 ⊆ Σ∗2, следуя [55], будем говорить, что язык L1 поли-
номиально сводится к языку L2, если существует детерминированная
машина Тьюринга, вычисляющая за полиномиальное время функцию
f : Σ∗1 → Σ∗2 такую, что x ∈ L1 тогда и только тогда, когда f(x) ∈ L2
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для любого x ∈ Σ∗1. Если язык L1 полиномиально сводится к языку L2

будем писать L1 ≤T L2.
Язык L называется NP-полным, если L ∈ NP и M ≤T L для любого

языка M из NP. Алгоритмическая проблема, предполагающая решение
из множества {0, 1}, называется NP-полной, если NP-полным является
описывающий ее язык. Заметим, что если решение проблемы не обяза-
тельно из множества {0, 1}, то проблема относится к классу функцио-
нальных проблем. В частности, через FP мы будем обозначать класс
функциональных проблем, разрешимых детерминированной машиной
Тьюринга за полиномиальное время. Заметим, что машина Тьюринга,
устанавливающая полиномиальную сводимость языка L1 к языку L2,
решает некоторую проблему f из класса FP.

Следуя [64], будем говорить, что язык L1 логарифмически сводится к
языку L2, если существует детерминированная машина Тьюринга, вы-
числяющая функцию f : Σ∗1 → Σ∗2 с использованием памяти O(log n)
такую, что x ∈ L1 тогда и только тогда, когда f(x) ∈ L2 для любо-
го x ∈ Σ∗1. Если язык L1 логарифмически сводится к языку L2 будем
писать L1 ≤L L2. Заметим, что если машина Тьюринга обеспечивает
логарифмическую сводимость языка L1 к языку L2, то она всегда оста-
навливается через полиномиальное количество шагов (см. [64], предло-
жение 8.1). Поэтому из L1 ≤L L2 следует L1 ≤T L2. Таким образом,
требование логарифмической сводимости, вообще говоря, более сильное,
чем необходимо для доказательства NP-трудности. Однако логарифми-
ческая сводимость в отличие от полиномиальной позволяет работать с
подклассами класса P языков, распознаваемых детерминированной ма-
шиной Тьюринга за полиномиальное время. В частности, логарифми-
ческую сводимость можно использовать для класса NL языков, распо-
знаваемых недетерминированной машиной Тьюринга на логарифмиче-
ской памяти. Кроме того, использование логарифмической сводимости
представляет существенный практический интерес. В последние годы
все большее внимание уделяется таким вопросам как автоматическая
генерация тестов [65]; разработка языков программирования для реше-
ния задач при помощи решателей [66, 67, 68]; аппаратная реализация
решателей [69, 70]; аппаратная реализация решателей как многоцелевых
процессоров [71, 72]; аппаратная реализация программ, созданных реша-
телями [73]. Все это указывает на постепенно формирующуюся тенден-
цию перехода от программного решения прикладных задач при помощи
решателей к аппаратному, что требует экономного отношения к памяти
при построении сводимостей. В дальнейшем под полиномиальной своди-
мостью языка L1 к языку L2 мы будем понимать логарифмическую и
писать L1 ≤ L2.

Рассмотрим теперь ряд важных классов, находящихся за пределами
NP. Для произвольной алгоритмической проблемы A через #A будем
обозначать проблему, требующую по данному входу проблемы A найти
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количество решений проблемы A на этом входе. Для произвольных ис-
ходных данных x и произвольной недетерминированной машины Тью-
ринга T через #accT (x) и #rejT (x) мы будем обозначать количество
допускающих и отвергающих вход x вычислений, соответственно. Через
GapP мы будем обозначать класс всех функций f , для которых суще-
ствует недетерминированная машина Тьюринга T такая, что равенство
f(x) = #accT (x) − #rejT (x) выполняется для всех x. Следуя [74, 75],
будем полагать, что

• PP — класс языков L ⊆ Σ∗, для которых существует функция
f ∈ GapP такая, что

x ∈ L⇔ f(x) > 0

для любого x ∈ Σ∗ [76, 77];
• ModkP — класс языков L ⊆ Σ∗, для которых существует функ-
ция f ∈ GapP такая, что

x ∈ L⇔ f(x) 6≡ 0 mod k

для любого x ∈ Σ∗ [78, 79, 80];
• ⊕P = ModkP [81, 82];
• SPP — класс языков L ⊆ Σ∗, для которых существует функция
f ∈ GapP такая, что

x ∈ L⇒ f(x) = 1,

x /∈ L⇒ f(x) = 0

для любого x ∈ Σ∗ [83];
• C=P — класс языков L ⊆ Σ∗, для которых существует функция
f ∈ GapP такая, что

x ∈ L⇔ f(x) = 0

для любого x ∈ Σ∗ [77, 84];
• WPP — класс языков L ⊆ Σ∗, для которых существуют функции
f ∈ GapP и g ∈ FP такие, что для любого x ∈ Σ∗ выполняются
соотношения

x ∈ L⇒ f(x) = g(x),

x /∈ L⇒ f(x) = 0

и значение функции g(x) отлично от нуля [83].
Заметим, что для этих классов известны следующие соотношения [74,
85]:

P ⊆ SPP ⊆WPP ⊆ C=P ⊆ PP,

SPP ⊆ ⊕P ⊆ModkP,

co−NP ⊆ C=P,

NP ⊆ co−C=P,

WPP ⊆ co−C=P,
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где класс co-NP является дополнением класса NP, а co-C=P обозна-
чает дополнение класса C=P.

Следуя [86], подсчитывающей машиной Тьюринга мы будем назы-
вать недетерминированную машину Тьюринга T с дополнительной лен-
той, предназначенной для печати в двоичном виде значения функции
#accT (x). Обозначим через t(n) максимальное время допустимого вы-
числения на входах, размер которых не превосходит n. Будем предпо-
лагать, что подсчитывающая машина Тьюринга в худшем случае име-
ет сложность по времени t(n). Соответственно, трудоемкость генерации
значения функции #accT (x) на дополнительной ленте не учитывается.
Обозначим через #P класс, состоящий из всех функций, которые могут
быть вычислены подсчитывающей машиной Тьюринга за полиномиаль-
ное время [86].

Как и для большинства других классов вычислительной сложности,
доказательство #P-трудности некоторой алгоритмической проблемы A
обычно заключается в сведении к ней некоторой #P-полной проблемы
B. Однако сводимость должна обеспечивать сохранение количества ре-
шений. Для произвольного входа I алгоритмической проблемы Π обо-
значим через #I количество решений проблемы Π на входе I.

Если для любых входов I1 ∈ Π1 и I2 ∈ Π2 таких, что R(I1) = I2, имеет
место равенство #I1 = #I2, то полиномиальная сводимость R проблемы
Π1 к проблеме Π2 называется экономной [87]. Для экономной сводимости
мы будем использовать обозначение Π1 ≤E Π2.

По произвольной функции #A : Σ∗ → N из класса #P, следуя [88],
определим следующие алгоритмические проблемы.

• ⊕A — по произвольному входу x ∈ Σ∗ выяснить, является ли
значение #A(x) нечетным.
• ModkA — по произвольному входу x ∈ Σ∗ выяснить, верно ли,
что #A(x) 6≡ 0 mod k.
• DiffA=0 — по произвольному входу (x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗ выяснить,
верно ли, что #A(x) = #A(y).
• DiffA>0 — по произвольному входу (x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗ выяснить,
верно ли, что #A(x) > #A(y).
• DiffA=1 — по произвольному входу (x, y) ∈ Σ∗ × Σ∗ в предполо-
жении, что

(x, y) ∈ Iyes ∪ Ino,

где

Iyes = {(x, y) | #A(x) = #A(y) + 1},

Ino = {(x, y) | #A(x) = #A(y)},

выяснить, верно ли, что

(x, y) ∈ Iyes.
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• DiffA=g — по произвольному входу (x, y, k) ∈ Σ∗ × Σ∗ × N в
предположении, что

(x, y, k) ∈ Iyes ∪ Ino,

где
Iyes = {(x, y, k) | #A(x) = #A(y) + k},
Ino = {(x, y, k) | #A(x) = #A(y)},

выяснить, верно ли, что

(x, y, k) ∈ Iyes.

Согласно [88], если проблема #A является #P-полной относительно
экономной сводимости, то проблемы ⊕A, ModkA, DiffA=0, DiffA>0,
DiffA=1, DiffA=g являются полными для классов ⊕P, ModkP, C=P,
PP, SPP, WPP, соответственно.

4 Экономная сводимость для 3SAT

Доказательство теоремы Кука [54], которое устанавливает NP-труд-
ность проблемы SAT, является первым примером непосредственной ин-
терпретации машины Тьюринга при доказательстве NP-полноты алго-
ритмической проблемы. Такой подход используется весьма редко. Для
большинства алгоритмических проблем доказательство трудности осу-
ществляется демонстрацией полиномиальной сводимости от SAT или от
проблемы, для которой сводимость от SAT уже известна.

Следует отметить, что в работе [54] булева функция f(x1, x2, . . . , xn)
строится так, что каждому допустимому вычислению машины Тьюрин-
га соответствует ровно один набор значений переменных, для которого
f(x1, x2, . . . , xm) = 1. Следуя рассуждениям Кука, представленным в
работе [54], несложно убедиться в том, что проблема #SAT является
#P-полной относительно экономной сводимости.

Легко понять, что в книге [55] представлена формулировка пробле-
мы 3-выполнимости, которая более удобна для использования при до-
казательстве трудности различных проблем. Проблема ≤3SAT предпо-
лагает, что в функции f(x1, x2, . . . , xn) нет дизъюнкций более трех ли-
тералов, а у проблемы 3SAT нет и дизъюнкций более трех литералов,
и дизъюнкций менее трех литералов. Однако, полиномиальная своди-
мость, построенная в [56], является экономной, а полиномиальная сво-
димость, предложенная в [55], экономной не является. В самом деле,
доказательство в [56] основано на замене произвольной дизъюнкции ли-
тералов

σ1 ∨ σ2 ∨ · · · ∨ σm, (8)
где m > 3, формулой

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (σ3 ∨ σ4 ∨ · · · ∨ σm ∨ ¬u1) ∧
(¬σ3 ∨ u1) ∧ (¬σ4 ∨ u1) ∧ · · · ∧ (¬σm ∨ u1), (9)
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где u1 является новой переменной. Очевидно, что формула (9) выполня-
ется тогда и только тогда, когда выполняются все ее конъюнкты. Если
для некоторого 3 ≤ i ≤ m имеет место равенство σi = 1, то для выпол-
нимости

(¬σ3 ∨ u1) ∧ (¬σ4 ∨ u1) ∧ · · · ∧ (¬σm ∨ u1), (10)

необходимо, чтобы u1 = 1. Если для любого 3 ≤ i ≤ m имеет место
равенство σi = 0, то для выполнимости

σ3 ∨ σ4 ∨ · · · ∨ σm ∨ ¬u1, (11)

необходимо, чтобы u1 = 0. Таким образом, формулы (10) и (11) обеспе-
чивают единственность решения (9) для каждого решения (8). Несложно
убедиться в том, что отсюда вытекает, что сводимость, которую в рабо-
те [56] предложил Карп, является экономной сводимостью от проблемы
SAT к проблеме ≤3SAT. Соответственно, проблема #≤3SAT являет-
ся #P-полной относительно экономной сводимости. С другой стороны,
замена дизъюнкции литералов

σ1 ∨ σ2 (12)

формулой
(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (σ1 ∨ σ2 ∨ ¬u1), (13)

предлагаемая в [55], вообще говоря, позволяет для каждого решения (12)
получить два решения (13). Поэтому сводимость, предложенная в книге
[55], экономной не является. Во многих случаях это делает сводимость,
предложенную в книге [55], неудобной для дальнейшего использования.
Учитывая то, что проблема 3SAT является наиболее популярной при
доказательстве трудности, естественно стремиться получить для нее не
только наиболее эффективную сводимость, но и максимально вырази-
тельную формулировку, поскольку во многих случаях свойства, которые
могли бы быть сформулированы для проблемы 3SAT, приходится мно-
гократно воспроизводить при построении сводимостей (см., например,
[89, 90]).

В формулировке ≤3SAT можно предполагать, что в одной и той же
дизъюнкции литерал можно использовать, вообще говоря, несколько
раз. Тогда мы легко получим 3SAT и сохраним экономность сводимо-
сти. Например, дизъюнкции u и u ∨ v можно заменять на дизъюнкции
u ∨ u ∨ u и u ∨ v ∨ v, соответственно. Однако допущение многократ-
ного использования литералов при доказательстве трудности проблем,
например, для графов может привести к появлению кратных вершин и
ребер. Разбор соответствующих случаев может сделать доказательства
существенно более громоздкими. Аналогичные проблемы возникнут и
для многих других прикладных задач.

Несложной модификацией доказательства, предложенного в [55], мож-
но сохранить экономность сводимости без использования повторяющих-
ся литералов. В частности, вместо локальной замены, предложенной в
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[55], можно использовать локальную замену следующего вида. Произ-
вольная дизъюнкция σ1 заменяется на формулу

(σ1 ∨ u1 ∨ u2) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧
(u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧

(u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ u3), (14)

дизъюнкция σ1 ∨ σ2 заменяется на формулу

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧
(u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧

(u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧ (¬u1 ∨ u2 ∨ u3), (15)

дизъюнкция (8) заменяется на формулу

(σ1 ∨ σ2 ∨ u1) ∧ (σ3 ∨ σ4 ∨ · · · ∨ σm ∨ ¬u1) ∧
∧i 6=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ ¬σj ∨ u1) ∧
∧i 6=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ σj ∨ u1). (16)

Заметим, что формула

(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧ (u1 ∨ ¬u2 ∨ ¬u3) ∧
(¬u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧ (¬u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧

(u1 ∨ u2 ∨ ¬u3) ∧ (u1 ∨ ¬u2 ∨ u3) ∧
(¬u1 ∨ u2 ∨ u3) (17)

выполняется тогда и только тогда, когда

u1 = u2 = u3 = 0. (18)

Выполнимость формулы (14) или (15) требует выполнимости форму-
лы (17). Поэтому выполнимость формулы (14) равносильна выполнимо-
сти дизъюнкции σ1 и системы равенств (18). Аналогично выполнимость
формулы (15) равносильна выполнимости дизъюнкции σ1 ∨ σ2 и систе-
мы равенств (18). Поэтому замена дизъюнкций σ1 и σ1 ∨σ2 на формулы
(14) и (15), соответственно, не влияет на количество решений. Более
того, легко понять, что для всех дизъюнкций вида σ1 и σ1 ∨ σ2 мы мо-
жем использовать единую тройку переменных u1, u2 и u3. Выполнимость
формулы (16) требует выполнимости формул (11) и

∧i 6=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ ¬σj ∨ u1) ∧
∧i 6=j,m≥i>2,m≥j>2(¬σi ∨ σj ∨ u1). (19)

Если для некоторого 3 ≤ i ≤ m имеет место равенство σi = 1, то для
выполнимости формулы (19) необходимо, чтобы u1 = 1. Если для любого
3 ≤ i ≤ m имеет место равенство σi = 0, то для выполнимости формулы
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(11) необходимо, чтобы u1 = 0. Таким образом, формулы (11) и (19)
обеспечивают единственность решения (16) для каждого решения (8).

Таким образом, мы получили экономную сводимость от проблемы
SAT к проблеме 3SAT. Соответственно, проблема #3SAT является #P-
полной относительно экономной сводимости. При этом мы можем пред-
полагать, что в каждой дизъюнкции три литерала, соответствующие
трем различным переменным.

5 Экономная сводимость для C-3SAT

Теорема 1. 3SAT ≤E C-3SAT.

Доказательство. Если на входе у проблемы 3SAT дизъюнктивно-связ-
ная булева функция, то ничего делать не нужно. Поэтому без ограни-
чения общности можно предполагать, что булева функция на входе у
проблемы 3SAT дизъюнктивно-связной не является.

Рассмотрим произвольную булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn) вида (1),
где для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci имеет вид (2) и является
дизъюнкцией ровно трех литералов. Обозначим через X множество все-
возможных пар дизъюнкций (Ci, Cj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, не имеющих
общих переменных. В функции f(x1, x2, . . . , xn) произвольную формулу

Ci ∧ Cj , (20)

где (Ci, Cj) ∈ X, заменим на формулу

Ci ∧ Cj ∧
(y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ y3), (21)

где y1, y2, y3 являются новыми переменными. Получим булеву функцию

g(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, y3) =

f(x1, x2, . . . , xn) ∧
(y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ y3). (22)
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Предположим, что булева функция f(x1, x2, . . . , xn) выполняется на
наборе t1, t2, . . . , tn. Заметим, что формула

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ y3) (23)

выполняется тогда и только тогда, когда

y1 = y2 = y3 = 1. (24)

Поэтому выполняется равенство

g(t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1) = 1

и для любых a1, a2, a3 таких, что

a1 ∧ a2 ∧ a3 = 0,

имеет место равенство

g(t1, t2, . . . , tn, a1, a2, a3) = 0.

Следовательно, из выполнимости функции f вытекает выполнимость
функции g. При этом каждому набору значений переменных t1, t2, . . . , tn,
на котором выполняется функция f , соответствует единственный набор
значений переменных t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1, на котором выполняется функ-
ция g.

Допустим теперь, что функция g выполняется на некотором наборе
значений переменных

t1, t2, . . . , tn+3 (25)
Поскольку формула (23) выполняется только при условии (24), набор
(25) должен иметь вид

t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1. (26)

Подставив набор (26) в соотношение (22), получим

g(t1, t2, . . . , tn, 1, 1, 1) = f(t1, t2, . . . , tn).

Следовательно, функция f выполняется на наборе t1, t2, . . . , tn.
Таким образом, замена формулы (20) на формулу (21) сохраняет вы-

полнимость и количество решений. Несложно убедиться в том, что, осу-
ществив замену формулы вида (20) на формулу вида (21) для каждой
пары (Ci, Cj) ∈ X, мы сохраним выполнимость и количество решений.
Более того, легко понять, что для всех пар (Ci, Cj) ∈ X мы можем ис-
пользовать одни и те же переменные y1, y2, y3.

Рассмотрим граф Gg = (Vg, Eg). По определению

Vg = Vf ∪ {(y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), (y1 ∨ y2 ∨ y3),
(y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3), (¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3),
(¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3), (y1 ∨ y2 ∨ ¬y3),
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(y1 ∨ ¬y2 ∨ y3), (¬y1 ∨ y2 ∨ y3)}.
Соответственно, каждая замена формулы (20) на формулу (21) добав-
ляет новые вершины, которые смежны между собой, поскольку каждая
из новых дизъюнкций содержит переменную y1. После замены форму-
лы вида (20) на формулу вида (21) для каждой пары (Ci, Cj) ∈ X все
вершины множества Vf попадут в одну компоненту связности, посколь-
ку для любой пары дизъюнкций (Ci, Cj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, либо
вершины Ci и Cj являются смежными, либо существует путь

(Ci, (y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), Cj).

Каждая группа новых вершин, соответствующая замене формулы ви-
да (20) на формулу вида (21), образует полный подграф, все вершины
которого принадлежат той же компоненте связности, что и Vf , благо-
даря ребрам (Ci, (y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3)) и ((y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), Cj). Таким обра-
зом, замена формулы вида (20) на формулу вида (21) для каждой пары
(Ci, Cj) ∈ X позволяет получить дизъюнктивно-связную булеву функ-
цию. Для завершения доказательства теоремы осталось заметить, что
замена формулы вида (20) на формулу вида (21) добавляет в булеву
функцию только дизъюнкции, состоящие ровно из трех литералов. �

Заметим, что проблема C-3SAT является частным случаем проблем
C-≤3SAT и C-SAT. Поэтому из соотношения 3SAT ≤E C-3SAT сле-
дуют соотношения 3SAT ≤E C-SAT и 3SAT ≤E C-≤3SAT. Отсюда
вытекает следующее утверждение.

Следствие 1. Проблемы #C-3SAT, #C-≤3SAT и #C-SAT являются
#P-полными относительно экономной сводимости.

Рассмотрим теперь следующую проблему.
Проблема 3-выполнимости сильно дизъюнктивно-связной

булевой функции (SC-3SAT).
Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci такая, что граф

Df является связным и для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci является
дизъюнкцией ровно трех литералов.

Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Теорема 2. 3SAT ≤E SC-3SAT.

Доказательство. Если на входе у проблемы 3SAT сильно дизъюнктив-
но-связная булева функция, то ничего менять не требуется. Поэтому мы
можем предполагать, что булева функция на входе у проблемы 3SAT не
является сильно дизъюнктивно-связной.

Для произвольной булевой функции f(x1, x2, . . . , xn) вида (1), где для
любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci имеет вид (2) и является дизъюнкци-
ей ровно трех литералов, рассмотрим множество X всевозможных пар
дизъюнкций (Ci, Cj), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m, не имеющих общих литера-
лов. При замене формулы вида (20) на формулу вида (21) из функции f
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мы получаем функцию g вида (22). Легко понять, что граф Dg содержит
пути

Ci, (y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), Cj),

((y1 ∨ ui,3 ∨ uj,3), (y1 ∨ y2 ∨ y3),
(y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3), (¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3),
(¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3), (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3),
(¬y1 ∨ y2 ∨ y3), (y1 ∨ y2 ∨ ¬y3)).

Поэтому для произвольной пары (Ci, Cj) из множестваX замена форму-
лы (20) на формулу (21) обеспечит сильную дизъюнктивную связность
булевой функции. Однако замена формулы вида (20) на формулу вида
(21) может привести к появлению дизъюнкции, содержащей литералы,
соответствующие одной и той же переменной. Мы предполагаем, что в
функции f(x1, x2, . . . , xn) каждая дизъюнкция содержит литералы, соот-
ветствующие трем различным переменным. Поэтому для произвольной
пары дизъюнкций (Ci, Cj) мы всегда можем выбрать литералы ui,k и
uj,p, соответствующие различным переменным. Соответственно, замена
произвольной формулы (20) на формулу

Ci ∧ Cj ∧
(y1 ∨ ui,k ∨ uj,p) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ y3) (27)

не приведет к появлению дизъюнкции, содержащей литералы, соответ-
ствующие одной и той же переменной. По аналогии с доказательством
теоремы 1 мы можем убедиться в том, что использование замены фор-
мулы вида (20) на формулу вида (27) позволяет обеспечить требуемую
сводимость. �

Непосредственно из теоремы 2 получаем следующее утверждение.

Следствие 2. Проблема #SC-3SAT является #P-полной относитель-
но экономной сводимости.

Заметим, что при доказательстве теоремы 2 мы пользовались тем,
что каждая дизъюнкция булевой функции проблемы 3SAT содержит
литералы, соответствующие трем различным переменным, т.е. вырож-
денных дизъюнкций нет. Однако различные прикладные задачи могут
допускать использование вырожденных дизъюнкций. В частности, это
может возникать при случайной генерации булевых функций, маскиров-
ке криптографических данных, совместном решении нескольких задач.
В некоторых случаях может потребоваться изменить плотность буле-
вой функции, сохраняя имеющиеся вырожденные дизъюнкции, но не
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добавляя новых. В частности, это может представлять интерес при раз-
работке аппаратных вредоносных программ. В этом случае для некото-
рой переменной x пара дизъюнкций (Ci, Cj) может принять вид (x,¬x)
(совместная выполнимость такой пары дизъюнкций обеспечивается че-
рез провокацию отказа системы и нарушение целостности данных). Для
такой пары мы можем использовать замену на формулу

Ci ∧ Cj ∧
(y1 ∨ y2 ∨ x) ∧ (y1 ∨ y2 ∨ ¬x) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ ¬y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (¬y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧

(y1 ∨ y2 ∨ ¬y3) ∧ (y1 ∨ ¬y2 ∨ y3) ∧
(¬y1 ∨ y2 ∨ y3).

6 Планарная дизъюнктивно-связная выполнимость

В работе [89] было введено понятие планарной булевой функции и
доказана NP-полнота планарной проблемы 3-выполнимости. В после-
дующих исследованиях была доказана вычислительная трудность для
многих планарных вариантов проблемы выполнимости [87, 91, 92]. Од-
нако в этих работах использовался подход к построению графа, кото-
рый отличается от рассматриваемого в данной работе. В этом разделе
мы рассмотрим проблему выполнимости для планарных дизъюнктивно-
связных булевых функций.

Проблема ≤3-выполнимости планарной дизъюнктивно-связ-
ной булевой функции (PC-≤3SAT).

Дано: Булева функция f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci такая, что функ-
ция Ci, 1 ≤ i ≤ m, является дизъюнкцией не более трех литералов и
граф Gf является планарным и связным.

Вопрос: Существует ли набор значений переменных xj, xj ∈ {0, 1},
1 ≤ j ≤ m, такой, что выполняется равенство f(x1, x2, . . . , xm) = 1?

Теорема 3. 3SAT ≤E PC-≤3SAT.

Доказательство. Доказательство теоремы в существенной мере будет
опираться на конструкцию, предложенную в работе [89], и результаты
работы [92]. Рассмотрим булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn) = ∧mi=1Ci, где
для любого i, 1 ≤ i ≤ m, функция Ci является дизъюнкцией ровно
трех литералов. Определим для функции f граф G(f) в соответствие
с подходом, предложенным в работе [89]. Пусть G(f) = (V (f), E(f)) —
граф, заданный множеством вершин V (f) и множеством ребер E(f), где

V (f) = {Ci | 1 ≤ i ≤ m} ∪ {xj | 1 ≤ j ≤ n},
E(f) = E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4,

E1 = {(Ci, xj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, xj ∈ Ci},
E2 = {(Ci, xj) | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,¬xj ∈ Ci},
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E3 = {(xj , xj+1) | 1 ≤ j ≤ n− 1},
E4 = {(xn, x1)}.

Таким образом, все ребра графа G(f), кроме простого цикла, образован-
ного переменными, расположенными в естественном порядке, соединяют
некоторую дизъюнкцию с некоторой переменной.

В работе [89] предложен подход на основе локальной замены к преоб-
разованию булевой функции f в некоторую булеву функцию g, имеющую
планарный граф G(g). Первый этап построения сводимости 3SAT ≤E

PC-≤3SAT будет основан на этой конструкции.
Предполагается, что цикл, образованный переменными, изображается

естественным образом. Вершины графа, соответствующие дизъюнкци-
ям, располагаются с внешней стороны цикла в произвольном порядке.
В частности, можно предполагать, что переменные и дизъюнкции рас-
полагаются на двух параллельных линиях. Мы будем предполагать, что
дизъюнкции соединяются с переменными отрезками прямых линий. Лег-
ко понять, что мы можем предполагать, что пересекаться могут толь-
ко ребра, каждое из которых смежно с некоторой дизъюнкцией. При
этом если какие-либо ребра пересекаются, то всегда найдется пара ре-
бер (Ci, xs) и (Cj , xt) такая, что ребра (Ci, xs) и (Cj , xt) пересекаются в
точкеW и отрезки [W, xs] и [W, xt] не имеют пересечений с ребрами. На
отрезках [Ci,W] и [Cj ,W] мы всегда можем расположить точки U и V,
соответственно, так, что отрезки [U ,W] и [V,W] не имеют пересечений
с ребрами. Точки U , V и W сделаем вершинами нового графа, полагая

G = (V,E),

V = V (f) ∪ {U ,V,W},
E = (E(f)\{(Ci, xs), (Cj , xt)})∪

{(Ci,U), (Cj ,V), (U ,W), (V,W), (W, xs), (W, xt)}.
После этого в конструкции, предложенной в работе [89], подграф, по-
рожденный множеством вершин

{xs, xt,U ,V,W},
заменяется на планарный граф специального вида, который смежен с
оставшейся частью графа по вершинам

xs, xt,U ,V.
Для того чтобы полученный граф сделать графом некоторой булевой
функции, конструкция, предложенная в работе [89], предполагает ряд
изменений в булевой функции f и ряд переобозначений в самом графе.
Без ограничения общности можно предполагать, что Ci = ui,1∨ui,2∨ui,3,
где ui,3 ∈ {xs,¬xs}, Cj = uj,1 ∨ uj,2 ∨ uj,3, где uj,3 ∈ {xt,¬xt}. Обозначим
вершины U и V через ys и yt, соответственно. Если Ci = ui,1 ∨ ui,2 ∨ xs,
то заменим Ci на C ′i = ui,1 ∨ ui,2 ∨ ys. Если Ci = ui,1 ∨ ui,2 ∨ ¬xs, то
заменим Ci на C ′i = ui,1 ∨ui,2 ∨¬ys. Если Cj = uj,1 ∨uj,2 ∨xt, то заменим
Cj на C ′j = uj,1 ∨ uj,2 ∨ yt. Если Cj = uj,1 ∨ uj,2 ∨ ¬xt, то заменим Cj на
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C ′j = uj,1 ∨ uj,2 ∨ ¬yt. Объявим вершины ys и yt новыми вершинами пе-
ременных. Кроме того, добавим в множество вершин переменных шесть
внутренних вершин планарного подграфа: u1, u2, v1, v2, v3, v4. Модифи-
цируем функцию f при помощи замены подформулы

Ci ∧ Cj (28)

на подформулу

C ′i ∧ C ′j ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ v1) ∧ (u1 ∨ ¬v1) ∧ (u2 ∨ ¬v1) ∧
(¬u1 ∨ yt ∨ v2) ∧ (u1 ∨ ¬v2) ∧ (¬yt ∨ ¬v2) ∧
(ys ∨ yt ∨ v3) ∧ (¬ys ∨ ¬v3) ∧ (¬yt ∨ ¬v3) ∧
(ys ∨ ¬u2 ∨ v4) ∧ (¬ys ∨ ¬v4) ∧ (u2 ∨ ¬v4) ∧

(v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4) ∧

(u1 ∨ ¬xs) ∧ (¬u1 ∨ xs) ∧ (u2 ∨ ¬xt) ∧ (¬u2 ∨ xt). (29)

Таким образом, замена формулы вида (28) на формулу вида (29) заклю-
чается в замене двух дизъюнкций Ci и Cj на их модифицированные ва-
рианты C ′i и C

′
j и добавлении 21 новой дизъюнкции. При этом каждая из

новых дизъюнкций соответствует одной из вершин планарного подгра-
фа. На этом построение планарного графа и соответствующей ему буле-
вой функции для выделенного пересечения ребер полностью завершает-
ся. В дальнейшем на первом этапе построения сводимости добавленный
планарный подграф и вершины переменных xs и xt модифицироваться
не будут. Изменения могут затронуть только вершины дизъюнкций Ci

и Cj . Для завершения первого этапа построения сводимости нам необ-
ходимо последовательно перебрать все пересечения ребер, осуществляя
для каждого из них только что описанные действия. Корректность этой
процедуры обоснована в работе [89]. Следует отметить, что замена фор-
мулы вида (28) на формулу вида (29) позволяет получить из функции f
некоторую функцию g такую, что функция f выполняется тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется функция g, причем замена формулы вида
(28) на формулу вида (29) сохраняет количество решений [89].

До сих пор в тексте при доказательствах мы не упоминали логарифми-
ческую память, поскольку выполнимость соответствующих алгоритмов
на логарифмической памяти была тривиальной. Теперь же нам следу-
ет сделать ряд существенных замечаний, связанных с реализуемостью
данной сводимости в логарифмической памяти.

• Как обычно, логарифмическая сводимость подразумевает, что у
нас есть три области памяти. Одна из них изначально содержит
исходные данные и предназначена только для чтения. Вторая
изначально является пустой и предназначена только для записи
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результата. Кроме того, есть область памяти, которая изначаль-
но является пустой и доступна как для чтения, так и для за-
писи, но размер этой области логарифмически ограничен разме-
ром исходных данных. Поэтому суперпозиция логарифмических
сводимостей, вообще говоря, логарифмической сводимостью не
является. Сводимость 3SAT ≤E PC-≤3SAT мы описываем как
цепь последовательных преобразований. Формально эта после-
довательность преобразований логарифмической сводимостью не
будет, поскольку по завершении каждого этапа преобразований
формируется новый граф, размер которого сравним с размером
исходного графа и не позволяет новому графу полностью разме-
ститься в логарифмической памяти. Поэтому, несмотря на после-
довательное изложение преобразований, мы предполагаем, что
все этапы преобразования осуществляются одновременно, т.е. вы-
бирается небольшая часть графа (пересечение ребер, вершина,
планарный подграф, имеющий 31 вершину и т.д.), выбирается
соответствующая часть булевой функции (которая тоже должна
быть локальна), на выбранной части графа осуществляются все
этапы преобразования, параллельно все этапы преобразования
осуществляются на выбранной части булевой функции, полно-
стью преобразованная часть графа и полностью преобразованная
часть булевой функции перемещаются в память, предназначен-
ную только для записи, только после этого в логарифмическую
память загружаются новые локальные части графа и функции.
• Логарифмическая память не позволяет хранить последователь-
ность всех пересечений ребер в явном виде и отмечать в ней те
пересечения, которые мы уже обработали. Поэтому мы предпо-
лагаем, что алгоритм использует естественную дискретизацию
плоскости, определяемую начальным списком вершин и ребер
графа и, соответственно, не требующую хранения в изменяемой
памяти. Алгоритм пользуется естественным алгоритмом скани-
рования дискретизированной части плоскости, на которой раз-
мещается граф. В соответствие с используемой дискретизацией
алгоритм в изменяемой памяти хранит только координаты про-
сматриваемого участка дискретизированной части плоскости.
• В рамках первого этапа построения сводимости мы предполагали
модификацию вершин дизъюнкций Ci и Cj для каждого пересе-
чения ребер. Хранить эти изменения в явном виде в логарифми-
ческой памяти возможности нет. Но в этом нет и необходимости,
поскольку то, какие переменные входят в дизъюнкцию, полно-
стью определяется тем, с какими вершинами переменных смежна
вершина дизъюнкции.
• В рамках первого этапа построения сводимости предполагает-
ся, что пересечения ребер рассматриваются не все по порядку, а
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лишь те, у которых отрезки [W, xs] и [W, xt] не имеют пересече-
ний с ребрами. Заметим, что это, вообще говоря, не создает на-
грузку на память, поскольку, как нетрудно убедиться, плоскость
можно дискретизировать так, что все пересечения требуемого ви-
да будут просматриваться первыми, а все остальные пересечения
будут преобразованы к требуемому виду к моменту их просмот-
ра. В частности, для расположения, используемого в работе [89],
подходит прямоугольная дискретизация.
• В ходе преобразований графа появляются новые вершины пере-
менных. Их необходимо включить в цикл вершин переменных.
Конструкция, предложенная в работе [89], позволяет изначаль-
но запланировать положение всех вершин переменных в цикле,
причем позиции в новом цикле как изначально существовавших
вершин переменных, так и новых вершин переменных не требу-
ется хранить в памяти, поскольку они могут быть вычислены по
начальному списку переменных и дизъюнкций, который распо-
ложен в памяти, предназначенной только для чтения (см. [89],
рисунок 6).

Перейдем к второму этапу построения сведения. Заметим, что после
первого этапа в булевой функции появились дизъюнкции

v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4, (30)

состоящие из четырех литералов. Следуя [92], заменим каждую подфор-
мулу вида (30) на подформулу

(v1 ∨ v2 ∨ v5) ∧ (¬v5 ∨ v3 ∨ v4). (31)

Легко понять, что функция (30) выполняется тогда и только тогда, когда
выполняется функция (31). Однако, в общем случае замена подформулы
(30) на подформулу (31) не сохраняет количество решений. В нашем слу-
чае каждая подформула вида (30) является подформулой соответствую-
щей формулы (29). Поэтому для каждой формулы вида (30) существует
соответствующая формула

(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4),
выполнимость которой возможна лишь в том случае, когда ровно одна
из переменных v1, v2, v3, v4 является истинной. Таким образом, хотя са-
ма по себе замена подформулы (30) на подформулу (31) не обеспечивает
сохранения количества решений, эта замена порождает замену подфор-
мулы

(v1 ∨ v2 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4) (32)

на подформулу

(v1 ∨ v2 ∨ v5) ∧ (¬v5 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4), (33)
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которая гарантирует сохранение количества решений. Замена подфор-
мулы (32) на подформулу (33) требует соответствуюшей модификации
графа. Необходимо удалить вершину дизъюнкции (30), добавить две вер-
шины новых дизъюнкций v1 ∨ v2 ∨ v5 и ¬v5 ∨ v3 ∨ v4, вершину новой пе-
ременной v5 и соответствующие определению ребра. Полученный граф
сохранит планарность [89]. По завершении второго этапа построения
сводимости мы получаем некоторую булеву функцию h(z1, z2, . . . , zp) =
∧qi=1Hi, где для любого i, 1 ≤ i ≤ q, функция Hi является дизъюнкци-
ей не более трех литералов. При этом функция h выполняется тогда и
только тогда, когда выполняется функция f , замена f на h сохраняет
количество решений, граф G(h) является планарным [89, 92].

Перейдем к третьему этапу. Этот этап будет заключительным. По-
этому все данные, прошедшие окончательное преобразование и не тре-
бующиеся для дальнейших вычислений, можно размещать в памяти,
предназначенной только для записи. Заметим, что для построения сво-
димости 3SAT ≤E PC-≤3SAT нам достаточно по функции f построить
функцию g с нужными нам свойствами. В частности, функция g должна
иметь планарный граф Gg. Однако строить сам граф Gg необходимости
нет. Поэтому в память, предназначенную только для записи, мы будем
размещать только информацию о функции g. Вся информация о графе
Gg будет присутствовать в неявном виде в логарифмической памяти и
памяти, предназначенной только для чтения.

Основная цель третьего этапа — удаление из графа всех вершин пе-
ременных за счет введения новых вершин дизъюнкций. Мы будем по-
следовательно рассматривать вершины переменных в соответствие с за-
фиксированным порядком в цикле вершин переменных. Без ограничения
общности для некоторого натурального числа l ∈ N мы можем обозна-
чать вершины цикла вершин переменных zi, 1 ≤ i ≤ l, предполагая,
что сам цикл задается последовательностью z1, z2, . . . , zl. Соответствен-
но, мы можем зафиксировать порядок обхода цикла, предполагая, что
вершины посещаются в порядке возрастания номеров.

Выполнение первых двух этапов построения сведения ведет к преоб-
разованию начальной функции f в некоторую функцию h при помощи
локальных замен подформул вида (28) на подформулы вида

C ′i ∧ C ′j ∧
(¬u1 ∨ ¬u2 ∨ v1) ∧ (u1 ∨ ¬v1) ∧ (u2 ∨ ¬v1) ∧
(¬u1 ∨ yt ∨ v2) ∧ (u1 ∨ ¬v2) ∧ (¬yt ∨ ¬v2) ∧
(ys ∨ yt ∨ v3) ∧ (¬ys ∨ ¬v3) ∧ (¬yt ∨ ¬v3) ∧
(ys ∨ ¬u2 ∨ v4) ∧ (¬ys ∨ ¬v4) ∧ (u2 ∨ ¬v4) ∧

(v1 ∨ v2 ∨ v5) ∧ (¬v5 ∨ v3 ∨ v4) ∧
(¬v1 ∨ ¬v2) ∧ (¬v2 ∨ ¬v3) ∧ (¬v3 ∨ ¬v4) ∧ (¬v1 ∨ ¬v4) ∧

(u1 ∨ ¬xs) ∧ (¬u1 ∨ xs) ∧ (u2 ∨ ¬xt) ∧ (¬u2 ∨ xt). (34)
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На третьем этапе к функции h будут добавляться новые дизъюнкции,
уже имеющиеся дизъюнкции будут подвергаться лишь переименованию
переменных. Новые имена переменных будут иметь вид zi,j , где zi —
вершина переменной, с которой смежна вершина дизъюнкции, а индекс
j будет вычисляться по положению ребра на изображении графа. Мы
будем предполагать, что в окончательной булевой функции переменные
будут упорядочены следующим образом:

i1 < i2 ⇒ zi1,j1 < zi2,j2 ,

i1 = i2, j1 < j2 ⇒ zi1,j1 < zi2,j2 .

Кроме того, будем предполагать, что в окончательной булевой функции
дизъюнкции из h будут содержать литералы в порядке возрастания пе-
ременных. Еще до начала преобразования на третьем этапе мы можем
вычислить общее количество дизъюнкций в функции h, количество лите-
ралов в каждой дизъюнкции, первые индексы переменных и то, является
ли литерал переменной или отрицанием переменной. Всю эту информа-
цию мы можем передать в память, предназначенную только для записи.
Таким образом, осуществляя преобразование на третьем этапе, нам нуж-
но будет передать в память, предназначенную только для записи, только
вторые индексы переменных функции h и новые дизъюнкции.

Хотя с точки зрения логики последовательного преобразования тре-
тий этап является третьим, вычисление на логарифмической памяти
предполагает, что он должен вызываться первым и осуществляться как
основа всего вычислительного процесса: начинаем обход цикла, если у
вершины нет пересекающихся ребер, то преобразуем ее и переходим к
следующей вершине, если пересечения есть, то осуществляем одну за-
мену подформулы вида (28) на подформулу вида (34), последовательно
преобразуем все новые вершины цикла, передаем информацию в память,
предназначенную только для записи, и лишь после этого делаем очеред-
ную замену подформулы вида (28) на подформулу вида (34).

Перейдем непосредственно к описанию преобразования третьего эта-
па. Каждая вершина переменной zi смежна ровно с двумя другими вер-
шинами других переменных и, вообще говоря с несколькими вершинами
дизъюнкций. Без ограничения общности можно предполагать, что ребро
(zi, zi+1) направлено горизонтально влево от вершины zi, ребро (zi, zi−1)
направлено горизонтально вправо от вершины zi (для i = 1, i − 1 = l;
для i = l, i+ 1 = 1). Рассмотрим последовательность

(zi, zi+1), e1, e2, . . . , ep, (zi, zi−1), ep+1, ep+2, . . . , ep+q

всех ребер, одной из вершин которых является вершина zi, образован-
ную перечислением ребер на изображении графа по часовой стрелке.
Преобразование, соответствующее вершине zi, заключается в следую-
щей последовательности действий.

• Если вершина дизъюнкции является вершиной ребра ej , то соот-
ветствующая переменная функции h получает обозначение zi,j .
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Соответственно, после полного завершения третьего этапа все пе-
ременные, входящие в h, будут иметь в h единственное вхожде-
ние.
• Вычисленные вторые индексы переменных zi,j по мере их вычис-
ления передаются в память, предназначенную только для записи.
• В окончательную функцию добавляется следующая подформула,
которая по мере вычисления дизъюнкций передается в память,
предназначенную только для записи.

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4 ∨ ui) ∧ ¬ui ∧

(vi,4 ∨ ¬vi,1) ∧ (vi,1 ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,2 ∨ ¬vi,3) ∧ (vi,3 ∨ ¬vi,4), (35)

где i+ 1 = 1 для i = l.
Подформула, добавляемая по вершине zi, 1 ≤ i ≤ l, содержит ровно

по три вхождения каждой из переменных vi,j , 1 ≤ j ≤ 4. Переменные
vi,j , 1 ≤ j ≤ 4, содержатся только в формуле (35). Каждая формула
вида (35) содержит ровно по два вхождения переменных zi,j , 1 ≤ j ≤
p+ q. Функция h имеет ровно по одному вхождению для каждой такой
переменной. Каждая формула вида (35) содержит ровно два вхождения
переменной ui и одно вхождение переменной ui+1. Поэтому получаемая
в итоге функция содержит ровно по три вхождения каждой переменной.

Заметим, что в графе Gg ребер между дизъюнкциями из функции h
нет, поскольку каждая переменная имеет не более одного вхождения в
h. Для подформулы

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2)
формулы (35) ребра, соответствующие переменным zi,j , можно напра-
вить в верхнюю полуплоскость по маршрутам ребер e1, e2, . . . , ep. Два
ребра от вершины ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1, соответствующие переменной ui+1,
можно направить горизонтально влево по маршруту ребра (zi, zi+1) к
дизъюнкциям формулы вида (35), соответствующей вершине zi+1.

Для подформулы

(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧
(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧

(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4 ∨ ui) ∧ ¬ui
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формулы (35) ребра, соответствующие переменным zi,j , можно напра-
вить в нижнюю полуплоскость по маршрутам ребер ep+1, ep+2, . . . , ep+q.
Ребра от вершин zi,p+q∨¬vi,4∨ui и ¬ui, соответствующие переменной ui,
можно направить горизонтально вправо по маршруту ребра (zi, zi−1) к
дизъюнкциям формулы вида (35), соответствующей вершине zi−1. Непо-
средственной проверкой можно убедиться в том, что дизъюнкции фор-
мулы (35), содержащие локальные переменные vi,j , можно соединить
ребрами без самопересечений. Таким образом, преобразование, связан-
ное с добавлением формул вида (35), позволяет получить планарный
граф Gg.

Легко понять, что подграф графа Gg, соответствующий формуле (35),
является связным. Переменные ui обеспечивают принадлежность всех
формул вида (35) одной компоненте связности. Поскольку каждая дизъ-
юнкция функции h содержит переменную, которая содержится в неко-
торой формуле вида (35), граф Gg является связным.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что выполни-
мость формулы

(vi,4 ∨ ¬vi,1) ∧ (vi,1 ∨ ¬vi,2) ∧ (vi,2 ∨ ¬vi,3) ∧ (vi,3 ∨ ¬vi,4)

равносильна выполнимости системы равенств

vi,1 = vi,2 = vi,3 = vi,4.

Поэтому выполнимость формулы (35) равносильна выполнимости фор-
мулы

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4 ∨ ui) ∧ ¬ui ∧

vi,1 = vi,2 = vi,3 = vi,4. (36)

Дизъюнкция ¬ui может выполняться только при условии ui = 0. Поэто-
му выполнимость формулы (36) равносильна выполнимости формулы

(ui+1 ∨ vi,1 ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬vi,2) ∧
(vi,3 ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬vi,4) ∧

vi,1 = vi,2 = vi,3 = vi,4. (37)
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Легко проверить, что формула (37) выполняется тогда и только тогда,
когда выполняется формула

(ui+1 ∨ v ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬v) ∧
(v ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬v). (38)

Формула вида (35) для вершины zi+1 содержит дизъюнкцию ¬ui+1, ко-
торая может быть выполнима лишь при условии ui+1 = 0. Поэтому вы-
полнимость формулы (38) равносильна выполнимости формулы

(v ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬v) ∧
(v ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧

(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧
(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬v). (39)

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что формула

(v ∨ ¬zi,1) ∧ (zi,1 ∨ ¬zi,2) ∧
(zi,2 ∨ ¬zi,3) ∧ · · · ∧

(zi,p−1 ∨ ¬zi,p) ∧ (zi,p ∨ ¬v) (40)

выполняется тогда и только тогда, когда выполняется система равенств

zi,1 = zi,2 = · · · = zi,p,

а формула

(v ∨ ¬zi,p+1) ∧ (zi,p+1 ∨ ¬zi,p+2) ∧
(zi,p+2 ∨ ¬zi,p+3) ∧ · · · ∧

(zi,p+q−1 ∨ ¬zi,p+q) ∧ (zi,p+q ∨ ¬v) (41)

выполняется тогда и только тогда, когда выполняется система равенств

zi,p+1 = zi,p+2 = · · · = zi,p+q.

Поскольку формула (39) является конъюнкцией формул (40) и (41), от-
сюда вытекает, что формула (39) выполняется тогда и только тогда,
когда выполняется система равенств

zi,1 = zi,2 = · · · = zi,p = zi,p+1 = zi,p+2 = · · · = zi,p+q.

Отсюда вытекает, что в функцию h вместо переменных zi,j можно под-
ставить переменную zi. При этом мы получим равносильность выполни-
мости функции g и выполнимости функции h. �
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Из теоремы 3 получаем следующее утверждение.

Следствие 3. Проблема #PC-≤3SAT является #P-полной относи-
тельно экономной сводимости.

Хорошо известно, что проблема ≤3SAT остается NP-полной даже
при ограничении, допускающем использование лишь булевых функций,
содержащих ровно три вхождения каждой переменной (см., например,
[93], предложение 2.23). Булевы функции, которые мы построили при до-
казательстве теоремы 3, удовлетворяют этому ограничению. Поэтому в
предположении, что каждая булева функция содержит ровно три вхож-
дения каждой переменной, проблема #PC-≤3SAT является #P-полной
относительно экономной сводимости, а проблема PC-≤3SAT является
NP-полной относительно экономной сводимости.

Фазовый переход для проблемы выполнимости принято связывать с
отношением α = m

n , гдеm— количество дизъюнкций, n— количество пе-
ременных [37]. Экспериментальные исследования показывают, что для
случайных входов проблемы k-выполнимости существует критическое
значение αc отношения m

n такое, что для α < αc булева функция с высо-
кой вероятностью выполняется, а для α > αc функция с высокой вероят-
ностью выполнимой не является. Более того, экспериментальные иссле-
дования показывают, что трудные случайные исходные данные имеют
близкие к αc значения α, а по мере удаления от αc трудность падает
[37]. Существование αc при n → +∞ для любого k доказано в работе
[94]. Для k = 2 известно, что αc = 1 [95, 96]. В частности, в работе
[97] для k = 2 показано, что для фиксированного ε > 0 при α > 1 + ε
и n → +∞ вероятность невыполнимости булевой функции стремится
к 1. Кроме того, для k = 2 и фиксированного ε > 0 при α < 1 − ε
и n → +∞ вероятность выполнимости булевой функции стремится к
1 [97]. В работе [98] установлено, что поведение булевых функций при
k = 2 аналогично поведению графов. Для k = 3 известно, что αc ≈ 4.26
[99]. Кроме того, известно, что 3.42 < αc < 4.506 [100, 101]. Нетриви-
альная сложность наблюдается при значениях α, удовлетворяющих со-
отношениям 3.921 < αc < 4.256 [40]. Однако для статистических реша-
телей трудность интервала 3.921 < αc < 4.256 начинает проявляться
лишь при n существенно больше 1000 [102]. Необходимость учитывать
особенности фазового перехода существенно влияет на процесс разра-
ботки решателей. Производительность решателей в значительной ме-
ре зависит от близости к пороговому значению. В наибольшей степени
это влияние сказывается на статистических решателях (см., например,
[103, 104, 105]). В последние годы все большее внимание уделяется иссле-
дованиям, связанным с структурными характеристиками булевых функ-
ций и возможностью их использования для разработки решателей (см.,
например, [106, 107, 108]). В частности, можно отметить подход, пред-
ложенный в работе [109], который основан на поиске логических преоб-
разователей по их представлениям в виде подформул (см. [4, 110, 111]) и
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построении графовой структуры. Однако статистические решатели по-
прежнему играют определяющую роль. Ярким примером является ал-
горитм WalkSAT (см., например, [112, 113, 114]). Конструкция, рассмот-
ренная при доказательстве теоремы 3, представляется весьма перспек-
тивной для эффективной модификации булевых функций в зависимости
от требований, связанных с фазовым переходом. Для булевых функций,
определяемых сводимостью из доказательства теоремы 3, значение α
равно 1, т.е. они являются сильно разреженными. Случайные булевы
функции с таким значением α должны выполняться с вероятностью,
которая близка к 1. В то же время функции, получаемые при помо-
щи сводимости, содержат всю трудность проблемы SAT. При этом они
имеют весьма простую структуру. В частности, трехмерных структур
нет вообще. Последовательностью преобразований, например, на основе
замен формул вида (20) на формулы вида (21), из этих функций мож-
но получать функции с заданными структурными характеристиками и
заданным значением α. В частности, это можно использовать для мас-
кировки и затруднения работы статистических решателей и решателей
на основе машинного обучения.

7 Заключение

В данной работе мы установили, что проблема #3SAT является #P-
полной относительно экономной сводимости в предположении, что в
каждой дизъюнкции три литерала соответствуют трем различным пе-
ременным. Кроме того, показана #P-полнота относительно экономной
сводимости для проблем #C-3SAT, #C-≤3SAT, #C-SAT, #SC-3SAT,
#PC-≤3SAT. Использование экономной сводимости позволяет получить
ряд важных следствий для различных классов вычислительной сложно-
сти. В частности, согласно [88], в предположении, что в каждой дизъ-
юнкции три литерала соответствуют трем различным переменным, про-
блемы ⊕3SAT , Modk3SAT , Diff3SAT=0, Diff3SAT>0, Diff3SAT=1 и
Diff3SAT=g являются полными для классов ⊕P, ModkP, C=P, PP,
SPP и WPP, соответственно.

Трудность проблемы PC-≤3SAT показана для булевых функций с ма-
лым значением отношения m

n , удобных для модификации и последующе-
го использования в криптографических целях и при создании тестовых
данных для решателей.
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