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Abstract. The article explores the connections between Casey’s theorems
and their generalizations on the Euclidean and pseudo-Euclidean planes.
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considered. Using non-Euclidean geometry, some connections between
such transformations are described.
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1. Введение

В теореме Птолемея утверждается, что произведение длин диагоналей впи-
санного четырёхугольника равно сумме произведений длин противоположных
сторон. Эта теорема имеет многочисленные обобщения и на самой евклидовой
плоскости по числу сторон вписанного многоугольника, по типу фигур, участ-
вующих в конфигурациях. Существуют пространственные обобщения этой тео-
ремы, а также различные ее неевклидовы аналоги. Простейшим обобщением
по числу сторон вписанного многоугольника является теорема Фурмана:

Теорема 1. На евклидовой плоскости для выпуклого шестиугольника A1A2A3A4A5A6,
вписанного в окружность, имеет место соотношение:

A1A4 ·A2A5 ·A3A6 = A1A2 ·A3A6 ·A4A5 +A1A2 ·A3A4 ·A5A6+

+A2A3 ·A1A4 ·A5A6 +A2A3 ·A4A5 ·A1A6 +A3A4 ·A2A5 ·A1A6
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Слева в этом равенстве стоят длины диагоналей, соединяющих противо-
положные вершины шестиугольника. Справа в трех слагаемых стоят длины
таких диагоналей и сторон, не имеющих с ними общих точек, в двух – длины
трех сторон, взятых через одну. Гиперболические аналоги теоремы Птолемея о
вписанном четырёхугольнике с разной степенью обобщения независимо дока-
зали Т. Кубота [1] в 1912 г. и П.А. Широков [2] в 1924 г.. Версия этой теоремы
в релятивистской модели аналитической гиперболической геометрии получена
в работе А. Унгара (A.Ungar) [3] в 2023 г.. В 1947 г. Й. Хаантьес [4] доказал ги-
перболический аналог наравенства Птолемея. Опубликованная в 2024 г. статья
М. Гомеса и Ф. Мемоли [5] посвящена рассмотрению неравенства Птолемея в
САТ-пространствах.

В других обобщениях теоремы Птолемея вершины вписанных в окружность
многоугольников заменяются на окружности, касающиеся этой окружности, а
длины сторон и диагоналей – на длины отрезков общих касательных соответ-
ствующих окружностей. При этом, если две окружности касаются основной
окружности одинаково – обе внутренним или обе внешним образом, то берется
отрезок внешней касательной к этим окружностям, если же по-разному, то бе-
рется отрезок внутренней касательной. Первую теорему такого типа доказал
Джон Кейси в 1866 году [6]. Многомерное евклидово обобщение теоремы Кейси
(в других транслитерациях Кези или Кэзи) получили Н.В. Абросимов и В.В.
Асеев в 2018 г. в статье [7]. Гиперболический аналог теоремы Кейси получен
Н.В. Абросимовым и Л.А. Микайыловой [8] в 2015 г.. Различные обобщения по-
следней теоремы для шести окружностей или циклов другого вида, вписанных
в линию постоянной кривизны на плоскости Лобачевского, получены в [9] и
[10]. Интерпретация гиперболического аналога теоремы Кейси (Кези) как тео-
ремы о четырехугольнике, вписанном в изотропную сферу псевдогиперболиче-
ского пространства, дана в [11]. Там же приведена интерпретация евклидовой
теоремы как теоремы о четырёхугольнике, вписанном в сферу нулевого ра-
диуса трёхмерного псевдоевклидова пространства (трёхмерного пространства
Минковского). Необходимая информация о неевклидовых геометриях имеется
в монографиях Б.А. Розенфельда [12] и [13].

Целью работы является доказательство теоремы Кейси и ее обобщения для
шести псевдоевклидовых окружностей на псевдоевклидовой плоскости и уста-
новление взаимосвязей между преобразованиями Лагерра на евклидовой и
псевдоевклидовой плоскостях.

2. Теоремы типа Кейси на евклидовой и псевдоевклидовой
плоскостях

В условиях таких теорем можно снабдить окружности и касательные ори-
ентацией и брать касательные в соответствии с согласованной ориентацией.
Длину отрезка общей касательной будем называть также касательным рассто-
янием между окружностями.

Если окружность с центром в точке B1(a1, b1) имеет радиус c1 (Рис. 1 и 2),
а окружность с центром в точке B2(a2, b2) имеет (относительный) радиус c2
на евклидовой плоскости с метрикой ds2 = dx2 + dy2, то длина отрезка об-
щей касательной этих окружностей будет удовлетворять условию |A1A2|2 =
|B1B2|2 − |B1C|2. Если у отрицательно ориентированной окружности считать
радиус отрицательным, то есть приписать ему знак минус, то в обоих случаях
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Рис. 1. Одинаковая ориентация окружностей

Рис. 2. Разная ориентация окружностей

имеем: |A1A2|2 = (a1 − a2)
2 + (b1 − b2)

2 − (c1 − c2)
2. Вместо ориентации мож-

но рассматривать окраску окружностей в один из двух цветов и у одинаково
окрашенных окружностей брать отрезок внешней касательной, у окрашенных
по-разному – внутренней [14]. Из последней работы заимствован удачный тер-
мин в названии статьи.

Теорема Кейси о четырёх окружностях, касающихся одной окружности на
евклидовой плоскости, с использованием изотропной проекции интерпретиру-
ется как теорема Птолемея о четырёхугольнике, вписанном в сферу нулевого
радиуса трехмерного псевдоевклидова пространства [11]. На Рис. 3 с исполь-
зованием такой интерпретации показано, как определяются касательные рас-
стояния между двумя окружностями, касающимися одной окружности, в за-
висимости от способов касания с нею. Все эти расстояния равны расстоянию
S1S2.

Рис. 3. Сечения изотропных конусов евклидовыми плоскостями



ТЕОРЕМЫ ТИПА КЕЙСИ 147

Аналогичную интерпретацию можно дать для псевдоевклидова аналога этой
теоремы. Это сводит доказательство псевдоевклидова аналога к доказатель-
ству евклидовой теоремы. Такая интерпретация позволяет установить и на-
глядные геометрические связи между преобразованиями Лагерра на евклидо-
вой и псевдоевклидовой плоскостях. Для псевдоевклидовой плоскости, струк-
тура которой задается индефинитной квадратичной формой, будут использо-
ваться понятия метрика, длина, расстояние и т.д., аналогично и для псевдоев-
клидова пространства. Это не должно приводить к недоразумениям.

На псевдоевклидовой плоскости с метрикой ds2 = dx2 − dz2 в декарто-
вых координатах будем рассматривать окружности с мнимыми радиусами.
Пусть O1(a1, c1) – координаты центра одной псевдоевклидовой окружности,
b1 · i, где i2 = −1, – ее радиус. Аналогично, O2(a2, c2) и b2 · i – у другой
окружности. Пусть T1, T2 – точки касания общей касательной прямой с данны-
ми окружностями (Рис.4). Проведем прямую T1T параллельно прямой O1O2.
В треугольнике T1T2T имеем: |T1T2|2 − |T2T |2 = |T1T |2. Отсюда |T1T2|2 =
(a1 − a2)

2 + (b1 − b2)
2 − (c1 − c2)

2. Это квадрат расстояния между точками
с координатами (a1, b1, c1) и (a2, b2, c2) в трехмерном псевдоевклидовом про-
странстве с метрикой ds2 = da2 + db2 − dc2.

Рис. 4. Касательная к псевдоевклидовым окружностям

Псевдоевклидовы окружности тоже можно ориентировать по часовой стрел-
ке или против нее. То есть, если на одной ветви (полуокружности) ориентация
слева направо, то на другой ветви этой окружности – наоборот. У одинако-
во ориентированных окружностей берется касательная к однотипным ветвям
(верхним или нижним одновременно), у ориентированных окружностей с раз-
ной ориентаций – касательная к разным ветвям. Если плоскость с рассматри-
ваемыми псевдоевклидовыми окружностями поместить в трехмерное псевдо-
евклидово пространство с метрикой ds2 = dx2 + dy2 − dz2, то точки с коорди-
натами x1 = a1, y1 = b1, z1 = c1 и x2 = a2, y2 = b2, z2 = c2 будут вершинами
изотропных конусов, высекающих данные окружности из плоскости y = 0.

Длина отрезка общей касательной псевдоевклидовых окружностей в плос-
кости Oxz с центрами O1(a1, c1), O2(a2, c2) и радиусами b1, b2 соответственно
совпадает с длиной отрезка общей касательной евклидовых окружностей с цен-
трами B1(a1, b1), B2(a2, b2) и радиусами c1, c2 соответственно в плоскости Oxy
с метрикой ds2 = dx2 + dy2 (Рис.5). Равенство длин общих касательных рас-
сматриваемых евклидовых и псевдоевклидовых окружностей является част-
ным случаем более общего факта.
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Рис. 5. Изотропная проекция

Лемма 1. Пусть в псевдоевклидовом пространстве зафиксированы два изо-
тропных конуса, и плоскости пересекают конусы по евклидовым или псевдоев-
клидовым окружностям. Тогда длины общих касательных пар окружностей
(при соответствующем выборе этих касательных) будут равны.

Доказательство. Пусть зафиксированы изотропные конусы с вершинами S1

и S2 (Рис.6). Пусть общая касательная плоскость этих конусов пересекает ев-
клидову плоскость по прямой A1A2. Эта касательная плоскость является по-
луевклидовой. Расстояния по прямой A1A2 вещественные, по прямой A1S1 –
нулевые. Плоскости, пересекающие эти изотропные конусы по евклидовым или
псевдоевклидовым окружностям, пересекают плоскость A1A2S1 по общим ка-
сательным к этим окружностям. При этом точки касания будут лежать на
изотропных образующих A1S1, A2S2. Вследствие полуевклидовости плоско-
сти A1A2S1 длины отрезков общих касательных (таких, например, как T1T2)
будут равны их проекциям параллельно указанным образующим на прямую
A1A2. �

Рис. 6. Изотропные конусы с общей касательной плоскостью

Если изотропная плоскость пересекает эти конусы по параболам, то длина
отрезка их общей касательной также будет равна длине отрезка A1A2, но в
данной работе нас интересуют сечения конусов именно евклидовыми и псевдо-
евклидовыми плоскостями.
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Теорема 2. Пусть на псевдоевклидовой плоскости окружности ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6

мнимого радиуса касаются в указанном порядке одной окружности ω мнимо-
го радиуса. Пусть tij− длина отрезка общей касательной окружностей ωi, ωj,
взятой с учетом ориентации окружностей. Тогда имеют место соотноше-
ния:

t13 · t24 = t12 · t34 + t14 · t23,
и

t14 · t25 · t36 = t12 · t36 · t45 + t12 · t34 · t56+
+t23 · t14 · t56 + t23 · t45 · t16 + t34 · t25 · t16.

Доказательство. Первое соотношение – теорема Кейси, второе обобщает ее
и теорему Фурмана (см.[9], [10]) на шесть окружностей, касающихся одной
окружности. Доказательство следует из общей интерпретации этих теорем из
евклидовой и псевдоевклидовой геометрий как теорем о многоугольниках, впи-
санных в изотропную сферу трёхмерного псевдоевклидова пространства. Дей-
ствительно, если псевдоевклидовы окружности касаются, то при изотропной
проекции вершины соответствующих им конусов в трехмерном псевдоевклидо-
вом пространстве соединяет вектор нулевой длины. Значит, шести окружно-
стям, касающимся одной окружности ω, будут соответствовать шесть вершин
конусов, лежащих на одном изотропном конусе, соответствующем окружности
ω. Касательным расстояниям будут соответствовать расстояния между точ-
ками. Если всю конфигурацию пересечём евклидовой плоскостью, то в сече-
нии получим набор евклидовых окружностей, касающихся одной евклидовой
окружности. Расстояниям между вершинами конусов будут соответствовать
длины отрезков общих касательных к этим окружностям. При этом соотноше-
ние между отрезками псевдоевклидовой плоскости станет эквивалентно анало-
гичному соотношению на евклидовой плоскости, что и завершает доказатель-
ство. �

3. Преобразования Лагерра

Преобразования Лагерра на евклидовой плоскости рассматривали различ-
ные авторы. Обширная библиография по геометрии Лагерра имеется в [15].
Преобразования Лагерра и их аналоги в различных пространствах являют-
ся преобразованиями многообразий фигур этих пространств. Допуская опре-
деленную вольность речи, будем просто говорить о преобразованиях Лагер-
ра рассматриваемых пространств. В двумерном случае эти преобразования
воздействуют на (ориентированные) прямые. Семейства прямых, огибающие
окружности, при этом переводятся в аналогичные семейства. Если прямая при-
надлежит двум таким семействам, то при преобразованиях сохраняется длина
отрезка прямой между точками касания. А.П. Широков [16] предложил следу-
ющий подход к построению группы Лагерра, точнее, ее алгебры Ли, на E2 с
метрикой ds2 = dx2 + dy2 . На евклидовой окружности{

x = cos(u1),

y = sin(u1)

рассматриваются векторные поля
d

du1
, cos(u1)

d

du1
, sin(u1)

d

du1
,
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которые, в свою очередь, порождаются операторами группы вращений и па-
раллельных переносов в направлении координатных осей. Затем строятся их
полные V1−V3 и вертикальные V4−V6 лифты в касательное расслоение окруж-
ности:

(1)

V1 =
∂

∂u1
, V2 = cos(u1)

∂

∂u1
− u2 sin(u1)

∂

∂u2
,

V3 = sin(u1)
∂

∂u1
+ u2 cos(u1)

∂

∂u2
, V4 =

∂

∂u2
,

V5 = cos(u1)
∂

∂u2
, V6 = sin(u1)

∂

∂u2
.

Здесь, как обычно, отождествляются векторные поля и соответствующие диф-
ференциальные операторы. Ориентированная прямая, имеющая направление
−→e (cos(u1), sin(u1)), задается нормальным уравнением

−x sin(u1) + y cos(u1)− u2 = 0.

Пусть вещественные числа a, b, c фиксированы, а u1, u2 меняются. Тогда семей-
ство прямых

−a sin(u1) + b cos(u1)− u2 = c

огибает цикл (окружность) с центром (a, b) и радиусом c. Преобразования пря-
мых индуцируют преобразования циклов. В переменных a, b, c соответствую-
щие операторы примут следующий вид:

(2)

V1 = −b
∂

∂a
+ a

∂

∂b
, V2 = −c

∂

∂a
− a

∂

∂c
,

V3 = −c
∂

∂b
− b

∂

∂c
, V4 = − ∂

∂c
,

V5 =
∂

∂b
, V6 = − ∂

∂a
.

Аналогично, зададим прямую на псевдоевклидовой плоскости с метрикой
ds2 = dx2 − dz2 нормальным уравнением:

−x sinh(u1) + z cosh(u1)− u2 = 0.

Базис алгебры Ли группы преобразований Лагерра на псевдоевклидовой
плоскости может быть задан следующим образом [17]:

(3)

W1 =
∂

∂u1
,W2 = cosh(u1)

∂

∂u1
+ u2 sinh(u1)

∂

∂u2
,

W3 = sinh(u1)
∂

∂u1
+ u2 cosh(u1)

∂

∂u2
,W4 =

∂

∂u2
,

W5 = cosh(u1)
∂

∂u2
,W6 = sinh(u1)

∂

∂u2
.

Как и выше, векторные поля W1 − W3 в (3) являются полными лифтами
векторных полей

d

du1
, cosh(u1)

d

du1
, sinh(u1)

d

du1
,

заданных на псевдоевклидовой окружности, в ее касательное расслоение, поля
W4 −W6 – их вертикальными лифтами.
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Пусть опять вещественные числа a, b, c фиксированы, а u1, u2 меняются. То-
гда прямыe

−a sinh(u1) + c cosh(u1)− u2 = b

касаются псевдоевклидовой окружности с центром (a, c) и радиусом b·i. Преоб-
разования псевдоевклидовых прямых, индуцированные операторами W1−W6,
порождают преобразования циклов. В переменных a, b, c соответствующие опе-
раторы примут следующий вид:

(4)

W1 = c
∂

∂a
+ a

∂

∂c
,W2 = −b

∂

∂a
+ a

∂

∂b
,

W3 = b
∂

∂c
+ c

∂

∂b
,W4 =

∂

∂b
,

W5 =
∂

∂c
,W6 = − ∂

∂a
.

Отсюда, сравнивая (2) и (4), имеем

W1 = −V2,W2 = V1,

W3 = −V3,W4 = V5,

W5 = −V4,W6 = V6.

Таким образом, операторы групп преобразований совпадают с точностью
до порядка следования и знака. Отличие в знаке для операторов означает, что
они порождают однопараметрические группы трансляций или вращений в про-
тивоположных направлениях. Полученное соответствие позволяет установить
взаимосвязи между преобразованиями Лагерра на евклидовой и псевдоевкли-
довой плоскостях. Проиллюстрируем это на конкретных примерах.

3.1. Преобразования Лагерра, индуцированные гиперболическими вин-
товыми движениями. Рассмотрим однопараметрические группы преобразо-
ваний, порождаемые оператором W3 + µW6, где µ – некоторая вещественная
константа. В трёхмерном псевдоевклидовом пространстве этот оператор по-
рождает однопараметрическую группу винтовых движений гиперболического
типа. Покажем, как связаны действия соответствующих преобразований Ла-
герра на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях.

На евклидовой плоскости соответствующий оператор имеет следующий вид:

− sin(u1)
∂

∂u1
+ (−u2 cos(u1) + µ sin(u1))

∂

∂u2
.

Траектории в многообразии прямых евклидовой плоскости задаются системой
уравнений 

du1

dt
= − sin(u1),

du2

dt
= −u2 cos(u1) + µ sin(u1).

Отсюда

u2 = −µ sin(u1) ln(tg
u1

2
) + C sin(u1).

Здесь C – константа интегрирования. Из системы уравнений
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
−x sin(u1) + y cos(u1) = −µ sin(u1) ln(tg

u1

2
) + C sin(u1),

−x cos(u1)− y sin(u1) = −µ cos(u1) ln(tg
u1

2
)− µ+ c cos(u1),

находится огибающая этого однопараметрического уравнения прямых:x = µ(ln(tg
u1

2
) + cos(u1))− C,

y = µ sin(u1).

Отсюда следует, что прямая на евклидовой плоскости под действием однопара-
метрической группы гиперболических винтовых движений скользит по трак-
трисе с параметром µ. Базой трактрисы служит ось Ox. Преобразования псев-
доевклидова пространства переводят изотропный конус с вершиной в точке
(x = a, y = b, z = c) в изотропный конус. Касательная плоскость к изотроп-
ному конусу переходит в касательную плоскость к его образу. Образ прямой,
по которой касательная плоскость пересекается с евклидовой плоскостью Oxy
(псевдоевклидовой плоскостью Oxz), определяется пересечением образа каса-
тельной плоскости с евклидовой (соответственно, псевдоевклидовой) плоско-
стью. Это позволяет связать геометрические характеристики орбит однопа-
раметрических подгрупп группы Лагерра на евклидовой и псевдоевклидовой
плоскостях. Пусть прямая n на евклидовой плоскости касается огибающей в
точке N . Построим изотропный конус, касающийся прямой в этой же точке.
Отрезок NP прямой от точки касания до оси Ox имеет длину |µ|. Плоскость
Oxy пересекает конус по евклидовой окружности. Плоскость Oxz пересекает
его по псевдоевклидовой окружности. В плоскости Oxz касательная плоскость
к конусу высекает псевдоевклидову прямую m, касающуюся псевдоевклидовой
окружности и огибающей семейства прямых, полученных из псевдоевклидовой
прямой m под действием однопараметрической группы, в точке M . Поскольку
касательная плоскость к конусу полуевклидова, в треугольнике MNP сторона
MN лежит на изотропной прямой, и длина отрезка MP будет равна длине
отрезка NP (Рис. 7). Это означает, что на псевдоевклидовой плоскости Oxz
прямая также будет скользить по линии, длина отрезка касательной которой
до оси Ox постоянна и равна |µ|.

Рис. 7. Связь преобразований
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Аналитически выражение для орбит можно найти аналогично предыдуще-
му. Оператор однопараметрической группы преобразований имеет вид

sinh(u1)
∂

∂u1
+ (u2 cosh(u1) + µ sinh(u1))

∂

∂u2
.

Переменные u1, u2 удовлетворяют системе уравнений

(5)


du1

dt
= sinh(u1),

du2

dt
= u2 cosh(u1) + µ sinh(u1).

Для u2 из (5) получаем следующее выражение через u1:

u2 = µ sinh(u1) ln(tanh
u1

2
) + C sinh(u1).

Далее, из системы уравнений
−x sinh(u1) + y cosh(u1) = µ sinh(u1) ln(tanh

u1

2
) + C sinh(u1),

−x cosh(u1) + y sinh(u1) = µ cosh(u1) ln(tanh
u1

2
) + µ+ C cosh(u1),

находим параметрические уравнения орбит – линий, по которым скользят
псевдоевклидовы прямые под действием однопараметрической группы преоб-
разований: x = −µ(ln(tanh

u1

2
) + cosh(u1))− C,

y = −µ sinh(u1).

У этого псевдоевклидова аналога трактрисы база и касательная являются
прямыми одного типа. Кроме базы имеется ещё изотропная асимптота. Кривая
не имеет особых точек.

Замечание. Хорошо известно, что на поверхности, полученной вращением
трактрисы в евклидовом пространстве, локально реализуется геометрия Лоба-
чевского. При гиперболическом вращении этого псевдоевклидова аналога трак-
трисы относительно ее базы получается поверхность, глобально изометричная
плоскости Лобачевского. Некоторые свойства других псевдоевклидовых ана-
логов псевдосферы отмечены в статье [18].

3.2. Преобразования Лагерра, индуцированные изотропными винто-
выми движениями. Рассмотрим однопараметрические группы преобразова-
ний, порождаемые оператором W1 + W2 + µ · (W4 + W5). В трехмерном псев-
доевклидовом пространстве этот оператор порождает однопараметрическую
группу винтовых движений, ось вращения и вектор переноса у которых изо-
тропны. Покажем, что и в этом случае преобразования Лагерра, индуциро-
ванные этим оператором на евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях, будут
иметь похожие геометрические свойства. На псевдоевклидовой плоскости со-
ответствующий оператор имеет следующий вид:

(1 + cosh(u1))
∂

∂u1
+ (u2 sinh(u1) + µ(1 + cosh(u1)))

∂

∂u2
.
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Пусть t – групповой параметр однопараметрической группы преобразова-
ний, порождаемой данным оператором. Переменные u1, u2 удовлетворяют си-
стеме уравнений 

du1

dt
= 1 + cosh(u1),

du2

dt
= u2 sinh(u1) + µ(1 + cosh(u1)).

Отсюда нетрудно получить, что псевдоевклидова прямая под действием пре-
образований, порожденных рассматриваемым оператором, будет скользить по
псевдоевклидовой окружности

(6) (x− µ)2 − (z − C)2 = −C2.

Псевдоевклидова окружность также является одним из аналогов трактри-
сы. У нее отрезок касательной до изотропной прямой имеет постоянную длину.
Для интерпретации параметра t однопараметрической группы преобразова-
ний можно привлечь геометрию так называемой идеальной области плоскости
Лобачевского, локально несущей геометрию де Ситтера, следующим образом.
Введем на плоскости Oxz дополнительно к псевдоевклидовой метрику

ds2 =
dx2 − dz2

z2
.

В качестве абсолюта в такой модели идеальной области выступает ось абсцисс.
Метрика в ней конформна псевдоевклидовой метрике. Эллиптические прямые
в такой модели изображаются псевдоевклидовыми окружностями мнимого ра-
диуса с центром на абсолюте, изотропные прямые – окружностями нулево-
го радиуса с центром на абсолюте, гиперболические прямые – окружностя-
ми вещественного радиуса и прямыми, ортогональными абсолюту, орициклы
– окружностями, касающимися абсолюта и прямыми, параллельными абсолю-
ту. Каждая полуплоскость, границей которой служит абсолют, покрывает всю
идеальную область за исключением одной изотропной прямой. Псевдоевкли-
дова окружность (6) станет орициклом плоскости де Ситтера. Пусть псевдоев-
клидова прямая касается орицикла в точке M (Рис. 8). Если угол u1, задающий
направляющий вектор прямой, при смещении прямой по окружности получа-
ет некоторое приращение, то такое же приращение получает угол, задающий
направление псевдоевклидовой нормали этой прямой. Под углом, точнее под
величиной угла, между двумя пространственно подобными или времениподоб-
ными прямыми здесь понимается величина гиперболического угла – численное
значение площади сектора гиперболы с единичными полуосями на евклидо-
вой плоскости. Величина угла LKM равна u1, величина вписанного угла NSL

вдвое меньше, т.е. u1

2 .
На рисунке 8 касательная в южном полюсе S псевдоевклидовой окружности

принята за абсолют плоскости де Ситтера. Псевдоевклидовой инверсией (см.
[13]) с центром в точке S переведем дугу NM орицикла в отрезок NL. Такая
инверсия является движением метрики де Ситтера. Далее воспользуемся свой-
ством элементарной геометрии псевдоевклидовой плоскости. В треугольнике
NSL катет |NL| = |NS| · tanh(NSL). В метрике де Ситтера отношение |NL|

|NS|
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Рис. 8. Орицикл плоскости де Ситтера

равно длине дуги орицикла NL. Для геометрической характеристики группо-
вого параметра t обратимся к уравнению

du1

dt
= 1 + cosh(u1),

характеризующему вращение прямой, касающейся псевдоевклидовой окруж-
ности. Из этого уравнения получим:

tanh
u1
0

2
− tanh

u1

2
= t,

где u1
0 = u1(0). А отсюда следует, что групповой параметр однопараметриче-

ской группы, индуцированной оператором группы винтовых движений с изо-
тропной осью, можно интерпретировать как длину дуги орицикла идеальной
области плоскости Лобачевского, локально несущей геометрию де Ситтера.
Для псевдоевклидовых прямых, касающихся нижней ветви псевдоевклидовой
окружности, в качестве абсолюта при такой интерпретации группового пара-
метра нужно брать касательную в северном полюсе окружности.

Теперь нетрудно получить геометрическую характеристику орбит соответ-
ствующих преобразований на евклидовой плоскости, не прибегая к интегриро-
ванию. На псевдоевклидовой плоскости Oxz прямая скользит по окружности
мнимого радиуса. Такой окружности при изотропной проекции соответствует
изотропный конус с вершиной в точке с координатами (µ,C,C). Преобразо-
вания однопараметрической группы индуцируют преобразования изотропных
конусов и их касательных плоскостей, высекающих прямые в рассматривае-
мых евклидовой и псевдоевклидовой плоскостях. Эти конусы и их касательные
плоскости смещаются, оставаясь касательными к конусу с вершиной в точке
(µ,C,C). Значит, в евклидовой плоскости Oxy прямая будет смещаться, оста-
ваясь касательной к окружности с центром в точке (x = µ, y = C) и радиусом
C.

Групповому параметру t можно дать интерпретацию аналогично предыду-
щему случаю, но уже с использованием метрики Лобачевского. Пусть прямая
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касается окружности (орбиты) в точке M (Рис. 9). Касательную в южном по-
люсе S окружности примем за абсолют плоскости Лобачевского в модели Пу-
анкаре с метрикой

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Тогда окружность станет орициклом модели в нижней полуплоскости. Переве-
дем этот орицикл евклидовой инверсией с центром в точке S и радиусом SN
в орицикл, изображаемый евклидовой прямой NL, где L – образ точки M при
этой инверсии. Такая инверсия моделирует симметрию плоскости Лобачевско-
го. Поэтому длина дуги NM орицикла будет равна длине NL. Пусть величина
угла NPM равна u1. Тогда величина угла CNM , где точка C – евклидов центр
окружности, моделирующей орицикл, равна u1

2 , как и величина угла NLS.

Рис. 9. Орицикл плоскости Лобачевского

В треугольнике NSL теперь катет |NL| = |NS| · ctg(NLS). Отношение же
|NL|
|NS| теперь равно длине дуги орицикла NL в метрике Лобачевского.

Обратившись к 1, получим вид оператора в координатах u1, u2. Из уравне-
ния

du1

dt
= 1− cos(u1),

описывающего эволюцию угла поворота прямой, следует

ctg
u1
0

2
− ctg

u1

2
= t,

где u1
0 = u1(0). А отсюда уже следует, что групповой параметр однопарамет-

рической группы можно интерпретировать как длину дуги орицикла плоскости
Лобачевского.

4. Заключительные замечания

Для истолкования преобразований Лагерра, индуцированных другими опе-
раторами, также можно привлечь гиперболическую геометрию. В частности,
можно показать, что при преобразованиях, индуцированных оператором одно-
параметрической группы эллиптических вращений, псевдоевклидова прямая
смещается по другому псевдоевклидову аналогу трактрисы. Этот аналог может
служить меридианом псевдоевклидовой поверхности вращения, являющейся
продолжением псевдосферы Бельтрами-Миндинга. Связь псевдосферических
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поверхностей Миндинга и их псевдоевклидовых продолжений с поверхностями
в трёхмерном гиперболическом пространстве описана в [19].

Используя интерпретацию теорем о циклах гиперболической плоскости и ка-
сательных расстояниях между ними как теорем о вписанных многоугольниках
в сферы псевдогиперболического пространства, можно установить взаимосвя-
зи между преобразованиями Лагерра в пространствах ненулевой постоянной
кривизны. Приведенные в работе [10] взаимосвязи между евклидовыми и ги-
перболическими теоремами о циклах и касательных расстояниях допускают
дальнейшие обобщения. Из неравенства Птолемея в гиперболической геомет-
рии также можно получить ряд наглядно интерпретируемых следствий. Это
планируется изложить в следующей статье.
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