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Компактное пространство X называют строгим a-пространством,
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Ключевые слова: уплотнение, a-пространство, строгое a-пространство,
слабо диадическое пространство

УДК 515.122.5

MSC2010: 54C10 54D30

1 Введение

Компактное пространство X называют диадическим, если X является
непрерывным образом канторова куба DT для некоторого бесконечного
T , где D = {0, 1} c дискретной топологией.

В 1970 году С.Мрувка [14] обобщил класс диадических пространств,
определив класс полиадических пространств (= непрерывных образов
произведений одноточечных компактификаций дискретных пространств).

В работе [15] В.Кульпа и М.Турзанский ввели класс слабо диадиче-
ских пространств.

Пусть T бесконечное множество. Обозначим канторов куб как DT :=
{p : p : T → {0, 1}}. Для s ⊂ T и p ∈ DT используем следующее обозна-
чение Gs(p) := {f ∈ DT : f � s = p � s и p−1(0) ⊂ f−1(0)}.

Определение ( [15]).
• Подмножество X ⊂ DT называется ω-множеством тогда и только

тогда, когда для каждого p ∈ X существует s ⊂ T такое, что |s| ≤ ω и
Gs(p) ⊂ X.
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• Пространство Y называется слабо диадическим, если Y является
непрерывным образом компактного ω-множества в DT .

Класс слабо диадических пространств содержит класс центрирован-
ных пространств в смысле Белла [17], который в свою очередь, содержит
класс полиадических пространств Мрувка [14].

В этой работе мы продолжаем исследования свойств класса строгих
a-пространств, начатые в работах [3–12]. Получен результат, что произ-
ведение компакта на слабо диадическое пространство без изолированных
точек является строгим a-пространством. Это отвечает на Вопрос 9, по-
ставленный в работе [7].

2 Основные определения и обозначения

В работе все рассматриваемые пространства предполагаются хаусдорфо-
выми топологическими пространствами. Будем использовать следующие
обозначения: ω — первый бесконечный ординал, ω1 — первый несчётный
ординал, ℵ0 — первый бесконечный кардинал, c — мощность континуу-
ма, Q и N, как обычно, множество рациональных и натуральных чисел
соответственно. Уплотнением называем непрерывную биекцию.

• Компактное пространство X называют a-пространством, если для
любого счетного C ⊂ X существует уплотнение пространства X \ C на
компакт [8].

• Компактное пространство X называют строгим a-пространством,
если для любого счетного C ⊂ X существует уплотнение пространства
X \ C на компакт Y , которое продолжается до непрерывного отображе-
ния на все пространство X [8].

В работе будут использоваться фактор-пространства и связанные с
ними понятия. Пусть X множество, D - разбиение X, т.е. семейство не
пересекающихся подмножеств X, объединением которых является всё
X. Проектирование (фактор-отображение) множества X на разбиение
D есть отображение P значением которого в точке x ∈ X является тот
единственный элемент D которому принадлежит x (x ∈ P (x)).

Пусть X - топологическое пространство, тогда D наделяется фактор-
топологией относительно отображения P (D c фактор-топологией — фак-
тор пространство).
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Множество A ⊂ X называется насыщенным относительно разбиения

D, если A — объединение некоторой совокупности элементов D (т.е. для
всякого элемента T ∈ D, если T

⋂
A 6= ∅, то T ⊆ A).

Следующее понятие было введено П.С. Александровым [1] и Р. Мором
[13].

Определение. Разбиение D топологического пространства X назы-
вается непрерывным (= полунепрерывным сверху разбиением), если для
любого T ∈ D и для любого открытого множества U ⊇ T найдется от-
крытое насыщенное множество V такое, что T ⊆ V ⊆ U .

Теорема 1. Разбиение D топологического пространства X непрерыв-
но тогда и только тогда, когда проектирование P пространства X на
фактор-пространство D замкнуто.

Используя эту теорему легко доказать, что фактор-пространство D
компактного хаусдорфова пространства X является компактным хау-
сдорфовым пространством тогда и только тогда, когда разбиение D непре-
рывно и состоит из замкнутых подмножеств X.

3 Основные результаты

В работе [7] было доказано, что каждое слабо диадическое пространство
является строгим a-пространством.

В работе [8] (Теорема 5) было доказано, что произведение компак-
та на метризуемый компакт без изолированных точек является строгим
a-пространством. В работе [9] было доказано, что произведение компак-
та на диадический компакт без изолированных точек является строгим
a-пространством. Докажем, что это утверждение верно для более широ-
кого класса пространств — слабо диадических пространств без изолиро-
ванных точек.

Теорема 2. Произведение компакта на слабо диадическое простран-
ство без изолированных точек является строгим a-пространством.

Доказательство. Пусть Z = X×Y , где X — произвольный компакт,
Y — слабо диадическое пространство без изолированных точек, L ⊆ Dτ

— компактное множество и ϕ : L → Y — сюрьективное непрерывное
отображение L на пространство Y . Заметим, что Y несчетно, иначе оно
содержало бы изолированную точку. Обозначим Z1 = X × Dτ .
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Для каждого z = (x, y) ∈ X × L ⊆ Z1 положим f(z) = f(x, y) =
(x, ϕ(y)) ∈ Z. Получаем непрерывное сюрьективное отображение f : X×
L → Z. Возьмем произвольное счетное подмножество C = {ck : k ∈ N} ⊆
Z, где ck = (ak, bk) при любом k ∈ N.

Dτ =
∏
{Dα : α < τ}, где Dα = {0, 1} и W{iα1

, ..., iαm
} = {iα1

} × ... ×
{iαm

} ×
∏
{Dα : α ∈ τ \ {α1, ..., αm}} — базисные окркстности в Dτ для

различных α1,...,αm ∈ τ . Для любого множества A ⊆ τ и i(A) = {iα :

α ∈ A} и iα = 0 или iα = 1 обозначаем H
i(A)
A = {x ∈ Dτ : x(iα) ∈ i(A)

при α ∈ A}. Для любого z ∈ Z1 через zD обозначаем проекцию точки z

на Dτ . Заметим, что для любой точки z = (x, d) ∈ f−1(ck) имеем f(z) =
(x, ϕ(d)) = ck = (ak, bk) и x = ak и, значит, f−1ck ⊆ {ak} × L.

L ⊆ Dτ — ω-множество, значит для любого x ∈ L существует s ⊆ τ ,
|s| ≤ ℵ0 такие, что Gs(x) ⊆ L. Заметим, что для любого σ ⊆ τ , |σ| ≤ ℵ0

выполняется Gs∪σ(x) ⊆ Gs(x) ⊆ L.

Точка c1 = (a1, b1) ∈ Z. Прообраз f−1(c1) ⊆ {a1} ×L ⊆ {a1} ×Dτ . За-
фиксируем точку p ∈ f−1(c1). Для любого k = 2, 3, ... в подпространстве
{a1} × Dτ пространства Z1 у точки p существует базисная окрестность

{a1}×{iα1
}×...×{iαm

}×
∏
{Dα : α ∈ τ \{α1, ..., αm}} = {a1}×H

i(α1,...,αm)
α1,...,αm =

Ok ⊆ ({a1}×Dτ )\f−1(ck), если f−1(ck)∩({a1}×L) = ∅, то Ok = {a1}×Dτ .

Отсюда следует, что существует множество {a1} × H
i(B1)
B1

, B1 — счетно,

такое что p ∈ {a1} × H
i(B1)
B1

и ({a1} × H
i(B1)
B1

) ∩ f−1(C \ {c1}) = ∅.

Из того, что pD ∈ L следует, что существует счетное множество S1 ⊆ τ

при котором GS1
(pD) ⊆ L. Можно считать, что B1 ⊆ S1. Имеем {a1} ×

GS1
(pD) ⊆ {a1} × H

i(S1)
S1

⊆ ({a1} × Dτ ) \ f−1(C \ {c1}).

Так как Y несчетно, в подпространстве {a1}×Y пространства Z най-
дется точка z ∈ Z \ C.

Возьмем произвольно q ∈ f−1(z). Заметим, что q ∈ ({a1}×L)\f−1(C).
Как и для точки p существует счетное множество B2 так, что q ∈ {a1}×

H
i(B2)
B2

и ({a1} × H
i(B2)
B2

) ∩ f−1(C) = ∅. Так как qD ∈ L, то существует
счетное множество S2 ⊆ τ такое, что {a1}×GS2

(qD) ⊆ ({a1}×L\f−1(C).

Можно найти счетное множество S так, что S1 ∪ S2 ⊆ S и p ∈ {a1} ×
GS(pD) ⊆ ({a1}×L)\f−1(C\{c1}), q ∈ {a1}×GS(qD) ⊆ ({a1}×L)\f−1(C).

Рассмотрим две возможности и для каждой из них построим пару
точек p1 и q1.

1. {a1} × Gs(pD) 6⊆ f−1(c1).

Пусть r ∈ ({a1} × Gs(pD)) \ f−1(c1). Cуществует окрестность H
i(γ)
γ
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точки rD в Dτ такая, что ({a1} × H
i(γ)
γ ) ∩ f−1(c1) = ∅, где γ конечное

подмножество τ .
Выберем точку q1 ∈ X×L так, что πX(q1) = {a1}, q1 � γ = rD � γ, q1

D �

(τ \ γ) = pD � (τ \ γ). Заметим, что r ∈ ({a1} ×Gs(pD)) и, следовательно,

q1
D � S = pD � S. Тогда q1 ∈ {a1} × H

i(γ)
γ , q1 ∈ {a1} × Gs(p) ⊆ ({a1} × L) \

f−1(C). Пусть p1 = p. Заметим, что p1
D � α = q1

D � α для всех α ∈ τ \ γ.

2. {a1} × Gs(pD) ⊆ f−1(c1).
Пусть точка p1 такова, что πX(p1) = {a1}, p1

D � (p−1(0) ∪ S) = pD �

(p−1(0) ∪ S), p1
D � (τ \ (p−1(0) ∪ S)) = qD � (τ \ (p−1(0) ∪ S)). Точка

p1 ∈ {a1} × GS(pD) ⊆ f−1(c1). Выберем точку q1 так, что πX(q1) = {a1},
q1
D � S = qD � S, q1

D � (τ \S) = p1
D � (τ \S). Заметим, что q−1

D (0) ⊆ (q1
D)−1(0)

и из q1
D � S = qD � S следует, что q1

D ∈ GS(qD). Значит, q1 ∈ {a1}×GS(q) ⊆
{a1}×L. Точка q1 ∈ ({a1}×L)\f−1(C), точка p1 ∈ f−1(c1) и координаты
точек p1

D и q1
D одинаковы при всех α ∈ τ \ S.

Итак, можно выбрать точки p1 ∈ f−1(c1) и q1 ∈ ({a1} × L) \ f−1(C) и
счетное множество A1 = S так, что p1

D � (τ \ A1) = q1
D � (τ \ A1).

Далее проводим индукцию.
Пусть для всех k < n построены точки pk, qk и множества Ak =

{αk
1, α

k
2, ...} ⊆ τ так, что

1. pk ∈ f−1(ck), qk ∈ Z1 \ (f−1(C) ∪
⋃
{f−1(f(qj)) : j = 1, ..., k − 1});

2. qk
D � α = pk

D � α для каждого α ∈ τ \ Ak;
3. πX(qk) = πX(pk) = ak;
4. pk

D � αl
m = qk

D � αl
m при всех l,m < k.

Прообраз f−1(cn) точки cn = (an, bn) лежит в подпространстве {an}×
L пространства Z1.

Обозначим βn = {αl
m : l = 1, ..., n − 1, m = 1, ..., n − 1}. Подпростран-

ство {an}×L пространства Z1 можно представить в виде ({an}×
∏
{Dα :

α ∈ βn} ×
∏
{Dα : α ∈ τ \ βn}) ∩ L. Заметим, что Bn =

∏
{Dα : α ∈ βn}

- множество всех точек конечного произведения двоеточий и потому ко-
нечно. Пусть Bn = {d1, ..., dm}.

Для любой точки dj ∈ Bn пусть Hj = ({an} × {dj} ×
∏
{Dα : α ∈

τ \ βn}) ∩ L. Тогда {an} × L =
⋃
{Hj : j = 1, ...,m}. Пусть H =

⋃
{Hj :

Hj ∩ f−1(cn) 6= ∅}, H ′ =
⋃
{Hj : Hj ∩ f−1(cn) = ∅}.

Множества H и H ′ открыто-замкнуты в {an}×L и H∪H ′ = {an}×L,
H ∩ H ′ = ∅.

Если H ⊆ f−1(C) ∪ (
⋃
{f−1(f(qk)) : k = 1, ..., n − 1}), то множество

G = ({an} × Y ) \ f(H ′) открыто в {an} × Y , счётно и содержит точ-
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ку cn. В пространстве {an} × Y существует открытое множество V так,
что cn ∈ V ⊆ V ⊆ G. V - счётный компакт и потому содержит изоли-
рованную точку d. Так как {an} × Y гомеоморфно Y , то Y содержит
изолированную точку, что противоречит условиям теоремы. Значит, H

не лежит целиком в f−1(C) ∪ (
⋃
{f−1(f(qk)) : k = 1, ..., n − 1}). Сре-

ди слагаемых множества H существует Hj такое, что некоторая точка
q ∈ Hj \ (f−1(C) ∪ (

⋃
{f−1(f(qk)) : k = 1, ..., n − 1})) и некоторая точка

p ∈ f−1(cn).

Как на первом шаге индукции найдется счетное множество S ⊆ τ так,
что {an}×GS(pD) ⊆ Hj \(f−1(C \{cn})∪(

⋃
{f−1(f(qj)) : j = 1, ..., n−1}))

и {an}×GS(qD) ⊆ Hj \ (f−1(C)∪ (
⋃
{f−1(f(qj)) : j = 1, ..., n− 1})). Будем

считать, что βn ⊆ S.

Возможны два варианта:

1. ({an} × GS(pD) \ f−1(cn) 6= ∅.

Пусть r ∈ ({an} × GS(pD) \ f−1(cn). Заметим, что r 6∈ f−1(C) ∪

(
⋃
{f−1(f(qj)) : j = 1, ..., n − 1}. Существует окрестность H

i(γ)
γ точки rD

такая, что H
i(γ)
γ ∩f−1(cn) = ∅. Выберем такую точку qn ∈ {an}×L, чтобы

qn
D � γ = rD � γ, qn

D � (τ \ γ) = pD � (τ \ γ). Точка qn ∈ {an} × GS(pD) ⊆
({an}×L)\(f−1(C)∪(

⋃
{f−1(f(qj)) : j = 1, ..., n−1}. Для pn = p ∈ f−1(cn)

и qn выполняется pn
D � (τ \ γ) = qn

D � (τ \ γ).

2. {an} × GS(pD) ⊆ f−1(cn).

Пусть pn такая, что πX(pn) = {an}, pn
D � (p−1(0)∪S) = pD � (p−1(0)∪S),

pn
D � (τ \ (p−1(0)∪S) = qD � (τ \ (p−1(0)∪S)). Точка pn ∈ {an}×GS(pD) ⊆

f−1(cn).

Выберем точку qn такую, что πX(qn) = {an}, qn
D � S = qD � S, qn

D �

(τ \S) = pn
D � (τ \S). Так как qn

D � S = qD � S и q−1(0) ⊆ (qn)−1(0) следует,
что qn

D ∈ GS(qD) ⊆ L. Точка qn ∈ {an} × GS(qD) ⊆ ({an} × L) \ f−1(C) ∪
(
⋃
{f−1(f(qj)) : j = 1, ..., n − 1}) и точка pn ∈ f−1(cn). Из βn ⊆ S следует

pn, qn ∈ Hj и pn
D � αl

m = qn
D � αl

m для всех l,m < n. Положим An = S.

Рассмотрим разбиение пространства Z. Неодноточечными элемента-
ми разбиения являются пары {ck, f(qk)}. Проверим непрерывность раз-
биения. Пусть r - элемент разбиения и Or = U × V его произвольная
окрестность.

Так как f−1(r) компактно, и f−1(r) ⊆ f−1(U × V ) = f−1(Or), то

существует конечное число базисных окрестностей вида Uj = U×(H
i(γj)
γj ∩

L), где γj ⊆ τ конечно, j = 1, ...,m таких, что объединение G =
⋃
{Uj :

j = 1, ...,m} ⊆ f−1(Or). В силу непрерывности отображения f множество
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O1r = Z \ f((X × L) \ G) открыто, r ∈ O1r ⊆ Or и для любого z ∈ O1r

f−1(z) ⊆ G. Поэтому, если f(pk) ∈ O1r, то f−1(f(pk)) ⊆ G целиком и,
значит, pk ∈ G. Точно так же, если f(qn) ∈ O1r, то, qn ∈ G. Множество
Q =

⋃
{γj : j = 1, ...,m} конечно, множество T = Q ∩ (

⋃
{An : n ∈ N})

конечно. Каждое α ∈ T лежит в некотором An = {αn
1 , αn

2 , ...}, то есть α =
αn

l . Пусть M = max{n, l : αn
l ∈ T}. При k > m точки pk и qk могут лежать

в f−1(G) только одновременно. Действительно, при α = αn
l ∈ T n, l < k

и, значит, pk
D � α = qk

D � α, а если α ∈ Q \ T , то α ∈ τ \ (
⋃
{An : n ∈ N}) и

pn
D � α = qn

D � α для любого n. Точки ck = f(pk) и f(qk) могут лежать в
O1r только одновременно. Для каждого α ∈ T не более конечного числа
элементов разбиения могут пересекать O1r и Z \Or. Выбросив эти точки
из O1r, получим насыщенную окрестность точки r.

Таким образом, мы получили непрерывность разбиения и, следова-
тельно по теореме 1, существует уплотнение пространства Z \C на ком-
пакт, которое продолжается до непрерывного отображения на все про-
странство Z. Теорема доказана.

Заметим, что если слабо диадическое пространство содержит изоли-
рованую точку, то теорема 2 будет неверна. Действительно, если Y — это
произвольный компакт, который не является строгим a-пространством,
а X — диадический компакт с изолированной точкой x0, то пространство
X×Y содержит открыто-замкнутое подмножество {x0}×Y , гомеоморф-
ное Y . Cвойство быть строго a-пространством наследуется на открыто-
замкнутые подмножества [9]. Таким образом, X×Y не является строгим
a-пространством.

Пусть τ — бесконечное кардинальное число, X — топологическое про-
странство и X ′ — его подпространство. Подпространство X ′ называют

τ -монолитным в X, если для каждого A ⊆ X ′ такого, что |A| ≤ τ , A
X

— компакт веса ≤ τ .
Топологическое пространство X называют густым, если для каждо-

го кардинального числа τ в X существует всюду плотное τ -монолитное в
себе подпространство. Заметим, что каждое слабо диадическое простран-
ство является густым пространством [16], и каждое густое пространство
является компактным [2].

В завершение, представим несколько открытых вопросов (некоторые
из которых анонсированны в работах [7–9,12]) для дальнейших исследо-
ваний.
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Вопрос 1. Является ли густое пространство (строгим) a-пространством?

Вопрос 2. Будет ли произведение строгого a-пространства на ω1 + 1
(строгим) a-пространством?

Вопрос 3. Если X×(ω1+1) — a-пространство, то будет ли X×(ω1+1)
строгим a-пространством?

Вопрос 4. Пусть A(τ) — одноточечная компактификация дискретно-
го пространства мощности τ . Какими свойствами должно обладать ком-
пактное пространство K чтобы произведение K на A(τ) было (строгим)
a-пространством? Достаточно ли, чтобы K было (строгим) a-пространством?

Вопрос 5. Будет ли произведение строгого a-пространства на диа-
дический компакт строгим a-пространством?

Вопрос 6. Предположим, что произведение Z = X × Y является
строгим a-пространством. Будет ли хотя бы один из сомножителей стро-
гим a-пространством?

В частности, интересен следующий вопрос.

Вопрос 7. Существует ли не строгое a-пространство X такое, что
квадрат X2 является строгим a-пространством? Квадрат пространства
”две стрелки” это строгое a-пространство?
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