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Abstract. The paper provides a solution to the boundary value problem
for an inhomogeneous elliptic equation of the fourth order within the
framework of the Kirchhoff-Love theory using Legendre and Chebyshev
polynomials of the first kind. The function approximating the solution of
the equation in question is represented as a finite sum of a series of these
polynomials for each independent variable in combination with matrix
transformations and properties of Legendre and Chebyshev polynomials.
It is assumed that the integration area is a rectangle. The boundary value
problem is reduced to solving a system of linear algebraic equations with
respect to the coefficients in the decomposition of the desired function by
these polynomials. The results of calculating deflections in a rectangular
thin plate clamped along the contour due to the action of a distributed
transverse load using the proposed method are presented. As the comparison
showed, the constructed solutions coincide with the analytical solutions
of model boundary value problems with a high degree of accuracy.
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1. Введение

Теория краевых задач для эллиптических уравнений высокого порядка в на-
стоящее время интенсивно развивается. Построение решения этих уравнений
необходимо, в частности, для моделирования напряженно-деформированных
состояний тонких изотропных пластин, которые находятся под действием за-
данных нагрузок. Такие пластины, обладая достаточной прочностью, исполь-
зуются при проектировании конструкций в авиационной и судостроительной
промышленностях [1]. Величины прогибов пластин определяются согласно тео-
рии Кирхгофа–Лява на основе решения бигармонического уравнения [2] с гра-
ничными условиями защемленного, шарнирно закрепленного и свободного края
пластин. Бигармоническое уравнение рассматривалось в ряде работ [1]-[11].
Для получения решения в [3]-[5] использован проекционно-сеточный метод кол-
локации и наименьших квадратов, в [6] и [7] – спектральные методы, в [8] и
[9] – методы конечных элементов и разностей, соответственно, [10] – метод
сплайн-коллокации, в [11] решение построено в виде рядов по собственным
функциям Папковича-Фадля. Прогиб пластин при жестком защемлении всех
сторон относится к сложным вычислительным случаям [1] и для его опреде-
ления предлагаются новые подходы к построению решения бигармонического
уравнения. Представленная работа является продолжением проводимых ис-
следований в этом направлении. Построение решения краевой задачи изгиба
прямоугольной тонкой изотропной пластины при воздействии нормальной рас-
пределенной по ее поверхности нагрузки выполнено методом коллокации с ис-
пользованием многочленов Лежандра и Чебышева первого рода. Рассмотрены
такие граничные условия как защемление по всему контуру пластины, шар-
нирное закрепление на краях и их комбинация. В качестве точек коллокации
использованы нули многочленов Лежандра и Чебышева. Решение неоднород-
ного эллиптического уравнения четвертого порядка представлено в виде усе-
ченного ряда по этим многочленам для каждой независимой переменной. Ко-
эффициенты в этом разложении искомой функции получены путем решения
системы линейных алгебраических уравнений. Представлены результаты рас-
четов с использованием выбранных точек коллокаций. Проведен анализ полу-
ченных результатов вычислений с аналитическими решениями краевых задач
и их полиномиальными интерполяциями на основе значений функций в этих
точках с применением свойств многочленов Лежандра и Чебышева. Коэффи-
циенты в этих представлениях найдены с помощью обратных матриц, которые
записываются в явном виде. Показано, что построенные решения краевых за-
дач с использованием многочленов Лежандра и Чебышева с высокой степенью
точности совпадают с соответствующими аналитическими решениями.

2. Постановка задачи

Рассмотрим краевую задачу для бигармонического уравнения СофиЖермен–
Лагранжа [2]

(1)
∂4ω

∂x4
+ 2

∂4ω

∂x2∂y2
+
∂4ω

∂y4
=

q

D
,

где ω(x, y) – прогиб пластины, q(x, y) – внешняя поперечная нагрузка, D =
Eh3/(12(1−ν2)) – цилиндрическая жесткость пластины, h – толщина пластины,
E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона.
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В качестве граничных условий используем защемление по контуру рассмат-
риваемой пластины [2]:

(2) ω = 0,
∂ω

∂x
= 0, x = 0, d1,

(3) ω = 0,
∂ω

∂y
= 0, y = 0, d2,

шарнирное закрепление

(4) ω = 0,
∂2ω

∂x2
= 0, x = 0, d1,

(5) ω = 0,
∂2ω

∂y2
= 0, y = 0, d2,

и их комбинацию

(6) ω = 0,
∂ω

∂x
= 0, x = 0, d1,

(7) ω = 0,
∂2ω

∂y2
= 0, y = 0, d2.

Покажем принцип построения решений для краевой задачи (1)-(3) с исполь-
зованием многочленов Лежандра и Чебышева.

3. Построение решение краевой задачи с использованием
полиномов Лежандра

Полиномы Лежандра образуют ортогональную систему и определяются на
отрезке t ∈ [−1, 1] формулой Родрига [12]

P0(t) = 1, Pj(t) =
1

2jj!

dj

dtj
(
t2 − 1

)j
, j ≥ 1.

Рекуррентная формула для них имеет вид [12]

P1(t) = t, (j + 1)Pj+1(t) = (2j + 1)tPj(t)− jPj−1(t), j ≥ 1.

Для представления функции ω(x, y) с x ∈ [0, d1] и y ∈ [0, d2] в виде частич-
ной суммы ряда Фурье-Лежандра [12] введем новые переменные xi ∈ [−1, 1]
(i = 1, 2)

x1 =
2

d1
x− 1, x2 =

2

d2
y − 1.

Краевая задача (1)-(3) в новых переменных примет вид

(8) κ1
∂4ω

∂x41
+ κ3

∂4ω

∂x21∂x
2
2

+ κ2
∂4ω

∂x42
=

q

D
, κi =

16

d4i
, (i = 1, 2), κ3 =

32

d22d
2
1

,

(9) ω = 0,
∂ω

∂x1
= 0, x1 = −1, 1,

(10) ω = 0,
∂ω

∂x2
= 0, x2 = −1, 1.
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Представим ω(x1, x2) в виде частичной суммы ряда Фурье–Лежандра:

(11) w(x1, x2) =

ni∑
ki=0
i=1,2

ak1k2Pk1(x1)Pk2(x2) = P1(x1)⊗P2(x2)A,

где Pi(xi) – матрица-строка размером 1× n′i (n′i = ni + 1, i = 1, 2):

Pi(xi) = (P0(xi)P1(xi) . . . Pni−1(xi)Pni(xi)) ,

A – матрица-столбец, имеющая размер n′1n′2×1, элементами которой являются
коэффициенты ak1k2

в разложении (11):

A = (a00 a01 . . . an1n2−1 an1n2
)
T
.

знаком ⊗ в (11) обозначено тензорное умножение двух матриц [15].
Выберем в бигармоническом уравнении (8) в качестве точек коллокаций для

переменных x1 и x2 нули многочленов Pn1+1 и Pn2+1 соответственно. Находим
их согласно [13] как собственные значения квадратных симметричных матриц
L1 и L2 размерами n′i×n′i с ненулевыми элементами Li,ki+1 ki

= Li,ki ki+1 = (ki+

1)/
√

4(ki + 1)2 − 1 (ki = 0, ni − 1, i = 1, 2) [13]. Здесь и ниже нумерацию строк
и столбцов осуществляем с нуля. Выбранные точки коллокаций симметричны
относительно нуля.

В случае n1 = 9 матрица L1 имеет вид

L1 =



0
√
3
3 0 0 0 0 0 0 0 0

√
3
3 0 2

√
15

15 0 0 0 0 0 0 0

0 2
√
15

15 0 3
√
35

35 0 0 0 0 0 0

0 0 3
√
35

35 0 4
√
7

21 0 0 0 0 0

0 0 0 4
√
7

21 0 5
√
33

11 0 0 0 0

0 0 0 0 5
√
33

11 0 6
√
143

143 0 0 0

0 0 0 0 0 6
√
33

11 0 7
√
195

195 0 0

0 0 0 0 0 0 7
√
195

195 0 8
√
255

255 0

0 0 0 0 0 0 0 8
√
255

255 0 9
√
323

323

0 0 0 0 0 0 0 0 9
√
323

323 0



,

собственные значения матрицы L1, вычисленные с точностью 10−4: x1,9 =
−x1,0 = 0.9739, x1,8 = −x1,1 = 0.8651, x1,7 = −x1,2 = 0.6794, x1,6 = −x1,3 =
0.4334 и x1,5 = −x1,4 = 0.1489. При n1 = 10 получаем x1,10 = −x1,0 = 0.9782,
x1,9 = −x1,1 = 0.8871, x1,8 = −x1,2 = 0.7302, x1,7 = −x1,3 = 0.5191, x1,6 =
−x1,4 = 0.2695 и x1,5 = 0.

Используя равенство [13]

(12)
dPji

dxi
=

ji−1∑
ki=0

ji+ki−неч.

(2ki + 1)Pki(xi), ji ≥ 1,



148 О.В. ГЕРМИДЕР, В.Н. ПОПОВ

производную Pi(xi) по переменой xi запишем в виде

(13)
dPi

dxi
= PiJi,

где Ji верхнетреугольная матрица размером n′i × n′i с ненулевыми элементами
Li,ki ji = 2ki + 1 (ji − ki > 0 и ji + ki – неч., ji, ki = 0, ni, i = 1, 2).

В случае n1 = 9 матрица J1 имеет вид

J1 =



0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 3 0 3 0 3 0 3 0

0 0 0 5 0 5 0 5 0 5

0 0 0 0 7 0 7 0 7 0

0 0 0 0 0 9 0 9 0 9

0 0 0 0 0 0 11 0 11 0

0 0 0 0 0 0 0 13 0 13

0 0 0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 17

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Вторую и четвертую производную Pi(xi) по каждой переменной xi находим,
соответственно, как

(14)
djPi

dxji
= PiJi

j , j = 2, 4; i = 1, 2.

Подставляя (11), (13) и (14) в уравнение (8) в точках коллокаций xi,ki
(ki =

0, ni, i = 1, 2), приходим к системе линейных n′1n′2-уравнений, в которой соглас-
но граничным условиям (9) и (10) осуществляем замену уравнений в точках,
для которых xi = xi,0 или xi = xi,ni

, на уравнения

(15) P1(−1)⊗P2(x2,k2
)A = 0, P1(1)⊗P2(x2,k2

)A = 0,

(16) P1(x1,k1)⊗P2(−1)A = 0, P1(x1,k1)⊗P2(1)A = 0,

а в точках xi,1 и xi,ni−1 – на уравнения

(17) P1(−1)J1 ⊗P2(x2,k2)A = 0, P1(1)J1 ⊗P2(x2,k2)A = 0,

(18) P1(x1,k1
)⊗ (P2(−1)J2)A = 0, P1(x1,k1

)⊗ (P2(1)J2)A = 0.

Полученная таким образом система линейных алгебраических уравнений в
матричной форме имеет вид

(19) BA = F, B =

5∑
l=1

Bl,

где Bl (l = 1, 5) – квадратные матрицы, имеющие размер n′1n′2 × n′1n′2:

B1 = κ1G
′′
1J1

4 ⊗G′′2, B3 = κ2G
′′
1 ⊗

(
G′′2J2

4
)
,

B2 = κ3G
′′
1J1

2 ⊗
(
G′′2J2

2
)
,

B4 = G3 ⊗G2 +G1 ⊗G4, B5 = G5J1 ⊗G2 +G1 ⊗ (G6J2) .

Здесь Gi (i = 1, 2) – квадратные матрицы размером n′i × n′i, в которых
ki-строки равны соответственно Pi(xi,ki

) (ki = 0, ni). Матрица G′′i получена
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из Gi путем замены первых и последних двух строк в Gi (i = 1, 2) на нуле-
вые. Квадратные n′1 × n′1-матрицы G3 и G5 содержат только две ненулевые
строки с элементами: G3,0,j1 = P1,j1(−1) = (−1)j1 , G3,n1,j1 = P1,j1(1) = 1,
G5,1,j1 = P1,j1(−1) = (−1)j1 , G3,n1−1,j1 = P1,j1(1) = 1 (j1 = 0, n1). Подоб-
ные структуры имеют квадратные n′2 × n′2-матрицы G4 и G6. Ненулевые эле-
менты матрицы-столбца F = (f00 f01 . . . fn1 n2)

T определяются как fk1 k2 =
q(x(x1,k1), y(x2,k2))/D, где ki = 2, ni − 2, i = 1, 2.

Решение уравнения (19) находим LU -методом. Восстановив элементы мат-
рицы A, функцию w(x1, x2) получаем, используя (11).

4. Построение решение краевой задачи с использованием
полиномов Чебышева

Полиномы Чебышева образуют ортогональную систему и определяются на
отрезке t ∈ [−1, 1] согласно [14] как

(20) Tj(t) = cos(j arccos t), j ≥ 0.

Рекуррентная формула для них имеет вид [14]

(21) T0(t) = 1, T1(t) = t, Tj+1(t) = 2tTj(t)− Tj−1(t), j ≥ 1.

Представим ω(x1, x2) в виде частичной суммы ряда Фурье–Чебышева:

(22) w(x1, x2) =

ni∑
ki=0
i=1,2

ak1k2Tk1(x1)Tk2(x2) = T1(x1)⊗T2(x2)A,

Ti(xi) = (T0(xi)T1(xi) . . . Tni−1(xi)Tni
(xi)) , i = 1, 2.

В качестве точек коллокаций для переменных x1 и x2 в этом случае выберем
нули многочленов Tn1+1 и Tn2+1 соответственно:

(23) x∗i,ki
= cos

(
π(2ni − 2ki + 1)

2(ni + 1)

)
, ki = 0, ni, i = 1, 2.

Точки (23) расположены симметричны относительно нуля. При n1 = 9 вы-
числяя по (23) с точностью 10−4, имеем: x∗1,9 = −x∗1,0 = 0.9877, x∗1,8 = −x∗1,1 =
0.8910, x∗1,7 = −x∗1,2 = 0.7070, x∗1,6 = −x∗1,3 = 0.4540 и x∗1,5 = −x∗1,4 = 0.1564.
При n1 = 10 получаем x∗1,10 = −x∗1,0 = 0.9898, x∗1,9 = −x∗1,1 = 0.9095, x∗1,8 =
−x∗1,2 = 0.7556, x∗1,7 = −x∗1,3 = 0.5405, x∗1,6 = −x∗1,4 = 0.2819 и x∗1,5 = 0.

Подстановляя (23) в (20), имеем

(24) Tji(x
∗
ki
) = cos

(
πji(2ni − 2ki + 1)

2(ni + 1)

)
, ji, ki = 0, ni, i = 1, 2.

Используя равенство [13]

(25)
dTji
dxi

= 2ji

ji−1∑
ki=0

ji+ki−неч.

cki
Tki

(xi), ji ≥ 1,

где c0 = 2 и cki = 1 (ki > 0), производную Ti(xi) по переменой xi запишем в
виде произведения

(26)
dTi

dxi
= TiJi,
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где Ji – верхнетреугольная матрица с ненулевыми элементами Li,0 ji = ji (ji –
неч., ji = 1, ni) и Li,ki ji = 2ji (ji− ki > 0 и ji+ ki – неч., ji, ki = 1, ni, i = 1, 2).

При n1 = 9 матрица J1 в этом случае имеет вид

J1 =



0 1 0 3 0 5 0 7 0 9

0 0 4 0 8 0 12 0 16 0

0 0 0 6 0 10 0 14 0 18

0 0 0 0 8 0 12 0 16 0

0 0 0 0 0 10 0 14 0 18

0 0 0 0 0 0 12 0 16 0

0 0 0 0 0 0 0 14 0 18

0 0 0 0 0 0 0 0 16 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 18

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

Для второй и четвертой производной Ti(xi) по xi получаем

(27)
djTi

dxji
= TiJi

j , j = 2, 4; i = 1, 2.

Подставляя (22), (26) и (27) в уравнение (8) в точках коллокаций (23), при-
ходим к системе (19), в которой осуществлена замена уравнений в точках, для
которых xi = x∗i,0, x∗i,1 и xi = x∗i,ni−1, x

∗
i,ni

, на уравнения (9) и (10). Реше-
ние уравнения (19) находим LU -методом. Восстановив элементы матрицы A,
функцию w(x1, x2) в этом случае получаем, используя (22).

5. Результаты вычислений и их анализ

Рассмотрим изгиб прямоугольной изотропной пластины, все края которой
защемлены находящейся под действием поперечной нагрузки

q(x, y) = q0

(
cos

(
π(2x− d1)

d1

)
cos

(
π(2y − d2)

d2

)
+

+
d41d

4
2

π4D(d21 + d22)
2

(
1

d21
cos

(
π(2x− d1)

d1

)
+

1

d22
cos

(
π(2y − d2)

d2

)))
,

где q0 = 0.1 МПа.
В этом случае аналитическое решение краевой задачи (1)-(3) имеет вид

(28)

ω(x, y) =
q0d

4
1d

4
2

π4D(d21 + d22)
2

(
1 + cos

(
π(2x− d1)

d1

))(
1 + cos

(
π(2y − d2)

d2

))
.

При проведении вычислений использованы значения физических парамет-
ров из [3] и [4]: d1 = d2 = 10 м, h = 0.1 м, E = 200 ГПа, ν = 0.28, n1,2 = n.
В таблице 1 представлены результаты вычислений с использованием полино-
миальных аппроксимаций (11) и (22) при выборе в качестве точек коллокаций
в (8)-(10) нулей полиномов Лежандра и Чебышева (23), соответственно. Для
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расчета погрешностей построенных решений (11) и (22) в сравнении с анали-
тическим решением (28), следуя [3] и [4], применены 100 равномерно распреде-
ленных контрольных точек (xi, yj):

(29) ‖En‖∞ =

max
i,j
|ω(xi, yj)− w(x1(xi), x2(yj))|

max
i,j
|ω(xi, yj)|

.

В таблице 1 приведены значения величин погрешностей вычислений между
последовательными итерациями n− 1 и n:

(30) ‖En‖ =
max
i,j
|wn(x1(xi), x2(yj))− wn−1(x1(xi), x2(yj))|

max
i,j
|wn(x1(xi), x2(yj))|

.

В таблице 1 приведены результаты вычислений с использованием полино-
миальных интерполяций (11) и (22) функции (28) на основе ее значений в
точках, которые соответствуют нулям полиномов Лежандра и Чебышева. По-
грешности полученных функций обозначены ‖Ep,n‖∞. Коэффициенты в этих
представлениях найдены с помощью обратных матриц G1

−1 и G2
−1. В случае

полиномиальной интерполяции Лежандра (11) получаем

G1 ⊗G2A = W,

(31) A = G1
−1 ⊗G2

−1W,

где W = (ω(x(x1,0), y(x2,0))ω(x(x1,0), y(x2,1)) . . . ω(x(x1,n1), y(x2,n2)))
T .

Используя свойство конечных сумм для многочленов Лежандра [13] и [16]
n1∑
k=0

Pj1(x1,k)Pj2(x1,k)wP (x1,k) = γP,j1δj1,j2 , γP,j =
2

2j + 1
,

где δj1,j2 – символ Кронекера,

wP (x1,k) =
2

(1− x21,k)
(
P ′n1+1(x1,k)

)2 =
2(1− x21,k)

(n1 + 2)2P 2
n1+2(x1,k)

,

находим обратные матрицы G1
−1 и G2

−1: (G−1i )ji,ki = Gi,ki,jiwP (xi,ki)/γP,ji

(ji, ki = 0, ni, i = 1, 2).
В случае полиномиальной интерполяции Чебышева (22) в точках (23) с по-

мощью равенства [13] и [14]:
n1∑
k=0

Tj1(x
∗
1,k)Tj2(x

∗
1,k)wT (x

∗
1,k) = γT,j1δj1,j2 ,

γT,0 = π, γT,j =
π

2
, j > 0 wT (x1,k) =

π

n1 + 1
,

получаем обратную матрицу Gi
−1 путем транспонирования Gi, умножения

Gi
T на 2/(ni + 1) (i = 1, 2) и деления элементов первой строки этой матрицы

на 2.
Во втором и пятом столбцах таблицы 1 приведены погрешности вычислений

‖En‖∞ по формуле (29) с использованием полиномиальных аппроксимаций Ле-
жандра (11) и Чебышева (22) решения краевой задачи (8)-(10) в сравнении с
аналитическим решением (28) этой задачи, в третьем и шестом столбцах таб-
лицы 1 представлены погрешности вычислений ‖En‖ по формуле (30) между
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последовательными итерациями n−1 и n при построении решения, в четвертом
и седьмом столбцах указаны погрешности вычислений ‖Ep,n‖∞ с использова-
нием полиномиальных интерполяций функции (28) с использованием обратных
матриц.

Таблица 1. Значения погрешностей для защемленной по кон-
туру пластины

n (11) (22), (23)
‖En‖∞ ‖En‖ ‖Ep,n‖∞ ‖En‖∞ ‖En‖ ‖Ep,n‖∞

9 2.7 · 10−3 2.9 · 10−3 5.5 · 10−5 1.8 · 10−3 2.3 · 10−3 4.2 · 10−5
11 9.3 · 10−5 1.0 · 10−4 1.2 · 10−6 5.9 · 10−5 7.0 · 10−5 8.0 · 10−7
18 5.9 · 10−12 3.8 · 10−10 2.4 · 10−14 3.5 · 10−12 1.9 · 10−10 9.4 · 10−15

Рассмотрим изгиб срединной плоскости прямоугольной изотропной пласти-
ны, все края которой шарнирно закреплены (4) и (5) и которая находится под
действием поперечной нагрузки q(x, y) = q0 sin(πx/d1) sin(πy/d2).

В этом случае аналитическое решение краевой задачи (1), (4) и (5) имеет
вид [2]

(32) ω(x, y) =
q(x, y)d41d

4
2

π4D(d21 + d22)
2
.

В таблице 2 представлены результаты вычислений в сравнении с [3]. При-
ведем сравнение с результатами, полученные в [4] и [5]. В работе [4] значение
относительной погрешности вычислений интегральным методом коллокации и
наименьших квадратов ‖En‖∞ = 7.58 · 10−13 достигнуто с использованием сет-
ки 16 × 16 и локальной системы линейных l = (K + 1)(K + 2)/2 уравнений
при K = 10. Для достижения относительной погрешности методом коллока-
ции и наименьших квадратов в пространстве полиномов Чебышева решения
значения ‖En‖∞ = 1.11 · 10−7 в [5] применена сетка 16 × 16, в каждой ячейке
которой записана локальная система линейных алгебраических уравнений с
l = (K + 1)(K + 2)/2 неизвестными, где K = 7 – степень старшего полинома
Чебышева.

Из представленных результатов следует, что для построения решения пред-
лагаемым в настоящей работе методом необходимо значительно меньше точек
дискретного спектра по сравнению с [3]-[5] и ранг матрицы системы линейных
алгебраических уравнений (19), к решению которой сведена краевая задача
(1), (4) и (5), равен (n+ 1)2.

Таблица 2. Значения погрешностей для шарнирного закрепления

n (11) (22), (23) [3]
‖En‖∞ ‖En‖ ‖Ep,n‖∞ ‖En‖∞ ‖En‖ ‖Ep,n‖∞

9 8.0 · 10−5 5.8 · 10−5 1.3 · 10−7 6.2 · 10−5 5.2 · 10−5 9.4 · 10−8 1.8 · 10−2
11 9.2 · 10−7 7.2 · 10−7 6.7 · 10−10 6.6 · 10−7 5.8 · 10−7 4.4 · 10−10 –
18 5.8 · 10−16 1.1 · 10−13 2.3 · 10−16 1.3 · 10−14 7.8 · 10−14 1.1 · 10−14 2.8 · 10−3

Рассмотрим случай, когда на двух краях x = 0 и x = d1 пластина защемлена
(6), на других краях шарнирно опирается (7). На прямоугольную пластину
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действует распределенная нагрузка

q(x, y) = q0

(
d41

(d21 + 4d22)
2
− cos

(
2πx

d1

))
sin

(
πy

d2

)
.

Аналитическое решение задачи (1), (6) и (7) имеет вид

ω(x, y) =
q0d

4
1d

4
2

π4D(d21 + 4d22)
2

(
1 + cos

(
π(2x− d1)

d1

))
sin

(
πy

d2

)
.

Таблица 3. Значения погрешности для граничного условия
(6) и (7)

n (11) (22), (23)
‖En‖∞ ‖En‖ ‖Ep,n‖∞ ‖En‖∞ ‖En‖ ‖Ep,n‖∞

9 2.3 · 10−3 2.5 · 10−3 5.5 · 10−5 1.6 · 10−3 2.0 · 10−3 2.1 · 10−5
11 8.0 · 10−5 8.7 · 10−5 1.2 · 10−6 5.0 · 10−5 6.1 · 10−5 4.0 · 10−7
18 6.9 · 10−12 3.2 · 10−10 2.4 · 10−14 3.0 · 10−12 1.7 · 10−10 1.1 · 10−14

Из таблиц 1-3 видно, что решения краевых задач, полученные представлен-
ным методом c использованием нулей многочленов Лежандра и Чебышева пер-
вого рода, с высокой точностью совпадают с аналитическими решениями при
сравнительно небольших значениях n. Значения относительных погрешностей
этих решений приближаются к соответствующим значениям погрешностей по-
линомиальных интерполяций функций решений, что говорит об хороших ап-
прокcимационных свойствах метода.

6. Заключение

В работе с использованием многочленов Лежандра и Чебышева построено
решение краевой задачи для неоднородного эллиптического уравнения чет-
вертого порядка в рамках теории Кирхгофа–Лява. Показано, что полученные
результаты с высокой точностью совпадают с аналитическими решениями кра-
евых задач при сравнительно небольших значениях степеней этих многочленов
в разложении искомой функции, определяющей решение эллиптического урав-
нения.
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