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Abstract: The paper addresses new hp-version of the least-squares
collocation method (hp-LSCM) with Gaussian points. The optimal
order of convergence of the developed method for solving boundary
value problems for Poisson's equation, biharmonic equation, and
for a system of partial di�erential equations of the Reissner�Mindlin
plate problem is shown numerically. An algorithm for obtaining a
system of linear algebraic equations with a invertible quadratic
matrix in hp-LSCM is given. The advantages of the developed
collocation method in comparison with previous versions of the
hp-LSCM and isogeometric collocation method are shown.
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1 Ââåäåíèå

×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè (Ó×Ï) èãðàåò îäíó èç êëþ÷åâûõ ðîëåé â àíàëèçå íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-
öèé. Ïðè ýòîì ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ â ðåøàþùåé ñòåïåíè
çàâèñÿò îò ëåæàùèõ â èõ îñíîâå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìå-
õàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ íàäåæíûé è ìàòåìàòè-
÷åñêè îáîñíîâàííûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).
Îäíèì èç ãëàâíûõ êîíêóðåíòîâ ÌÊÝ ÿâëÿþòñÿ êîëëîêàöèîííûå ìå-

òîäû (ÊÌ), êîòîðûå ïðîùå ðåàëèçîâàòü, â òîì ÷èñëå èõ hp-âàðèàíòû
äëÿ ðåøåíèÿ Ó×Ï ñî ñëîæíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [1�3]. Çäåñü ïîä
ïðèñòàâêîé �hp� ïîäðàçóìåâàåòñÿ âîçìîæíîñòü â ÷èñëåííîì ìåòîäå ïî-
âûøàòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ çà ñ÷åò èçìåëü÷åíèÿ øàãîâ ñåòêè (h-ïîäõîä)
è óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíåé àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ (p-ïîäõîä). ÊÌ
çà÷àñòóþ âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÊÝ, ò. ê. äëÿ
ïåðâûõ îòñóòñòâóåò íåîáõîäèìîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ýòàïå ñáîðêè ìàò-
ðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), è â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò ìåíüøåå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â
ìàòðèöå ÑËÀÓ [4�6].
Â ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå äå Áîðà [7] ïîêàçàíî, ÷òî ÊÌ ñ çàïèñüþ

óðàâíåíèé êîëëîêàöèè â êîðíÿõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà îáåñïå÷èâàåò îï-
òèìàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â êðàåâûõ çà-
äà÷àõ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå ÊÌ áûëî ñâÿçàíî ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì äàííîãî ïîäõîäà
íà ðåøåíèå äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ Ó×Ï. Òàê, â ðàáîòå [8] èñ-
ïîëüçîâàëèñü êâàäðàòè÷íûå ñïëàéíû äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíå-
íèÿ Ãåëüìãîëüöà, à â [9] � äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áû-
ëî ñâåäåíî ê ñèñòåìå èç äâóõ Ó×Ï. Â ñòàòüå [10] áèêóáè÷åñêèé Ýðìèòîâ
áàçèñ ïðèìåíÿëñÿ äëÿ äâóìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôó-
çèè, à â [5] îí æå � äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â îáëàñòè ñ êðèâîëèíåéíîé
ãðàíèöåé. Ðàáîòà [11] ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ íåñòàöèîíàðíîãî äâóìåðíîãî
óðàâíåíèÿ äèôôóçèè-ðåàêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì îð-
òîãîíàëüíîãî ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêàöèè ñ C1 êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé
àïïðîêñèìàöèåé 3, 4 è 5 ñòåïåíåé, â êîòîðîé ïîêàçàí îïòèìàëüíûé ïîðÿ-
äîê ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîä îïòèìàëü-
íûì ïîðÿäêîì ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïî àíà-
ëîãèè ñ [12] áóäåì íàçûâàòü ñõîäèìîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ

max
(x,y)∈Ω

|u(k)h (x, y)− u(k)(x, y)| = O(hp−k+1), (1)

ãäå Ω � ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, uh è u � ïðèáëèæåííîå è òî÷íîå ðåøåíèå çà-
äà÷è ñîîòâåòñòâåííî, k = 0, 1, 2, . . . � ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, p � ñòàðøàÿ
ñòåïåíü ïîëèíîìîâ ïî êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé x è
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y. Ïðè ýòîì ïîä àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèåé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâûõ çà-

äà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ [1, 2], ðåøå-
íèå êîòîðîãî îïèñûâàåò ïðîãèá ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êèðõãîôà �
Ëÿâà (ÒÊË) [13], à òàêæå äëÿ çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí â òåîðèè Ðåéññíå-
ðà �Ìèíäëèíà (ÒÐÌ) [14]. Äëÿ ðåøåíèÿ óïîìÿíóòûõ çàäà÷ ìû ïðåä-
ëàãàåì íîâûé hp-âàðèàíò ìåòîäà êîëëîêàöèè è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
(hp-ÌÊÍÊ), â êîòîðîì òî÷êàìè çàïèñè óðàâíåíèé êîëëîêàöèè ÿâëÿþòñÿ
êîðíè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, â îòëè÷èå îò ðàáîò [15,16], ãäå îíè ðàññòàâ-
ëÿëèñü â êîðíÿõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è èñïîëüçîâàëèñü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå àïïðîêñèìèðóþùèå ïîëèíîìû. Ñ óêàçàííûìè ðàáîòàìè, à òàêæå
ñ èçîãåîìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì êîëëîêàöèè (IGA-C) [6], â äàííîé ñòàòüå
ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå è ïîêàçàíû ïðåèìóùåñòâà ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî äâóìåðíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ Ó×Ï â êâàäðàòíîé îáëàñòè Ω = (0, 1)2 ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω.
Ïåðâàÿ èç íèõ � çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f, (x, y) ∈ Ω, (2)

u = g, (x, y) ∈ ∂Ω, (3)

ãäå u(x, y) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, f(x, y) è g(x, y) � çàäàííûå.
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � áèãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçãèá

èçîòðîïíûõ ïëàñòèí â ÒÊË è äîïîëíåííîå êðàåâûìè óñëîâèÿìè øàð-
íèðíîãî çàêðåïëåíèÿ (ñì. [13], ãë. 4, ðàçä. 21). Óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå â
áåçðàçìåðíîì âèäå, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+

∂4w

∂y4
= 12(1− ν2)

q

q∗
, (x, y) ∈ Ω, (4)

w = 0, Mn = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, (5)

ãäå w(x, y) � ïðîãèá ïëàñòèíû, q(x, y) � ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà, D =
Et3/(12(1 − ν2)) � æåñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè èçãèáå, t = const � òîë-
ùèíà, E = const � ìîäóëü óïðóãîñòè, ν = const � êîýôôèöèåíò Ïóàñ-
ñîíà, Mn = Mxn

2
x + Myn

2
y + 2Mxynxny � èçãèáàþùèé ìîìåíò, Mx =

− 1

12(1− ν2)

(
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
,My = − 1

12(1− ν2)

(
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)
,Mxy =

1

12(1 + ν)

∂2w

∂x∂y
, (nx, ny) � âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ∂Ω.

Ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè ñèñòåìû ïîëàãàëîñü x̃ = x/L, ỹ = y/L, w̃ =

w · Et3/(q∗L4), M̃x = Mx/L
2, M̃y = My/L

2, q∗ = const � âûáèðàåìàÿ â
êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íàãðóçêà, L = const � õàðàêòåðíûé ðàçìåð
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îáëàñòè, ðàâíûé â äàííîì ñëó÷àå åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàïèñè (4)�
(5) âîëíèñòûå ÷åðòî÷êè íàä ïåðåìåííûìè óæå áûëè îïóùåíû.
Â ÒÊË (4) íàçûâàåòñÿ òàêæå óðàâíåíèåì Ñîôè Æåðìåí �Ëàãðàíæà

(ñì. [13], ãë. 4, ðàçä. 21). Åãî îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïðîèç-
âîäíûõ âûñîêîãî (÷åòâåðòîãî) ïîðÿäêà â ñàìîì óðàâíåíèè è âïëîòü äî
òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (ñì. [13], ãë. 4, ðàçä. 22), ÷òî
âëå÷åò çà ñîáîé ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è, ïðèâî-
äÿùóþ ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [1,3, 17].
Â ñëó÷àå ÒÐÌ âîçíèêàåò ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òðåõ Ó×Ï è èìåþùàÿ

â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèé âèä [14,15]:

K

2(1 + ν)

(
∂

∂x

(
∂w

∂x
+ ϕx

)
+

∂

∂y

(
∂w

∂y
+ ϕy

))
= −1, (6)

(2− ν)β2

12(1− ν2)

∂2ϕy

∂x∂y
+

β2

12(1− ν2)

∂2ϕx

∂x2
+

β2

12(1 + ν)

∂2ϕx

∂y2
− K

2(1 + ν)

(
∂w

∂x
+ ϕx

)
= 0, (7)

(2− ν)β2

12(1− ν2)

∂2ϕx

∂x∂y
+

β2

12(1− ν2)

∂2ϕy

∂y2
+

β2

12(1 + ν)

∂2ϕy

∂x2
− K

2(1 + ν)

(
∂w

∂y
+ ϕy

)
= 0, (8)

ãäå K = 5/6 � ñäâèãîâîé êîýôôèöèåíò Òèìîøåíêî, ϕx(x, y) è ϕy(x, y) �
óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè âîêðóã îñåé y è x ñîîò-
âåòñòâåííî, β = t/L � ìàëûé ïàðàìåòð.
Ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè ñèñòåìû ïîëàãàëîñü x̃ = x/L, ỹ = y/L, w̃ =

w · Et3/(q∗L4), ϕ̃x = ϕx · Et3/(q∗L3), ϕ̃y = ϕy · Et3/(q∗L3). Çàìåòèì, ÷òî
ïðè çàïèñè (6)�(8) âîëíèñòûå ÷åðòî÷êè íàä ïåðåìåííûìè óæå áûëè îïó-
ùåíû.
Äîïîëíèì ñèñòåìó (6)�(8) êðàåâûìè óñëîâèÿìè çàùåìëåíèÿ [18]

w = 0, ϕn = ϕxnx + ϕyny = 0, ϕs = ϕynx − ϕxny = 0. (9)

Â îòëè÷èå îò ÒÊË â ÒÐÌ âîçíèêàåò ìàëûé ïàðàìåòð β, ñòîÿùèé ïå-
ðåä âòîðûìè (ñòàðøèìè) ïðîèçâîäíûìè óãëîâ ïîâîðîòà ϕx è ϕy. Äëÿ
ñèñòåìû (6)�(8) ñâîéñòâåíåí òàêæå ýôôåêò ñäâèãîâîãî çàïèðàíèÿ: ïðè
t → 0 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âñå õóæå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì, äî-
ïóñêàþùèì íóëåâûå äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà [6,19]. Äëÿ ïðåîäî-
ëåíèÿ ýòîé ñëîæíîñòè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ [20],
îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå îòíîñèòåëüíî âûñîêèõ ñòåïåíåé
ïîëèíîìîâ äëÿ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè (6)�(8). Òàê, â ðàáîòå [19] ïîä÷åð-
êèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü îò èñïîëüçîâàíèÿ ÌÊÝ ñ ïîëèíîìàìè òðåòüåãî
ïîðÿäêà èëè âûøå â çàâèñèìîñòè îò ìàëîñòè òîëùèíû ïëàñòèíû. Ïðî
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äðóãèå ïðèåìû �áîðüáû� ñî ñäâèãîâûì çàïèðàíèåì ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ
îçíàêîìèòüñÿ ñî ñòàòüåé [19] è öèòèðóåìûìè òàì ïóáëèêàöèÿìè.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå hp-ÌÊÍÊ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà

ñõîäèìîñòè, åãî êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé
ïðè ðåøåíèè âûøåóêàçàííûõ çàäà÷.

3 Îïèñàíèå hp-ÌÊÍÊ ñ çàïèñüþ óðàâíåíèé êîëëîêàöèè

â êîðíÿõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

Îïèøåì ïîäðîáíî hp-ÌÊÍÊ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2), (3), à äëÿ îñòàëüíûõ ïîñòàíîâîê ñäåëàåì ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðèìå÷àíèÿ. Îáëàñòü Ω ïîêðûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñåòêîé
ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè â êîëè÷åñòâå N×N . Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè
ââîäèòñÿ ñâîÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ξ1, ξ2) ïî ñëåäóþùèì ôîð-
ìóëàì:

ξ1 =
x− xc

h
, ξ2 =

y − yc
h

,

ãäå (xc, yc) � öåíòð ÿ÷åéêè, à h � ïîëîâèíà åå ñòîðîíû, −1 ≤ ξ1, ξ2 ≤ 1.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â j-é ÿ÷åéêå, j = 1, . . . , N2, èùåòñÿ â âèäå

ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè p ïî êàæäîìó èç ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ íàïðàâëåíèé

uhj (ξ1, ξ2) =

p∑
i1=0

p∑
i2=0

cj,i1i2ξ
i1
1 ξi22 , (10)

ãäå cj,i1i2 � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèåñÿ èç ðåøåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ, ñîñòîÿùåé èç óðàâíåíèé êîëëî-
êàöèè, óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé.
Óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèè ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ (10) â óðàâíåíèå (2) â òî÷êàõ (ηk1 , ηk2), k1, k2 = 1, . . . , Nc, ÿâëÿþ-
ùèìèñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà Ëåæàíäðà ñòåïåíè Nc (ðèñóíîê 1). Äàííûå
óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

pc

(
1

h2
∂2uhj
∂ξ21

+
1

h2
∂2uhj
∂ξ22

)
= pcf, (11)

ãäå pc � ïîëîæèòåëüíûé âåñîâîé ìíîæèòåëü óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ hp-ÌÊÍÊ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè çäåñü

ìû îïèðàåìñÿ íà òåîðåìó 4.1 èç [7], â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ
äîñòèæåíèÿ ÊÌ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè ïðè ðåøåíèè ÎÄÓ
ïîðÿäêà m. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê êîëëîêàöèè â êîðíÿõ
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ñòåïåíè Nc ñòðîãî ñâÿçàíî ñ m è p è îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê Nc = p − m + 1, ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ Nc ≥ m. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè m = 2, òî Nc = p− 1 è Nc ≥ 2, åñëè m = 4, òî Nc = p− 3
è Nc ≥ 4. Â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ðàñïðîñòðàíÿþò-
ñÿ ëè ðåçóëüòàòû óêàçàííîé òåîðåìû íà ïðåäëàãàåìûé íàìè hp-ÌÊÍÊ
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð ñåòêè 3×3 â ÌÊÍÊ ïðè Nc = 2, Nm =
Nb = 4. Çíà÷îê �⋄� îáîçíà÷àåò òî÷êè êîëëîêàöèè, �×� �
òî÷êè ñîãëàñîâàíèÿ, �□� � òî÷êè çàïèñè êðàåâûõ óñëîâèé

ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ Ó×Ï. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óðàâ-
íåíèÿ Ïóàññîíà (2) è ñèñòåìû (6)�(8) ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÊÌ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè â (10) äîëæíà
ðàâíÿòüñÿ òðåì, à äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) � ñåìè.
Äëÿ Ó×Ï, ñîäåðæàùèõ ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, âûïè-

ñûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ [1, 2, 15,16]:

pm0u
h
j + pm1

∂uhj
∂n⃗

= pm0 û+ pm1

∂û

∂n⃗
, (12)

ãäå n⃗ � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå j-é ÿ÷åéêè, û � ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå èç ñîñåäíåé ñ j-é ÿ÷åéêè, pm0 , pm1 � ïîëîæèòåëüíûå âåñîâûå
ìíîæèòåëè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ.
Óðàâíåíèÿ âèäà (12) íåîáõîäèìû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè ðå-

øåíèÿ è åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî íîðìàëè íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñîñåä-
íèìè ÿ÷åéêàìè. Âûïèøåì èõ â Nm òî÷êàõ, ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ
íà îáùèõ ñòîðîíàõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê (ðèñóíîê 1).
Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ÷åò-

âåðòîãî ïîðÿäêà (4), äîïîëíèòåëüíî ê (12) âûïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå íåïðåðûâíîñòü êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà âïëîòü äî
òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â Nm òî÷êàõ

pm2

∂2uhj
∂n⃗2

+ pm3

∂3uhj
∂n⃗3

= pm2

∂2û

∂n⃗2
+ pm3

∂3û

∂n⃗3
, (13)
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ãäå pm2 , pm3 � ïîëîæèòåëüíûå âåñîâûå ìíîæèòåëè óñëîâèé ñîãëàñîâà-
íèÿ.
Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç (12) è (13) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ðåøå-

íèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ ïî îòäåëüíîñòè [2]. Îäíàêî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
ñîêðàùàþò êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ÑËÀÓ è óñêîðÿþò ñõîäèìîñòü èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà åå ðåøåíèÿ (ñì. çàìå÷àíèå 1 èç [21]).
Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (3) âûïèñûâàþòñÿ â ÿ÷åéêàõ, îäíà èëè äâå ñòî-

ðîíû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöåé îáëàñòè ∂Ω, â ðàâíîìåðíî ðàñïî-
ëîæåííûõ Nb òî÷êàõ íà íåé (ðèñóíîê 1)

pbu
h
j = pbg, (14)

ãäå pb � ïîëîæèòåëüíûé âåñîâîé ìíîæèòåëü êðàåâîãî óñëîâèÿ.
Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñîãëàñîâàíèÿ Nm è êðàåâûõ óñëîâèé Nb ñòðîãî

íå ñâÿçàíî ñî ñòåïåíüþ ïîëèíîìîâ p â (10) è ïîðÿäêîì ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé m â Ó×Ï äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè
ìåòîäà. Îäíàêî èõ çíà÷åíèÿ âëèÿþò íà âèä ìàòðèö è èõ ÷èñëà îáóñëîâ-

ëåííîñòè cond2(A) =
σmax(A)

σmin(A)
, ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ëîêàëü-

íîé/ãëîáàëüíîé ÑËÀÓ, σmax(A) è σmin(A) � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëü-
íîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî. Â äàííîé ðàáîòå çíà÷åíèÿ Nm è
Nb ïîäáèðàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî ñ èññëåäîâàíèåì cond2(A).
Ïðè ðåøåíèè áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) è ñèñòåìû (6)�(8) ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè èñêàëîñü â ôîð-
ìå (10); óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèè çàïèñûâàëèñü àíàëîãè÷íî (11); êðàåâûå
óñëîâèÿ (5) è (9) àïïðîêñèìèðîâàëèñü àíàëîãè÷íî (14). Óñëîâèÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ äëÿ (6)�(8) âûïèñûâàëèñü â âèäå (12) äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè.
Óðàâíåíèÿ (11), (12) è (14) ñîñòàâëÿþò ëîêàëüíóþ ÑËÀÓ â j-é ÿ÷åé-

êå. Îáúåäèíÿÿ ëîêàëüíûå ÑËÀÓ êàæäîé ÿ÷åéêè, ïîëó÷èì ãëîáàëüíóþ
ÑËÀÓ, êîòîðàÿ â ÌÊÍÊ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé.
Ñòåïåíüþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ η áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà
óðàâíåíèé ê ÷èñëó íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Åñëè η > 1, òî, âî-
ïåðâûõ, âîçíèêàåò óñëîæíåíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ èç-çà çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé âåñîâûõ ìíîæèòåëåé [21�23],
êîòîðûå ïîäáèðàþòñÿ ýìïèðè÷åñêè, à, âî-âòîðûõ, óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ
ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì ðåøåíèÿ
êâàäðàòíîé ÑËÀÓ. Äàëåå áóäåò ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
êâàäðàòíîé ÑËÀÓ (êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçðàáîòàííîãî ÊÌ), ïîêàçà-
íà åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ hp-ÌÊÍÊ, â êîòîðîì
ïðèìåíÿþòñÿ ïåðåîïðåäåëåííûå ÑËÀÓ.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé äâà

ñïîñîáà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ÌÊÍÊ:

1) ïðÿìîé îðòîãîíàëüíûé ìåòîä ñ ðàñïàðàëëåëèâàíèåì íà âèäåî-
êàðòàõ êîìïàíèè Nvidia ñ ïðèìåíåíèåì òåõíîëîãèè CUDA, ðåà-
ëèçîâàííûé â áèáëèîòåêå SuiteSparse [24];



1188 Ë.Ñ. Áðûíäèí, Â.À. Áåëÿåâ

2) ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì ñ ïðèìåíåíèåì óñêîðåíèÿ èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëî-
âà è ðåøåíèè ïåðåîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ [23], îïåðàöèè ïðîäîëæå-
íèÿ íà ìíîãîñåòî÷íîì êîìïëåêñå ïðè ïåðåõîäå ñ ãðóáîé ñåòêè íà
áîëåå ïîäðîáíóþ äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ [1], ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ OpenMP ñî ñïîñîáîì îáõîäà ïîäîá-
ëàñòåé, îñíîâàííîãî íà êðàñíî-÷åðíîì óïîðÿäî÷èâàíèè (ñì. [25],
ãë. 3), è ñâîéñòâà ñïåöèàëüíîãî âèäà ìàòðèö è ïðàâûõ ÷àñòåé
ëîêàëüíûõ ÑËÀÓ â ÌÊÍÊ [26].

Âî âòîðîì ìåòîäå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåêðàùàëñÿ, êîãäà

max
j,i1i2

|cs+1
j,i1i2

− csj,i1i2 | < ϵ, (15)

ãäå csj,i1i2 , c
s+1
j,i1i2

� êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøå-

íèÿ uhj (10) íà s-é è (s + 1)-é èòåðàöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî, s = 0, 1, . . . ,
Niter, Niter � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ϵ � ìàëàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ
ïñåâäîïîãðåøíîñòüþ. Â ðàñ÷åòàõ èìååò ñìûñë åå ïîäáèðàòü òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ϵ ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â
ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íå ïðîèñõîäèëî.

4 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èõ

îáñóæäåíèå

Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðåçóëüòàòàõ äëÿ îöåíêè ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

∥Eu
a∥∞ = max

j=1,...,N2
max

l=1,...,M
|uhj (xl, yl)− uex(xl, yl)|,

∥Eu
r ∥∞ =

max
j=1,...,N2

max
l=1,...,M

|uhj (xl, yl)− uex(xl, yl)|

max
j=1,...,N2

max
l=1,...,M

|uex(xl, yl)|
,

∥Eu
r ∥2 =

√√√√√√√√√
N2∑
j=1

M∑
l=1

(uhj (xl, yl)− uex(xl, yl))
2

N2∑
j=1

M∑
l=1

u2ex(xl, yl)

,

ãäå uex � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, M � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 100
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê (xl, yl) â êàæäîé j-é ÿ÷åéêå. Âìåñòî
u ïðè ðåøåíèè áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) è ñèñòåìû (6)�(8) â îáî-
çíà÷åíèÿõ ïîãðåøíîñòè ïîëàãàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ÍÄÑ.
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Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëÿë-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R =
log2

E2

E1

log2
N1

N2

,

ãäå E1 è E2 � ïîãðåøíîñòè íà äâóõ ñåòêàõ ñ êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê N1×N1

è N2×N2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû íà ïðîöåññîðå 12th Gen Intel(R) Core(TM)

i7-12700H 2.70 GHz, DIMM DDR5 2400 MHz 16 Gb è âèäåîêàðòå NVIDIA
GeForce RTX 3070 Ti Laptop, 8 GB. Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ
OpenMP èñïîëüçîâàëîñü 20 ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ. Â ìåòîäå èòåðàöèé
ïî ïîäîáëàñòÿì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ñàìîé ãðóáîé ñåò-
êå âñå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû c0j,i1i2 = 0.4. Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

íà âèäåîêàðòå èñïîëüçîâàëàñü CUDA ñ âûäåëåíèåì 7 · 109 áèò ïàìÿòè.

4.1. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì (2),

(3) â Ω = (0, 1)2 ñ òåñòîâûì ðåøåíèåì uex(x, y) = 3exey(x − x2)(y − y2).
Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â [27] ÊÌ ñ áèêóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ñ ðàñ-
ñòàíîâêîé òî÷åê êîëëîêàöèè â êîðíÿõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà 2-é ñòåïåíè.
Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó-

÷åííûõ â [27] è hp-ÌÊÍÊ, â êîòîðîì áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
Nc = p − 1, Nm = Nb = p + 1, pc = h2, pm0 = pm1 = pb = 1. Â íåé è äðó-
ãèõ òàáëèöàõ â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðèâåäåíû ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ Rav âñåõ çíà÷åíèé R. Àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ èñïîëüçîâàëèñü â
hp-ÌÊÍÊ äëÿ ïåðåîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ è â äðóãèõ ïðèìåðàõ, åñëè íå
óêàçàíî èíîå.

Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äè-
ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðèìåðå 4.1

Ðàáîòà [27] ÌÊÍÊ, p = 3 ÌÊÍÊ, p = 4 ÌÊÍÊ, p = 5
N ×N ∥Eu

a∥∞ R ∥Eu
a∥∞ R ∥Eu

a∥∞ R ∥Eu
a∥∞ R

2× 2 8.85e-3 � 8.91e-3 � 2.42e-4 � 7.23e-6 �
3× 3 1.70e-3 4.06 1.74e-3 4.02 3.42e-5 4.82 5.92e-7 6.17
4× 4 5.69e-4 3.81 5.61e-4 3.93 7.63e-6 5.21 1.05e-7 6.01
5× 5 2.35e-4 3.97 2.33e-4 3.93 2.49e-6 5.01 2.92e-8 5.73
6× 6 1.13e-4 4.01 1.11e-4 4.06 1.02e-6 4.89 9.92e-9 5.92
7× 7 6.16e-5 3.93 6.06e-5 3.92 4.77e-7 4.93 3.86e-9 6.12
8× 8 3.58e-5 4.06 3.53e-5 4.04 2.40e-7 5.14 1.73e-9 6.01
9× 9 2.25e-5 3.95 2.20e-5 4.01 1.33e-7 5.01 8.67e-10 5.86

10× 10 1.48e-5 3.97 1.45e-5 3.95 7.94e-8 4.89 4.61e-10 5.99
Rav 3.97 3.98 4.99 5.98
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Èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî ïðè p = 3 â hp-ÌÊÍÊ ïîëó÷åíû ïðàêòè÷åñêè
èäåíòè÷íûå [27] ðåçóëüòàòû è ïðè ëþáîì p äîñòèãíóò ïîðÿäîê ñõîäèìî-
ñòè áëèçêèé ê îïòèìàëüíîìó. Çäåñü â hp-ÌÊÍÊ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì.
Óâåëè÷åíèå Nc ïðèâîäèëî ê óìåíüøåíèþ ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè R, êî-

òîðûé ñòàíîâèëñÿ ðàâíûì p− 1 äëÿ íå÷åòíûõ p è ðàâíûì p äëÿ ÷åòíûõ
p, êàê ýòî òàêæå íàáëþäàëîñü ðàíåå â ðàáîòàõ [15], [16], ïîñâÿùåííûõ
hp-ÌÊÍÊ ñ ïðåäñòàâëåíèåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå (10).
Îòìåòèì, ÷òî hp-ÌÊÍÊ îáëàäàåò âàæíûì äîñòîèíñòâîì, êîòîðîå âû-

ðàæåíî â åãî àâòîìàòèçèðîâàííîé ðåàëèçàöèè íà êîìïüþòåðå. Â ïðåäû-
äóùèõ ñòàòüÿõ [1], [15], [16] âñåãäà ðåøàëèñü ïåðåîïðåäåëåííûå ÑËÀÓ è
âûáèðàåìîé ïî óêàçàííûì òàì àëãîðèòìàì ñòåïåíè ïåðåîïðåäåëåíèÿ η
õâàòàëî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ëèíåéíóþ çàäà÷ó íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ, ìàòðèöà êîòîðîé èìåëà êîíå÷íîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè. Îäíàêî â
öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ íå èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ÊÌ ñ
êâàäðàòíûìè ÑËÀÓ, ìàòðèöà êîòîðûõ áûëà áû íåâûðîæäåííîé.
Â ðàçðàáîòàííîì çäåñü ÊÌ ìîæíî ïîëó÷èòü êâàäðàòíóþ ÑËÀÓ ðàç-

ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Åñëè ïîëîæèòü Nm = Nb = p, òî η = 1, íî ëî-
êàëüíàÿ ìàòðèöà ÑËÀÓ äëÿ âíóòðåííèõ ÿ÷ååê îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåí-
íîé. Îäíàêî ÑËÀÓ ñ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé â hp-ÌÊÍÊ
ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âûáðàòü Nm = p+1, Nb = p è ïðè çàïèñè óñëîâèé
ñîãëàñîâàíèÿ íà êàæäîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå ÿ÷åéêè �ïðîïóñòèòü�
îäíó òî÷êó � ëèáî ïåðâóþ, ëèáî ïîñëåäíþþ (îòñ÷åò â êîìïüþòåðíîé
ïðîãðàììå âåäåòñÿ ñâåðõó âíèç è ñëåâà íàïðàâî), ò. å. â íèõ íå âûïè-
ñûâàòü óñëîâèÿ (12). Íàïðèìåð, íà ëåâîé ñòîðîíå ïðîïóñêàåì ïåðâóþ
òî÷êó, à íà ïðàâîé � ïîñëåäíþþ, è àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì äëÿ âåðõ-
íåé è íèæíåé ñòîðîí ÿ÷åéêè. Ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë îáóñëîâëåííî-
ñòè cond2(A) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè êîíå÷íû è ïðèíèìàþò íåáîëü-
øèå çíà÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, íà ñåòêå 20×20 ïðè p = 3 ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãëîáàëüíîé ÑËÀÓ cond2(A) = 933.92,
êâàäðàòíîé cond2(A) = 940.57; ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè
ëîêàëüíûõ ïåðåîïðåäåëåííûõ ÑËÀÓ cond2(A) = 33.44, êâàäðàòíûõ �
cond2(A) = 103.44. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ðåøåíèÿ êâàäðàòíîé
ÑËÀÓ ïðÿìûì ìåòîäîì ïîëó÷èëèñü àáñîëþòíî òàêèå æå ðåçóëüòàòû,
êàê è â òàáëèöå 1.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íå âñå ñïîñîáû ïðîïóñòèòü êàêèå-ëèáî òî÷êè ñî-

ãëàñîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì. Íàïðèìåð, ïðè p = 4
íà ñåòêå 10×10 â óêàçàííîì âûøå ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâ-
ëåííîñòè ëîêàëüíûõ ÑËÀÓ max condloc ðàâíî 1.01e + 3, è äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ïðè ϵ = 10−12 áåç èñïîëüçîâàíèÿ óñêîðåíèÿ ïî Êðûëîâó ïîòðåáî-
âàëîñü 268 èòåðàöèé äëÿ ñõîäèìîñòè. Åñëè æå ïðîïóñòèòü âòîðóþ, à íå
ïåðâóþ òî÷êó, òî max condloc = 1.76e + 3, îäíàêî ýòî íå âëèÿåò íà ÷èñëî
èòåðàöèé è ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîïóñêàòü òðåòüþ,
à íå ïåðâóþ òî÷êó ñîãëàñîâàíèÿ, òî max condloc = ∞, òî åñòü ìàòðèöà
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âûðîæäåíà è íàéòè ðåøåíèå çäåñü íå óäàåòñÿ. Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷å-
òû ñ ðàçíûìè âàðèàíòàìè ïðîïóñêà òî÷åê ñîãëàñîâàíèÿ, íàèëó÷øèé èç
êîòîðûõ îïèñàí â ïðåäûäóùåì àáçàöå. Ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà íàëè÷èå òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäïîñûëîê, çàñëó-
æèâàþùèõ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ è äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ â ïîñëå-
äóþùèõ èññëåäîâàíèÿõ.

4.2. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì çàäà-

÷ó (2), (3) â Ω = (0, 1)2 ñ òåñòîâûì ðåøåíèåì u(x, y) = e10x+e10y+e5x+5y,
èìåþùèì áîëüøèå ãðàäèåíòû. Â ðàáîòå [16] äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü hp-
ÌÊÍÊ ñ áàçèñîì èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ñòåïå-
íè p ïî êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé. Â [16] â êà÷åñòâå
òî÷åê êîëëîêàöèè â êàæäîé ÿ÷åéêå áûëè âçÿòû òî÷êè {(ζk1 , ζk2)}

p
k1,k2=1,

ãäå ζk � k-é êîðåíü ïîëèíîìà ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè p. Ðåçóëü-
òàòû ñðàâíåíèÿ äàíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ áîëüøèìè
ãðàäèåíòàìè â ïðèìåðå 4.2

p = 3 p = 4 p = 5 p = 6
N ×N ∥Eu

a∥∞ R ∥Eu
a∥∞ R ∥Eu

a∥∞ R ∥Eu
a∥∞ R

Ðàáîòà [16]
10×10 � � 8.85e+0 � 3.90e-1 � 6.92e-3 �
20×20 � � 5.80e-1 3.93 2.32e-2 4.07 6.71e-5 6.68
40×40 � � 3.78e-2 3.94 1.43e-3 4.02 6.80e-7 6.62
80×80 � � 2.52e-3 3.90 8.94e-5 4.00 1.33e-8 5.68
Rav 3.92 4.03 6.33

Ýòà ðàáîòà, hp-ÌÊÍÊ ñ ïåðåîïðåäåëåíèåì
10×10 6.11e+1 � 2.12e+0 � 7.23e-2 � 2.43e-3 �
20×20 4.62e+0 3.72 8.04e-2 4.72 1.44e-3 5.64 2.46e-5 6.62
40×40 3.14e-1 3.87 2.76e-3 4.86 2.58e-5 5.80 2.19e-7 6.81
80×80 2.03e-2 3.95 9.06e-5 4.92 4.33e-7 5.89 1.84e-9 6.89
Rav 3.85 4.83 5.78 6.77

Ýòà ðàáîòà, hp-ÌÊÍÊ áåç ïåðåîïðåäåëåíèÿ
10×10 6.46e+1 � 2.32e+0 � 7.95e-2 � 2.62e-3 �
20×20 4.91e+0 3.72 8.91e-2 4.72 1.91e-3 5.38 2.58e-5 6.67
40×40 3.36e-1 3.87 3.05e-3 4.87 4.69e-5 5.35 2.47e-7 6.71
80×80 2.73e-2 3.62 1.00e-4 4.93 3.12e-6 3.91 3.79e-9 6.03
Rav 3.74 4.84 4.88 6.47

Èç òàáëèöû 2 âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî â äàííîé
ðàáîòå hp-ÌÊÍÊ áëèçîê ê îïòèìàëüíîìó è ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí p+1 â
îòëè÷èå îò hp-ÌÊÍÊ èç [16]. Ýòîãî óäàëîñü äîñòèãíóòü ïðåæäå âñåãî çà
ñ÷åò ïåðåçàïèñè óðàâíåíèé êîëëîêàöèè â äðóãèõ òî÷êàõ, à èìåííî â êîð-
íÿõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ



1192 Ë.Ñ. Áðûíäèí, Â.À. Áåëÿåâ

â íîâîì âàðèàíòå ëó÷øå íà îäèí-äâà äåñÿòè÷íûõ ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ
ñ [16]. Çíà÷èòåëüíûå óëó÷øåíèÿ ïîëó÷åíû ïðåæäå âñåãî äëÿ íå÷åòíûõ
p, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïîâûñèëñÿ ïðèáëèçèòåëüíî
íà äâà ïî ñðàâíåíèþ ñ [16]. Êðîìå òîãî, ñòåïåíü ïåðåîïðåäåëåíèÿ â [16]
áûëà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà äâóì äëÿ ëþáûõ p, à â äàííîé ðàáîòå áåç
îñîáîé ïîòåðè òî÷íîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÊÌ ñ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ,
ò. å. êîãäà η = 1. Õîòÿ ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì
ïðèìåðîì, çäåñü hp-ÌÊÍÊ ñ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ ñëåãêà âûèãðû-
âàåò ó ÊÌ ñ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ.
Ïðîâîäèëàñü âåðèôèêàöèÿ hp-ÌÊÍÊ è íà äðóãîé êðàåâîé çàäà÷å Äè-

ðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ïðè ðåøåíèè (2), (3) â Ω = (0, 1)2 ñ
òåñòîâûì ðåøåíèåì u(x, y) = sin(10xy) óäàëîñü äîñòèãíóòü òî÷íîñòü
∥Eu

r ∥∞ = 9.49e-6 è ∥Eu
r ∥∞ = 1.62e-8 íà ñåòêàõ ðàçìåðà 2×2 è 4×4 ñîîò-

âåòñòâåííî ïðè p = 9 ðåàëèçîâàííûì çäåñü ÊÌ ñ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ. Íà
àíàëîãè÷íîãî ðàçìåðà ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ â [15], ðàçä. 2.4.2, àâòîðîì áûëà
äîñòèãíóòà òî÷íîñòü ∥Eu

r ∥∞=1.49e-4 è ∥Eu
r ∥∞=1.88e-7 ïðè èñïîëüçîâà-

íèè hp-ÌÊÍÊ ñ áàçèñîì èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà
ñòåïåíè p = 9 ïî êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé è çàïèñüþ
óðàâíåíèé êîëëîêàöèè â êîðíÿõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé çäåñü hp-ÌÊÍÊ ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷-

íûì è ýêîíîìè÷íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ hp-ÌÊÍÊ èç [15] è [16].

4.3. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó èçãèáà øàðíèðíî çàêðåïëåííîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ ÒÊË (4),
(5), íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ñèíóñîèäàëüíàÿ íàãðóçêà

q(x, y) = 105 sin(πx) sin(πy).

Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (ñì. [13],
ãë. 5)

w(x, y) =
q(x, y)

4π4D
.

Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî ïðè-
ìåðà. Â hp-ÌÊÍÊ áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: Nc = p − 3,
Nm = Nb = p + 1, pc = h4, pm0 = 1, pm1 = h, pm2 = h2, pm3 = h3, âåñîâîé
ìíîæèòåëü â (5) ïåðåä w ïîëàãàëñÿ pb0 = 1, à ïåðåä Mn � pMn = h2.
Èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè êîëåáëåòñÿ äëÿ p = 5

îêîëî ÷åòûðåõ, äëÿ p = 6 � îêîëî øåñòè, äëÿ p = 7 � îêîëî âîñüìè, äëÿ
p = 8 � îêîëî äåâÿòè. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå â ðàçäåëå 3 ïðåäïîëî-
æåíèå î òîì, ÷òî îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ,
íà÷èíàÿ ñ p = 7, îêàçàëîñü âåðíûì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ p = 8, íà÷èíàÿ ñ
ñåòêè 7×7, ïîãðåøíîñòü íå óìåíüøàåòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî
óæå äîñòèãíóòà î÷åíü âûñîêàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, è îøèáêè îêðóãëåíèÿ
íà÷èíàþò ïðåîáëàäàòü íàä ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñèìàöèè.
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Òàáëèöà 3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áèãàðìîíè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðèìåðå 4.3

p = 5 p = 6 p = 7 p = 8
N ×N ∥Ew

a ∥∞ R ∥Ew
a ∥∞ R ∥Ew

a ∥∞ R ∥Ew
a ∥∞ R

2×2 2.93e-3 � 1.23e-4 � 2.46e-6 � 6.49e-8 �
3×3 8.15e-4 3.15 6.78e-6 7.15 1.87e-7 6.36 1.74e-9 8.92
4×4 2.15e-4 4.63 1.36e-6 5.58 1.59e-8 8.57 1.26e-10 9.12
5×5 9.52e-5 3.65 3.15e-7 6.55 3.12e-9 7.30 1.76e-11 8.82
6×6 4.31e-5 4.34 1.09e-7 5.82 6.76e-10 8.39 4.65e-12 7.30
7×7 2.41e-5 3.77 4.13e-8 6.30 2.10e-10 7.58 9.02e-12 �
8×8 1.37e-5 4.22 1.89e-8 5.85 7.05e-11 8.17 � �
9×9 8.73e-6 3.82 9.07e-9 6.23 2.78e-11 7.90 � �
10×10 5.62e-6 4.18 6.74e-9 2.82 1.51e-11 5.79 � �
Rav 3.97 5.79 7.51 8.54

Â äàííîé çàäà÷å ñòåïåíü ïåðåîïðåäåëåíèÿ η =
(p− 3)2 + 2 · 4(p+ 1)

(p+ 1)2
=

(p+ 1)2 + 16

(p+ 1)2
. Çäåñü òîæå ìîæíî ïîëó÷èòü âàðèàíò ÊÌ ñ êâàäðàòíîé

íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü Nm = p+1, Nb =
p − 1 è ïðè çàïèñè óðàâíåíèé ñîãëàñîâàíèÿ íà êàæäîé ñòîðîíå ÿ÷åéêè
ïðîïóñòèòü óæå äâå ïåðâûå èëè äâå ïîñëåäíèå òî÷êè àíàëîãè÷íî òî-
ìó, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Îäíàêî â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè cond2(A) ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíîé ÑËÀÓ
çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Íàïðèìåð, íà ñåòêå 10×10 ïðè p = 7 ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå cond2(A) ñðåäè âñåõ ëîêàëüíûõ ÑËÀÓ ïðè Nm =
Nb = p+ 1 ðàâíÿëîñü 2.59e+5, cond2(A) ãëîáàëüíîé ÑËÀÓ � 1.07e+7, à
äëÿ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ � 8.52e+7 è 4.11e+8 ñîîòâåòñòâåííî. Âñëåäñòâèå
ýòîãî ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì äëÿ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ ïåðåñòàâàë
ñõîäèòüñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðÿìûì îðòîãîíàëüíûì ìåòîäîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ ðå-
çóëüòàòû, áëèçêèå ê ïðèâåäåííûì â òàáëèöå 3 ñ ñîõðàíåíèåì îïòèìàëü-
íîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè. Îäíàêî îøèáêè îêðóãëåíèÿ íà÷èíàþò ðàíüøå
âëèÿòü íà òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð, ïðè p = 7 íà ñåòêå 8×8 äî-
ñòèãíóòà òî÷íîñòü ∥Ew

a ∥∞ = 6.46e-11, íà ñåòêå 9×9 � ∥Ew
a ∥∞=3.44e-11,

íà ñåòêå 10×10 � ∥Ew
a ∥∞=3.59e-11.

4.4. Èçãèá çàùåìëåííîé ïëàñòèíû â ÒÐÌ. Ðàññìîòðèì â Ω =

(0, 1)2 òåñòîâóþ çàäà÷ó èçãèáà çàùåìëåííîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ ÒÐÌ
(6)�(8), (9) èç ðàáîòû [6]. Ïóñòü íà ïëàñòèíó äåéñòâóåò íàãðóçêà q(x, y) =

E

12(1− ν2)
(12y(y− 1)(5x2 − 5x+1)(2y2(y− 1)2 + x(x− 1)(5y2 − 5y+1))+

12x(x−1)(5y2−5y+1)(2x2(x−1)2+y(y−1)(5x2−5x+1))), E = 10.92·106,
ν = 0.3. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ



1194 Ë.Ñ. Áðûíäèí, Â.À. Áåëÿåâ

èìååò âèä [6]

w =
1

t3

(
x3(x− 1)3y3(y − 1)3

3
− 2t2

5(1− ν)

(
y3(y − 1)3x(x− 1)(5x2 − 5x+ 1)+

x3(x− 1)3y(y − 1)(5y2 − 5y + 1)
))

,

ϕx = −y3(y − 1)3x2(x− 1)2(2x− 1)

t3
,

Qx = − E

6(1− ν2)
(y3(y − 1)3(20x3 − 30x2 + 12x− 1)+

3y(y − 1)(5y2 − 5y + 1)x2(x− 1)2(2x− 1)),

Mx =
E

6(1− ν2)
(y3(y − 1)3(x− x2)(5x2 − 5x+ 1)+

νx3(x− 1)3(y − y2)(5y2 − 5y + 1)),

Mxy = − E

12(1 + ν)
(3y2(y − 1)2(2y − 1)x2(x− 1)2(2x− 1)),

ãäå ϕy = ϕx, Qy = Qx è My = Mx ñ ó÷åòîì çàìåíû x íà y, Qx =
Et

2(1 + ν)

(
∂w

∂x
+ ϕx

)
, Qy =

Et

2(1 + ν)

(
∂w

∂y
+ ϕy

)
�ïåðåðåçûâàþùèå ñèëû,

Mx = D11
∂ϕx

∂x
+D12

∂ϕy

∂y
, My = D12

∂ϕx

∂x
+D22

∂ϕy

∂y
, Mxy = D66

(
∂ϕx

∂y
+

∂ϕy

∂x

)
�

èçãèáàþùèå ìîìåíòû, D11 = D22 =
Et3

12(1− ν2)
, D12 =

νEt3

12(1− ν2)
, D66 =

Et3

12(1 + ν)
.

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ äàííîé çà-
äà÷è ðàçðàáîòàííûì ÊÌ ñ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ è IGA-C [6]. Íà íåì n =

lg
√
DOF, DOF � îáùåå êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â IGA-C âåëè-

÷èíà p îçíà÷àåò íàèâûñøóþ ñòåïåíü àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ïî
êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèé x è y, èñïîëüçóþùóþñÿ ïðè
ïîñòðîåíèè ðàöèîíàëüíûõ B-ñïëàéíîâ.
Èç ðèñóíêà 2 âèäíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïðåäëîæåííûé ÊÌ ñ

êâàäðàòíîé ÑËÀÓ ïðåâîñõîäèò ïî òî÷íîñòè IGA-C, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó-
÷àÿ p = 4, t = 0.1, ãäå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâèìû. Äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû
êàê äëÿ IGA-C, òàê è äëÿ ÌÊÍÊ ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé çíà÷èòåëüíîå
âëèÿíèå íà òî÷íîñòü îêàçûâàåò ýôôåêò ñäâèãîâîãî çàïèðàíèÿ. Ïðè ýòîì
åãî âëèÿíèå íà ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè
ïîëèíîìîâ. Òàê, ïðè t = 0.001 äëÿ p = 3 çíà÷åíèå R = 2, äëÿ p = 4
� R = 4, à äëÿ p = 5 ïîðÿäîê R îñòàåòñÿ áëèçêèì ê îïòèìàëüíûìó è
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíÿåòñÿ 6.
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Ðèñ. 2. Ñõîäèìîñòü hp-ÌÊÍÊ ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé
(⋆) è IGA-C [6] (△) ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé w ïðè p = 3 (à,
ã), p = 4 (á, ä) è p = 5 (â, å) ïðè t = 10−1 (à, á, â) è
t = 10−3 (ã, ä, å)

Äîïîëíèòåëüíî íà ðèñóíêå 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñõîäèìîñòè hp-ÌÊÍÊ
ïðè t = 0.01. Íà íèõ âèäíî, ÷òî íà íà÷àëüíûõ ñåòêàõ ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè
R òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå t = 0.001. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà
ñåòêè çíà÷åíèå R óâåëè÷èâàåòñÿ: äëÿ p = 3 îí ñòàíîâèòñÿ íå õóæå R = 3,
à äëÿ p = 4 îí áëèçêèì ê îïòèìàëüíîìó è ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíÿåòñÿ ïÿ-
òè. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðè óìåíüøåíèè øàãà
ñåòêè â ñëó÷àå ñäâèãîâîãî çàïèðàíèÿ íàáëþäàëñÿ òàêæå, íàïðèìåð, â
ÌÊÝ â ðàáîòå [28] (ñì. ðàçä. 3.2, ðèñóíîê 3.12) è â IGA-C â ðàáîòå [6]
(ñì. ðàçäåë 5.1.1, ðèñóíîê 2).
Â òàáëèöå 4 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå âðåìåíè ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ

ÑËÀÓ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì è ïðÿìîãî ìåòîäà
ñ èñïîëüçîâàíèåì QR-ðàçëîæåíèÿ äëÿ p = 3 â çàâèñèìîñòè îò òîëùèíû
ïëàñòèíû. Â ýòîé òàáëèöå Niter îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì, tsolve � âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
â ñåêóíäàõ.
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Ðèñ. 3. Ñõîäèìîñòü hp-ÌÊÍÊ ñ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé
(⋆) ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé w ïðè p = 3 (à), p = 4 (á) è p = 5
(â) ïðè t = 0.01

Â ðàñ÷åòàõ áðàëîñü 40 íåâÿçîê íà ñåòêàõ 5×5, 10×10, 20×20 è 40×40
è 80 íåâÿçîê íà ñåòêå 80×80 â ñëó÷àå t = 0.1 â ìåòîäå óñêîðåíèÿ èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà [23], è 40
íåâÿçîê äëÿ ñåòîê 5×5, 10×10, 20×20 è 80 íåâÿçîê íà ñåòêå 40×40 â ñëó-
÷àå t = 0.001. Çíà÷åíèå ïñåâäîïîãðåøíîñòè â (15) äëÿ t = 0.1 ïîëàãàëîñü
ϵ = 10−10 äëÿ ñåòîê 5×5, 10×10, 20×20 è 40×40 è ϵ = 10−12 äëÿ ñåòêè
80×80, à äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû ϵ = 10−10, 10−12, 10−13, 5 · 10−13 äëÿ ñåòîê
ðàçìåðà 5×5, 10×10, 20×20 è 40×40 ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè íà

ñåòêå 40×40 äëÿ t = 0.001 âçÿòü ϵ = 10−10, òî ∥Eϕx
r ∥∞ = 9.34 · 10−2,

à ïðè ϵ = 5 · 10−13 çíà÷åíèå ∥Eϕx
r ∥∞ = 6.93 · 10−3. Òàêèì îáðàçîì, íà-

áëþäàåòñÿ ïîòðåáíîñòü â óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ ïñåâäîïîãðåøíîñòè ϵ â
ìåòîäå èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû ïëàñòèíû t
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåé òî÷íîñòè.
Ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà

íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Òàê, äëÿ òîíêîé ïëà-
ñòèíû íà ñåòêå 40×40 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ïîíàäîáèëîñü â íåñêîëüêî
ñîòåí ðàç áîëüøå âðåìåíè, ÷åì â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ïðÿìîãî ìåòîäà è
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà âèäåîêàðòå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè CUDA.
Îäíàêî è ýòîãî íå õâàòèëî, ÷òîáû äîñòè÷ü òàêóþ æå òî÷íîñòü, êàê è
âî âòîðîì ñëó÷àå. Â ñâîþ î÷åðåäü, âðåìÿ ïðèìåíåíèÿ ïðÿìîãî ìåòîäà íå
çàâèñèò îò òîëùèíû ïëàñòèíû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâåííîå óâåëè-
÷åíèå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïðè óìåíüøåíèè òîëùèíû ïëàñòèíû ñâÿçàíî
ñî çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ðåøàåìîé ÑËÀÓ.
Òàê, íà ñåòêå ðàçìåðà 20×20 ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû Aglobal ãëî-
áàëüíîé ÑËÀÓ cond2(Aglobal ) = 3.02e + 4 ïðè t = 0.1, à ïðè t = 0.001 �
cond2(Aglobal ) = 2.36e + 11. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîëñòîé ïëàñòèíû ðåêî-
ìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì, à äëÿ òîíêèõ
� îäíîçíà÷íî ïðÿìîé ìåòîä.
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Òàáëèöà 4. Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ èòåðàöèîííîãî è ïðÿ-
ìîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â çàäà÷å ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè
ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

Ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì Ïðÿìîå QR-ðàçëîæåíèå

N ×N ∥Eϕx
r ∥∞ R Niter tsolve ∥Eϕx

r ∥∞ R tsolve
t = 0.1

5×5 7.89e-2 � 41 0.016 7.89e-2 � 1.813
10×10 6.20e-3 3.67 41 0.031 6.20e-3 3.67 2
20×20 4.30e-4 3.85 82 0.109 4.30e-4 3.85 3.297
40×40 4.07e-5 3.40 145 0.718 2.75e-5 3.97 6.54
80×80 1.03e-6 5.30 961 24.563 1.73e-6 3.99 18.01
Rav 4.06 3.87

t = 0.001
5×5 2.75e-1 � 1002 0.172 2.87e-1 � 1.64
10×10 6.50e-2 2.08 8121 2.828 6.47e-2 2.15 1.98
20×20 1.58e-2 2.04 199501 235.813 1.57e-2 2.04 3.23
40×40 6.93e-3 1.19 715583 3377.55 3.84e-3 2.03 6.42
80×80 � � � � 9.13e-4 2.07 16.25
Rav 1.77 2.07

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü âåëè÷èí Mx, Qx (äëÿ Mxy,My ïîãðåøíîñòü âå-
äåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ïîãðåøíîñòè äëÿ Mx, äëÿ Qy � àíàëîãè÷íî Qx),
êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò èñêîìûõ ôóíêöèé
w, ϕx è ϕy. Â òàáëèöå 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷-
íûõ p è t. Â ñëó÷àå òîëñòîé ïëàñòèíû t = 0.1 è òîíêîé t = 0.01 (íà
îòíîñèòåëüíî ïîäðîáíûõ ñåòêàõ) ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ Mx è Qx ñõîäÿò-
ñÿ ñ ïîðÿäêîì íå õóæå R = p, ÷òî ïîäòâåðæäàåò åãî îïòèìàëüíîñòü è
îöåíêó (1). Â ñëó÷àå åùå áîëåå òîíêîé ïëàñòèíû òîëùèíîé t = 0.001 èã-
ðàåò ðîëü ñäâèãîâîå çàïèðàíèå, ñêàçûâàþùååñÿ íà ïîðÿäêå ñõîäèìîñòè,
êîòîðûé ïàäàåò äëÿ Mx ïðèáëèçèòåëüíî íà åäèíèöó, à äëÿ Qx íà äâà
äëÿ ëþáîé ñòåïåíè ïîëèíîìîâ p. Òåì íå ìåíåå äàæå äëÿ î÷åíü òîíêèõ
ïëàñòèí ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì β = 10−6 ðàçðàáîòàííûé ÊÌ ïðè p = 4, 5
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûñîêîòî÷íûå ðåçóëüòàòû.
Äëÿ ÊÌ ñ êâàäðàòíîé ÑËÀÓ ïðè p = 5 íà ñåòêå 80×80 òî÷íîñòü ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ íå óëó÷øèëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñ 40×40. Ïðè ýòîì
â ñëó÷àå hp-ÌÊÍÊ ñ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ ïðè Nm = Nb = p + 1

ïîãðåøíîñòè íà ñåòêå 80×80 ðàâíÿëèñü ∥EMx
r ∥∞ = 4.72e-8, ∥EQx

r ∥∞ =
2.11e-6. Îñòàëüíûå ðàñ÷åòû ïðè äðóãèõ p è N ñîâïàëè ñ ïðèâåäåííûìè
â òàáëèöå 5. Ïî-âèäèìîìó, çäåñü òàêæå èãðàåò ðîëü óõóäøåíèå îáóñëîâ-
ëåííîñòè êâàäðàòíîé ÑËÀÓ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðåîïðåäåëåííîé.
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Òàáëèöà 5. Ñõîäèìîñòü Mx è Qx â ïðèìåðå 4.4

p = 3
t = 0.1 t = 0.001

N×N ∥EMx
r ∥∞ R ∥EQx

r ∥∞ R ∥EMx
r ∥∞ R ∥EQx

r ∥∞ R
5×5 9.23e-2 � 1.50e-1 � 2.93e-1 � 5.63e-1 �
10×10 1.15e-2 3.00 2.77e-2 2.44 1.02e-1 1.52 3.10e-1 0.86
20×20 1.14e-3 3.33 4.00e-3 2.79 3.00e-2 1.77 1.63e-1 0.93
40×40 1.19e-4 3.26 5.26e-4 2.93 8.03e-3 1.90 8.28e-2 0.98
80×80 1.33e-5 3.16 6.71e-5 2.97 1.99e-3 2.01 4.00e-2 1.05
Rav 3.19 2.78 1.80 0.96

p = 4
t = 0.1 t = 0.001

5×5 5.66e-3 � 1.56e-2 � 3.78e-2 � 9.87e-2 �
10×10 2.46e-4 4.52 1.06e-3 3.88 5.44e-3 2.80 2.38e-2 2.05
20×20 9.84e-6 4.64 6.79e-5 3.96 7.12e-4 2.93 5.83e-3 2.03
40×40 4.38e-7 4.49 4.25e-6 4.00 8.83e-5 3.01 1.40e-3 2.06
80×80 2.26e-8 4.28 2.65e-7 4.00 1.00e-5 3.14 3.17e-4 2.14
Rav 4.48 3.96 2.97 2.07

p = 5
t = 0.1 t = 0.001

5×5 1.44e-4 � 4.48e-4 � 1.49e-3 � 4.76e-3 �
10×10 2.36e-6 5.93 1.24e-5 5.18 9.03e-5 4.04 4.92e-4 3.27
20×20 3.85e-8 5.94 3.66e-7 5.08 5.74e-6 3.98 5.55e-5 3.15
40×40 6.08e-10 5.98 1.11e-8 5.04 5.31e-7 3.43 6.49e-6 3.10
80×80 9.08e-12 6.06 3.43e-10 5.01 6.50e-7 � 1.88e-5 �
Rav 5.98 5.08 3.82 3.17

p = 4, t = 0.01 p = 5, t = 0.01
5×5 3.57e-2 � 9.33e-2 � 1.35e-3 � 4.33e-3 �
10×10 4.43e-3 3.01 1.94e-2 2.27 6.46e-5 4.33 3.52e-4 3.62
20×20 3.74e-4 3.57 3.07e-3 2.66 2.21e-6 4.87 2.15e-5 4.03
40×40 1.95e-5 4.26 3.13e-4 3.29 4.88e-8 5.50 9.04e-7 4.57
80×80 7.29e-7 4.74 2.32e-5 3.75 8.72e-10 5.80 3.10e-8 4.86
Rav 3.90 2.99 5.13 4.27

5 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçðàáîòàí è âåðèôèöèðîâàí íîâûé hp-ÌÊÍÊ ñ
çàïèñüþ óðàâíåíèé êîëëîêàöèè â êîðíÿõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ñâîäÿ-
ùèéñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ê ÊÌ ñ êâàäðàòíûìè ÑËÀÓ. ×èñëåííî ïîêàçàí
áëèçêèé ê îïòèìàëüíîìó ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ íà
ïðèìåðå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ Ó×Ï, ñîäåðæàùèõ ñòàðøèå ïðîèç-
âîäíûå âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïðåèìóùå-
ñòâà ïî òî÷íîñòè ðåàëèçîâàííûõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè
îïóáëèêîâàííûìè âàðèàíòàìè ÌÊÍÊ [15,16] è IGA-C [6].



ÌÊÍÊ Ñ ÊÎËËÎÊÀÖÈßÌÈ Â ÊÎÐÍßÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ËÅÆÀÍÄÐÀ 1199

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøåé ðàáîòû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âîçìîæíîñòü
ñî÷åòàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî çäåñü ìåòîäà ñ ñåòêîïîñòðîèòåëÿìè ñ ïðÿìî-
óãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè äëÿ íåðåãóëÿðíûõ îáëàñòåé [1,2], ñóùåñòâåííî ðàñ-
øèðÿþùèìè îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçâèâàåìîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà.
Äðóãîé èíòåðåñíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíîå ñðàâíå-
íèå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è âðåìåíè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïðè
îäèíàêîâîì ïîðÿäêå ñõîäèìîñòè R â çàâèñèìîñòè îò DOF ïðåäëîæåííîãî
çäåñü ïîäõîäà ïîñòðîåíèÿ ÊÌ ïî ñðàâíåíèþ ñ hp-ÌÊÍÊ [1,2], ó êîòîðûõ

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå uhj(ξ1, ξ2) =
p∑

i1=0

p−i1∑
i2=0

cj,i1i2ξ
i1
1 ξi22

ñ
(p+ 1)(p+ 2)

2
íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè â êàæäîé ÿ÷åéêå, à íå

(p+ 1)2, êàê â äàííîé ñòàòüå.
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