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Abstract. Рассматривается третья краевая задача для уравнения
влагопереноса с нелокальным источником в p - мерном параллелепи-
педе. Для рассматриваемой задачи построены локально-одномерные
разностные схемы (ЛОС). Получена априорная оценка для решения
ЛОС и доказана ее сходимость.
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ВВЕДЕНИЕ

При исследовании прикладных задач механики сплошной среды, тепло- и
массопереноса широко используются методы математического моделирования
и вычислительной математики. В качестве основных при исследовании мно-
гих процессов в движущихся средах можно выделить диффузионный перенос
той или иной субстанции и перенос, обусловленный движением среды, т. е.
конвективный перенос. В газо- и гидродинамике одним из базовых моделей
многих процессов выступают краевые задачи для нестационарных уравнений
конвекции-диффузии (т. е. параболическое уравнение второго порядка с млад-
шими членами) [1]. Математические модели, детально описывающие реальные
процессы и явления природы, представляют собой сложные системы. Слож-
ность задач математической физики в основном обусловлена их многомерно-
стью и нелинейностью. Получить точные аналитические решения таких задач
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весьма трудно. В связи с этим используются численные методы решения. Од-
ним из самых распространенных методов приближенного решения краевых
задач является метод конечных разностей.

Исследование моделей процессов переноса в различных природных системах
представляет одно из быстро развивающихся направлений современной мате-
матики. Повышенный интерес к данной проблеме объясняется тем, что процес-
сы переноса имеют самое широкое распространение в природе и технике. Тео-
рия процессов переноса опирается в своих исследованиях на ряд основопола-
гающих аксиом классической термодинамики необратимых процессов. Однако
некоторые из них накладывают серьезные ограничения на область применения
этой теории. Процессы переноса по своей сути нелокальны и имеют место в си-
стемах, которые, строго говоря, не находятся в состоянии термодинамического
равновесия.

Многие процессы в сложных системах обладают нелокальностью. Нелокаль-
ные краевые задачи возникают при изучении диффузии частиц в турбулент-
ной плазме, переноса влаги в почво - грунтах, распространения тепла в тон-
ком нагретом стержне, если задан закон изменения общего количества тепла
стержня. К первым работам для параболических уравнений с неклассически-
ми (интегральными) граничными условиями относятся, по - видимому, работы
Камынина Л.И. [2] и Чудновского А.Ф. [3]. После появления работы Бицадзе
А.В. и Самарского А.А. [4] внимание математиков все чаще стали привлекать
нелокальные задачи математической физики. Различные классы нелокальных
краевых задач изучались в работах Ионкина Н.И. [5], [6], Ильина В.А., Мои-
сеева Е.И. [7], Ионкина Н.И., Моисеева Е.И. [8], Гордезиани Д.Г. [9], Нахушева
А.М. [10], Солдатова А.П., Шханукова М.Х. [11] и др.

Уравнение влагопереноса играет важную роль во многих областях науки
и вызывает большой практический и теоретический интерес. В 1965 году это
уравнение было получено известным теплофизиком А.В. Лыковым методами
термодинамики необратимых процессов для плотности потока влаги в кол-
лоидном капиллярно-пористом теле поликапиллярной структуры. В биологии
оно характеризует поток биомассы микробной популяции в биологическом ре-
акторе. Еще раньше уравнению влагопереноса были посвящены работы А.В.
Бицадзе, К. И. Карапетяна.

Чудновский А.Ф. в работе [3] обратил внимание на недостаточно критиче-
ский подход к формулировке граничных условий для уравнения влагопереноса

(1)
∂w

∂t
=

∂

∂x

(
D(w)

∂w

∂x

)
, 0 < x < ℓ, 0 < t 6 T,

где D(w) – коэффициент диффузивности, w – влажность в долях единицы, x
– глубина.

Для уравнения (1) Чудновский А.Ф. сформулировал задачу с нелокальным
условием:

(2) D
∂w

∂x

∣∣∣
x=0

=

α∫
0

wdx,

(3)
∂w

∂x

∣∣∣
x=ℓ

= 0,
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(4) w(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 ℓ.

Нелокальное условие (2) означает, что поток влаги через поверхность x = 0
равен содержанию влаги в активном слое почвы от 0 до α, условие (3) означает
изоляцию в смысле обмена влагой между слоем почвы x = ℓ и ее нижними
слоями, и в начальный момент задан глубинный ход влажности (4).

Из физических соображений условия интегрального вида совершенно есте-
ственны и возникают при математическом моделировании в тех случаях, когда
невозможно получить информацию о происходящем процессе на границе об-
ласти его протекания с помощью непосредственных измерений или же когда
возможно измерение лишь некоторых усредненных (интегральных) характе-
ристик искомой величины [3]. Так, задачи с интегральными условиями могут
служить математическими моделями физических явлений, связанных, напри-
мер, с задачами, возникающими при изучении физики плазмы, при изучении
движения почвенной влаги в капиллярно-пористых средах. На задачи подоб-
ного типа, как качественно новые и возникающие при решении современных
проблем физики, указал в своей обзорной статье А.А. Самарский [12] и привел
постановку задачи с интегральным условием для уравнения теплопроводности
как пример одной из таких задач.

Одним из важнейших достижений в вычислительной математике являет-
ся разработка экономичных разностных методов для решения многомерных
(с несколькими пространственными переменными x1, x2, . . . , xp) уравнений в
частных производных. Основная идея построения локально-одномерных схем
состоит в сведении перехода со слоя на слой к последовательному решению
одномерных задач по каждому из координатных направлений. Фундаменталь-
ным свойством разностной схемы является свойство аппроксимации на реше-
нии исходного дифференциального уравнения. Отказ от классического поня-
тия аппроксимации и замена его более слабым условием суммарной аппрокси-
мации приводит к аддитивным схемам (см. [13], стр. 478, 486), которые обла-
дают двумя важными свойствами:

• переход со слоя j на верхний слой j + 1 осуществляется при помощи
обычных двухслойных, трехслойных и т.д. схем;

• аддитивная схема обладает суммарной аппроксимацией, т.е., погреш-
ность аппроксимации аддитивной схемы определяется как сумма невя-
зок для всех промежуточных схем.

При этом каждая из промежуточных (одномерных схем) цепочки может не
аппроксимировать исходную задачу, аппроксимация достигается за счет сум-
мирования всех невязок. Таким образом, при построении локально-одномерных
схем используются промежуточные (дробные) слои, на которых численные ре-
шения вообще говоря не аппроксимируют исходное дифференциальное уравне-
ние. Но при суммировании погрешности аппроксимации промежуточные слои
гасят друг друга и на целом слое происходит аппроксимация, т.е., аппроксима-
ция достигается за счет суммы погрешностей всех промежуточных схем [13].

Построению локально-одномерных схем для приближенного решения крае-
вых задач для многомерных дифференциальных уравнений посвящены работы
многих авторов, такие, например, как [14] — [19]. Так в работах [15, 16] иссле-
дованы локально-одномерные разностные схемы для уравнения теплопровод-
ности с краевыми условиями третьего рода в p-мерном параллелепипеде. В [17]
рассмотрена нелокальная краевая задача для уравнения параболического типа
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в p - мерном параллелепипеде, для которой строятся локально-одномерные раз-
ностные схемы. Получена априорная оценка для решения локально-одномерной
разностной схемы и доказана ее сходимость. Локально-одномерным схемам для
нелокальных краевых задач для многомерного параболического уравнения с
граничными условиями интегрального вида посвящены работы [18], [19]. В ра-
боте [20] изучена первая начально-краевая задача для многомерного интегро-
дифференциального уравнения конвекции-диффузии. Для приближенного ре-
шения поставленной задачи построена локально-одномерная схема, получены
априорные оценки решения ЛОС, откуда следуют единственность решения,
непрерывная и равномерная зависимость решения от входных данных, а так-
же сходимость решения схемы к решению исходной дифференциальной задачи
со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы. Для двумер-
ной задачи приводится алгоритм численного решения, а также проведены чис-
ленные расчеты тестовых примеров, иллюстрирующие полученные в работе
теоретические результаты.

Работы [21] — [24] посвящены построению и исследованию локально-одномерных
схем для дифференциальных уравнений дробного порядка. Для рассматрива-
емых задач доказаны устойчивость и равномерная сходимость построенных
ЛОС.

1. Постановка задачи

В цилиндре QT = G×[0 < t 6 T ], основанием которого является прямоуголь-
ный параллелепипед G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xα < ℓα, α = 1, 2, . . . , p} с
границей Γ, рассматривается задача

(5)
∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

(6)


kα(x, t)

∂u

∂xα
= β−α(x, t)u− µ−α(x, t), xα = 0,

−kα(x, t)
∂u

∂xα
= β+α(x, t)u− µ+α(x, t), xα = ℓα,

(7) u(x, 0) = u0(x), x ∈ G,

где

Lu =

p∑
α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
− qα(x, t)u+

ℓα∫
0

udxα,

0 < c0 6 kα(x, t) 6 c1, |qα|, |β±α| 6 c2, α = 1, 2, . . . , p,

c0, c1, c2 – положительные постоянные.

2. Локально-одномерная разностная схема

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению
Oxα с шагом hα = ℓα/Nα, α = 1, 2, . . . , p:

ωh =

p∏
α=1

ωhα , ωhα = {x(iα)
α = iαhα : iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, . . . , p},
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~α =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,

hα/2, iα = 0, Nα,

γ−α – левый граничный узел xα = 0, γ+α – правый граничный узел xα = ℓα.
На отрезке [0, T ] также введем равномерную сетку ωτ = {tj = jτ ; j =

0, 1, . . . , j0} с шагом τ = T/j0. Каждый из отрезков [tj , tj+1] разобьем на p
частей, введя точки tj+α/p = tj + α/p τ, α = 1, 2, . . . , p − 1, и обозначим через
∆α =

(
tj+(α−1)/p, tj+α/p

]
полуинтервал, где α = 1, 2, . . . , p.

Уравнение (5) перепишем в виде

Pu =
∂u

∂t
− Lu− f = 0,

или

p∑
α=1

Pαu = 0, Pαu =
1

p

∂u

∂t
− Lαu− fα,

где fα, α = 1, 2, . . . , p — произвольные функции, обладающие той же гладко-
стью, что и f(x, t), и удовлетворяющие условию нормировки

p∑
α=1

fα = f.

На каждом полуинтервале ∆α, α = 1, 2, . . . , p будем последовательно решать
задачи

(8) Pαv(α) =
1

p

∂v(α)

∂t
− Lαv(α) − fα = 0, x ∈ G, t ∈ ∆α, α = 1, 2, . . . , p,

(9)


kα

∂v(α)

∂xα
= β−αv(α) − µ−α(x, t), xα = 0,

−kα
∂v(α)

∂xα
= β+αv(α) − µ+α(x, t), xα = ℓα,

полагая при этом (см. [13], с. 522)

(10)
v(1)(x, 0) = u0(x),

v(1)(x, tj) = v(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . ,
v(α)(x, tj+(α−1)/p) = v(α−1)(x, tj+(α−1)/p), α = 2, 3, . . . , p.

Аппроксимируя каждое уравнение (8) номера α на полуинтервале ∆α двух-
слойной неявной схемой и, применяя известный прием повышения точности
аппроксимации до второго порядка по h (см. [13] с. 166), [15] краевых условий
третьего рода, приходим к цепочке одномерных разностных схем

(11) y
(α)

t
= Λαy

(α) +Φj+α/p
α , α = 1, 2, . . . , p, x ∈ ωhα ,

(12) y(x, 0) = u0(x),

где

y
(α)

t
=

yj+α/p − yj+(α−1)/p

τ
,
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Λαy =



Λαy = (aαyxα)xα − dαy +
Nα∑
iα=0

yiα~α, xα ∈ ωhα ,

Λ−
α y =

a
(1α)
α yxα,0 − β−αy0

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

yiα~α, xα ∈ γ−α,

Λ+
αy = −

a
(Nα)
α yxα,Nα + β+αyNα

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

yiα~α, xα ∈ γ+α,

Φα =


φα, xα ∈ ωhα ,

µ̃−α, xα ∈ γ−α,

µ̃+α, xα ∈ γ+α,

β−α = β−α + 0.5hαdα,0, β+α = β+α + 0.5hαdα,Nα ,

µ̃−α =
µ−α

0.5hα
, µ−α = µ−α + 0.5hαfα,0,

µ̃+α =
µ+α

0.5hα
, µ+α = µ+α + 0.5hαfα,Nα ,

y(α) = yj+α/p.

3. Погрешность аппроксимации ЛОС

Пусть zj+α/p = yj+α/p − uj+α/p, где u – решение исходной задачи (5) –
(7). Тогда, подставляя yj+α/p = zj+α/p + uj+α/p в разностное уравнения (11),
получим

zj+α/p − zj+(α−1)/p

τ
= Λαz

j+α/p +Ψj+α/p
α ,

где

Ψj+α/p
α = Λαu

j+α/p + φj+α/p
α − uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
.

Обозначив через
◦
Ψα =

(
Lαu+ fα − 1

p

∂u

∂t

)j+1/2

и замечая, что
p∑

α=1

◦
Ψα = 0,

если f =
p∑

α=1
fα, представим погрешность в виде суммы

Ψj+α/p
α =

◦
Ψα +

∗
Ψα.

Ψj+α/p
α = Λαu

j+α/p + φj+α/p
α − uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
+

◦
Ψα −

◦
Ψα =

=
(
Λαu

j+α/p − Lαu
j+1/2

)
+
(
φj+α/p
α − f j+1/2

α

)
−

−

(
uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
− 1

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)

+
◦
Ψα =

◦
Ψα +

∗
Ψα,
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где

∗
Ψα =

(
Λαu

j+α/p − Lαu
j+1/2

)
+
(
φj+α/p
α − f j+1/2

α

)
−

(
uj+α/p − uj+(α−1)/p

τ
− 1

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)
.

Очевидно, что
∗
Ψα = O(h2

α + τ),
◦
Ψα = O(1),

Ψ =

p∑
α=1

Ψj+α/p
α =

p∑
α=1

◦
Ψα +

p∑
α=1

∗
Ψα = O

(
h2
α + τ

)
.

Запишем граничное условие при xα = 0 в виде:

(13) 0.5hαy
(α)

t,0
= a(1α)

α y(α)xα,0
− β−αy

(α)
0 + 0.5hα

Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

~α + 0.5hαfα,0 + µ−α.

Подставляя y(α) = z(α) + u(α) в (13), получим

0.5hαz
(α)

t,0
= a(1α)z(α)xα,0

−β−αz
(α)
0 −0.5hαdα,0z

(α)
0 +0.5hα

Nα∑
iα=0

z
(α)
iα

~α+0.5hα

Nα∑
iα=0

u
(α)
iα

~α−

(14) −β−αu
(α)
0 − 0.5hαdα,0u

(α)
0 − 0.5hαu

(α)

t,0
+ a(1α)

α u(α)
xα,0

+ 0.5hαfα,0 + µ−α.

К правой части полученного выражения (14) добавим и вычтем

0.5hα

◦
Ψ−α = 0.5hα

 ∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
− qαu+

ℓα∫
0

udxα + fα − 1

p

∂u

∂t

j+1/2

xα=0

.

Тогда получим

Ψ−α = 0.5hα

(
fα,0 − u

(α)

t

)
+ a(1α)

α u(α)
xα,0

− β−αu
(α)
0 − 0.5hαdα,0u

(α)
0 + µ−α−

−
Nα∑
iα=0

u
(α)
iα

~α−0.5hα

 ∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
− qαu+

ℓα∫
0

udxα + fα − 1

p

∂u

∂t

j+1/2

xα=0

+0.5hα

◦
Ψ−α =

=

[
kα

∂u

∂xα
− β−αu0 + µ−α

]j+α/p

xα=0

+ 0.5hα

◦
Ψ−α +O(h2

α + τ) =

= 0.5hα

◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α,

∗
Ψ−α = O(h2

α + τ).

Итак,

0.5hαz
(α)

t,0
= a(1α)

α z
(α)
xα,0 − β−αz

(α)
0 + 0.5hα

Nα∑
iα=0

z
(0)
iα

~α + 0.5hα

◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α,

или

z
(α)

t,0
= Λ−

α z
(α) +Ψ−α, Ψ−α =

◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α

0.5hα
.

Аналогично при xα = ℓα получаем

z
(α)

t,Nα
= Λ+

α z
(α) +Ψ+α, Ψ+α =

◦
Ψ+α +

∗
Ψ+α

0.5hα
.
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Окончательно, задача для погрешности zj+α/p = z(α) имеет вид

(15) z
(α)

t
= Λαz

(α) +Ψj+α/p
α , α = 1, 2, . . . , p, z(x, 0) = 0,

Λαz =



Λαz = (aαzxα)xα − dαz +
Nα∑
iα=0

ziα~α, xα ∈ ωhα ,

Λ−
α z =

a
(1α)
α zxα,0 − β−αz0

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

ziα~α, xα ∈ γ−α,

Λ+
α z = −

a
(Nα)
α zxα,Nα + β+αzNα

0.5hα
+

Nα∑
iα=0

ziα~α, xα ∈ γ+α,

Ψα =



Ψα =
◦
Ψα +

∗
Ψα,

p∑
α=1

◦
Ψα = 0,

◦
Ψα = O(1),

∗
Ψα = O(h2

α + τ), xα ∈ ωhα ,

Ψ−α =
◦
Ψ−α +

∗
Ψ−α

0.5hα
,

p∑
α=1

◦
Ψ−α = 0,

∗
Ψ−α = O(h2

α + τ), xα ∈ γ−α,

Ψ+α =
◦
Ψ+α +

∗
Ψ+α

0.5hα
,

p∑
α=1

◦
Ψ+α = 0,

∗
Ψ+α = O(h2

α + τ), xα ∈ γ+α.

4. Устойчивость ЛОС

Так как для нелокальных краевых задач не установлен принцип максиму-
ма, то априорные оценки будем получать с помощью метода энергетических
неравенств. Умножим уравнение (11) скалярно на yj+α/p = y(α):

(16) [y
(α)

t
, y(α)]− [Λαy

(α), y(α)] = [Φ(α), y(α)], Φ(α) = Φj+α/p,

где

[u, v] =
∑
x∈ωh

uvH, H =

p∏
α=1

~α, [u, v]α =

Nα∑
iα=0

uiαviα~α,

~α =

{
hα, iα = 1, 2, . . . , Nα − 1,

hα/2, iα = 0, Nα.

Преобразуем каждую сумму тождества (16):

(17)
[
y
(α)

t
, y(α)

]
=

1

2

(
∥y(α)∥2L2(ωh)

)
t
+

τ

2
∥y(α)

t
∥2L2(ωh)

,[
Λαy

(α), y(α)
]
α
=
(
Λαy

(α), y(α)
)
α
+ Λ−

α y
(α)y(α)~α + Λ+

αy
(α)y(α)~α =

(18)

= −
(
aα, y

2
xα

]
α
−
[
dαy

(α), y(α)
]
α
+

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

~α, y(α)
]
α

+β−α

(
y
(α)
0

)2
−β+α

(
y
(α)
Nα

)2
,

(19)
[
Φ(α), y(α)

]
α
=
[
φ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)
0 + µ+αy

(α)
Nα

.

Просуммируем (18), (19) по всем iβ ̸= iα, β = 1, 2, . . . , p, тогда получим[
Λαy

(α), y(α)
]
=
∑

iβ ̸=iα

(
Nα∑
iα=0

Λαy
(α)y(α)~α

)
H/~α =
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= −
∑

iβ ̸=iα

{(
aα, y

2
xα

]
α
+
[
dαy

(α), y(α)
]
α
+

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

~α, y(α)
]
α

+

(20) +β−α

(
y(α)

∣∣
iα=0

)2
+ β+α

(
y(α)

∣∣
iα=Nα

)2}
H/~α,

(21)
[
Φ(α), y(α)

]
=
∑

iβ ̸=iα

( [
φ(α), y(α)

]
α
+ µ−αy

(α)|iα=0 + µ+αy
(α)|iα=Nα

)
H/~α.

Подставляя (17), (20), (21) в тождество (16), получаем

1

2

(∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ωh)

)
t

+ c0∥y(α)xα
]|2L2(ωh)

6 [φ(α), y(α)]+

+
∑

iβ ̸=iα

(
µ−αy

(α)
∣∣
iα=0

+ µ+αy
(α)
∣∣
iα=Nα

)
H/~α −

[
dαy

(α), y(α)
]
+

(22)

+

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

~α, y(α)
]
−
∑

iβ ̸=iα

(
β−α

(
y(α)

∣∣
iα=0

)2
+ β+α

(
y(α)

∣∣
iα=Nα

)2)
H/~α.

Оценим слагаемые, стоящие в правой части (22):

(23)
[
φ(α), y(α)

]
6 1

2

∥∥∥φ(α)
∥∥∥2
L2(ωh)

+
1

2

∥∥∥y(α)∥∥∥2
L2(ωh)

.

На основании леммы 1 из [25] имеем∑
iβ ̸=iα

(
µ−αy

(α)
∣∣
iα=0

+ µ+αy
(α)
∣∣
iα=Nα

)
H/~α 6

6 1

2

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α+

∑
iβ ̸=iα

(
ε∥y(α)xα

]|2L2(α)
+

(
1

ℓα
+

1

ε

)
∥y(α)∥2L2(α)

)
H/~α =

(24)

=
1

2

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α + ε∥y(α)xα

]|2L2(ωh)
+

(
1

ℓα
+

1

ε

)
∥y(α)∥2L2(ωh)

,

(25) −
[
dαy

(α), y(α)
]
6 c2∥y(α)∥2L2(ωh)

,

∑
iβ ̸=iα

(
β−α

(
y(α)|iα=0

)2
+ β+α

(
y(α)|iα=Nα

)2)
H/~α 6

(26) 6 2c2ε∥y(α)xα
]|2L2(ωh)

+ 2c2

(
1

ℓα
+

1

ε

)
∥y(α)∥2L2(ωh)

,

(27)

[
Nα∑
iα=0

y
(α)
iα

~α, y(α)
]
6 ε

2
∥y(α)xα

]|2L2(ωh)
+

[
1

2

(
1

ℓα
+

1

ε

)
+

ℓα
2

]
∥y(α)∥2L2(ωh)

,

где ∥·∥L2(α) означает, что норма берется по переменной xα при фиксированных
значениях остальных переменных.
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Подставляя (23) – (27) в (22) при ε = c0/(3 + 4c2), находим

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+ c0τ∥y(α)xα

]|2L2(ωh)
6 ∥yj+(α−1)/p∥2L2(ωh)

+

+τ∥φj+α/p∥2L2(ωh)
+ c(ε)τ∥yj+α/p∥2L2(ωh)

+

(28) +τ
∑

iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α.

Просуммируем (28) сначала по α = 1, 2, . . . , p:

∥yj+1∥2L2(ωh)
+ c0τ

p∑
α=1

∥y(α)xα
]|2L2(ωh)

6 ∥yj∥2L2(ωh)
+ τc(ε)

p∑
α=1

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

+τ

p∑
α=1

∥φj+α/p∥2L2(ωh)
+ τ

p∑
α=1

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α,

а затем по j′ от 0 до j:

∥yj+1∥2L2(ωh)
+ c0

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p

xα
]|2L2(ωh)

6

6 ∥y0∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥φj′+α/p∥2L2(ωh)
+ c(ε)

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p∥2L2(ωh)

+

(29) +

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj′) + µ2

+α(tj′)
)
H/~α.

Из (29) имеем

(30) ∥yj+1∥2L2(ωh)
6 c(ε)

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p∥2L2(ωh)

+ F j ,

где

F j = ∥y0∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥φj′+α/p∥2L2(ωh)
+

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj′) + µ2

+α(tj′)
)
H/~α.

Покажем, что имеет место неравенство

(31) max
16α6p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
6 ν1

j−1∑
j′=0

τ max
16α6p

∥yj
′+α/p∥2L2(ωh)

+ ν2F
j ,

где ν1, ν2 – известные положительные постоянные.
Возвращаясь к неравенству (28), записываем

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
6 ∥yj+(α−1)/p∥2L2(ωh)

+ c(ε)τ∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

(32) +τ∥φj+α/p∥2L2(ωh)
+ τ

∑
iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α.
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Просуммируем (32) по α′ от 1 до α, тогда получим

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
6 ∥yj∥2L2(ωh)

+ c(ε)τ

p∑
α=1

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

(33) +τ

p∑
α=1

(
∥φj+α/p∥2L2(ωh)

+
∑

iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α

)
.

Не нарушая общности, можно считать, что

max
16α′6p

∥yj+α′/p∥2L2(ωh)
= ∥yj+α/p∥2L2(ωh)

,

в противном случае (32) будем суммировать до такого α, при котором ∥yj+α/p∥2L2(ωh)

достигает максимального значения при фиксированном j. Тогда (33) перепи-
шем в виде

max
16α6p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
6 ∥yj∥2L2(ωh)

+ pc(ε)τ max
16α6p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
+

(34) +τ

p∑
α=1

(
∥φj+α/p∥2L2(ωh)

+
∑

iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj) + µ2

+α(tj)
)
H/~α

)
.

Так как из (30)

∥yj∥2L2(ωh)
6 pc(ε)

j−1∑
j′=0

max
16α6p

∥yj
′+α/p∥2L2(ωh)

+ F j ,

то при малом τ < τ0 =
1

2pc(ε)
получим (31).

Введя обозначение gi+1 = max
16α6p

∥yj+α/p∥2L2(ωh)
, соотношение (31) можно пе-

реписать в виде

(35) gi+1 6 ν1

j∑
k=1

τgk + ν2F
j .

C помощью неравенства (35) на основании леммы 4 из ([26], c. 171) из нера-
венства (29) получим априорную оценку

∥yj+1∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p

xα
]|2L2(ωh)

6

(36)

6 M(t)

[
∥y0∥2L2(ωh)

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

(
∥φj′+α/p∥2L2(ωh)

+
∑

iβ ̸=iα

(
µ2
−α(tj′)+µ2

+α(tj′)
)
H/~α

)]
,

где M(t) > 0 – не зависит от hα и τ .
Итак, справедлива

Теорема 1. 1 Локально-одномерная схема (11) – (12) устойчива по началь-
ным данным и правой части, так что для решения задачи (11) – (12) спра-
ведлива оценка (36).
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5. Равномерная сходимость ЛОС

По аналогии с ([13], с. 493) представим решение задачи (15) в виде суммы

z(α) = v(α) + η(α), z(α) = zj+α/p,

где η(α) определяется условиями

(37)
η(α) − η(α−1)

τ
=

◦
Ψα, x ∈ ωh + γh,α, α = 1, 2, . . . , p, η(x, 0) = 0,

◦
Ψα =


◦
Ψα, xα ∈ ωhα ,
◦
Ψ−α, xα ∈ γ−α,
◦
Ψ+α, xα ∈ γ+α.

Отсюда находим ηj+1 = η(p) = ηj + τ(
◦
Ψ1 +

◦
Ψ2 + . . . +

◦
Ψp) = ηj = . . . = η0 = 0.

Тогда для η(α) имеем η(α) = τ(
◦
Ψ1+

◦
Ψ2+ . . .+

◦
Ψα) = −τ(

◦
Ψα+1+ . . .+

◦
Ψp) = O(τ).

Функция v(α) определяется условиями

(38)
v(α) − v(α−1)

τ
= Λαv(α) + Ψ̃α, x ∈ ωhα , α = 1, 2, . . . , p,

(39)
v(α) − v(α−1)

τ
= Λ−

α v(α) +
Ψ̃−α

0.5hα
, xα ∈ γ−α,

(40)
v(α) − v(α−1)

τ
= Λ+

αv(α) +
Ψ̃+α

0.5hα
, xα ∈ γ+α,

(41) v(x, 0) = 0,

Ψ̃α = Λαη(α) +
∗
Ψα,

Ψ̃−α = Λ−
α η(α) +

∗
Ψ−α −

Nα∑
iα=0

η(α)iα~α,

Ψ̃+α = Λ+
αη(α) +

∗
Ψ+α.

Так как в силу (37)

Λαη(α) = −τΛα

( ◦
Ψα+1 +

◦
Ψα+2 + . . .+

◦
Ψp

)
= O(τ),

Λ−
α η(α) = Λ+

αη(α) = O(τ),

то
Ψ̃α = O(h2

α + τ), Ψ̃±α = O(h2
α + τ).

Решение задачи (38) – (41) оценим с помощью теоремы 1:

∥vj+1
(α) ∥

2
L2(ωh)

+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥vj
′+α/p

(α)xα
]|2L2(ωh)

6

(42) 6 M(t)

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

(
∥Ψ̃j′+α/p

α ∥2L2(ωh)
+
∑

iβ ̸=iα

(
Ψ̃2

−α(tj′) + Ψ̃2
+α(tj′)

)
H/~α

)
.
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Так как
ηj = 0, η(α) = O(τ), ∥zj∥ 6 ∥vj∥,

то из оценки (42) следует

Теорема 2. 2Пусть задача (5) – (7) имеет единственное непрерывное в QT

решение u(x, t) и существуют непрерывные в QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2
α∂x

2
β

,
∂3u

∂x2
α∂t

,
∂2f

∂x2
α

, α = 1, 2, . . . , p, α ̸= β,

тогда локально-одномерная схема (11) – (12) сходится со скоростью
O(|h|2 + τ), так что

∥yj+1 − uj+1∥21 6 M
(
|h|2 + τ

)
,

∥yj+1∥21 = ∥yj+1∥2L2(ωh)
+

j∑
j′=0

τ

p∑
α=1

∥yj
′+α/p

xα
]|2L2(ωh)

.

Для решения сеточных уравнений, получающихся при разностной аппрок-
симации нелокальных краевых задач, следует использовать метод окаймления
([27], c.187).
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