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Ïðåäñòàâëåíî

Abstract: Èçó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ
ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî ïåðåìåííîãî (êà-
ëèáðîâî÷íàÿ ïñåâäîãðóïïà) åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê îáñóæäå-
íèþ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ (áè-
íàðíûõ îïåðàöèé) ñ òî÷íîñòüþ äî òàêîãî äåéñòâèÿ. Â äàííîé
çàìåòêå îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè è àññîöèàòèâ-
íîñòè.

Keywords: analytical complexity, commutativity, associativity.

1.Ââåäåíèå

Âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y), îïðåäåëåííûå íà
êâàäðàòå {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, èìåþò ïðåäñòàâëåíèå âèäà
f(x, y) = c1(a1(x) + b1(y)) + c2(a2(x) + b2(y)) + c3(a3(x) + b3(y)) +

c4(a4(x) + b4(y)) + c5(a5(x) + b5(y)),

ãäå (aj , bj , cj), j = 1, 2, 3, 4, 5, � íåïðåðûâíû [1].
Äëÿ ãëàäêèõ, à òåì áîëåå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñèòóàöèÿ ìåíÿåò-

ñÿ êîðåííûì îáðàçîì [2], [3], [4]. Äëÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, â êàêîì ñìûñëå
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñëîæíåå òåõ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóïåðïîçèöèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îäíîãî
ïåðåìåííîãî è ñëîæåíèÿ, óìåñòíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå âîçðàñòàþùóþ
èåðàðõèþ êëàññîâ ñëîæíîñòè Cln [5]. Êëàññ Cln ñîñòîèò èç ôóíêöèé,
êîòîðûå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå ãëóáèíû íå áîëåå ÷åì n. Äðóãèìè
ñëîâàìè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå. Êëàññ Cl0 �
ýòî âñå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé (x èëè y). Äàëåå,
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Cln+1 = {z : z(x, y) = c(An(x, y) +Bn(x, y)), An, Bn ∈ Cln, c ∈ Cl0}.

Ïèøåì N(z) = n (ïîðÿäîê ñëîæíîñòè), åñëè z ∈ Cln \ Cln−1. Çíà÷å-
íèÿ N(z) ìåíÿþòñÿ îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Ôóíêöèÿ èìååò ïîðÿäîê
ðàâíûé áåñêîíå÷íîñòè, åñëè îíà íå ïîïàëà íè â îäèí èç êëàññîâ Cln.
Åñëè â èíäóêòèâíîì îïðåäåëåíèè êëàññîâ çàìåíèòü ñëîæåíèå íà ïðî-

èçâîëüíóþ (ôèêñèðîâàííóþ) ôóíêöèþ ϕ(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ, òî ìû
ïîëó÷èì äðóãóþ èåðàðõèþ êëàññîâ Clnϕ è äðóãèå ïîðÿäêè ñëîæíîñòè
Nϕ(z).
Ðàññìîòðèì ïñåâäîãðóïïó G ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòîÿùóþ èç ïðåîáðà-

çîâàíèé âèäà

x→ α(x), y → β(y), z → γ(z),

(α, β, γ) � íåïîñòîÿííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî,
ò.å.

z(x, y)→ γ−1(z(α(x), β(y))).

Ðîëü ïñåâäîãðóïïû G â òîé òåîðèè ñëîæíîñòè, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, îïðå-
äåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå áàçîâîé ôóíêöèè ϕ âñå êëàññû è
ïîðÿäêè ñëîæíîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ýòîé ïñåâäî-
ãðóïïû.
Â äåéñòâèè ïñåâäîãðóïïû G ìîæíî âûäåëèòü ïðàâîå äåéñòâèå z(x, y)→

z(a(x), b(y)) (äåéñòâèå â ïðîîáðàçå) è ëåâîå äåéñòâèå z(x, y)→ c(z(x, y))
(äåéñòâèå â îáðàçå). Ñîîòâåòñòâåííî, â G èìååòñÿ äâå ïñåâäîïîäãðóïïû
Gxy = {g = (c, a, b) ∈ G : c = Id} (ïðàâîå äåéñòâèå) è Gz = {g = (c, a, b) ∈
G : a = b = Id} (ëåâîå äåéñòâèå). Î÷åâèäíî, G åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
Gxy è Gz.
Äåéñòâèå G ïîðîæäàåò íà ôóíêöèÿõ äâóõ ïåðåìåííûõ îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ãîâîðèòü î ïðàâîé è ëåâîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè, èìåÿ â âèäó äåéñòâèå Gxy è Gz.

Ñðåäè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ åñòü âñåì èçâåñòíûå ÷åòûðå àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, âû÷èòàíèå è äåëåíèå. ßñíî,
÷òî ïî îòíîøåíèþ ê íàøåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè

(x+ y) ∼ (x− y) ∼ (x y) ∼
(
x

y

)
.

Êëàññ Cl1, â êîòîðûé ïîïàëè âñå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, îáëàäà-
åò ëþáîïûòíûì óíèêàëüíûì ñâîéñòâîì. Åñëè z(x, y) � àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ (ò.å. z′x z

′
y íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü), ìû

ìîæåì ðàññìîòðåòü ñòàáèëèçàòîð â G:

St(z) = {g = (a, b, c) ∈ G : g · z = z}.

Ýòî íåêîòîðàÿ ïñåâäîïîäãðóïïà â G. Ìû ìîæåì òàêæå ðàññìîòðåòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ àëãåáðó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé è ãîâîðèòü î åå ðàçìåðíîñòè,
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êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç d(z). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî [(x+y)] � êëàññ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, â êîòîðûé ïîïàëè âñå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, � óíèêàëåí
â ñëåäóþùåì ñìûñëå [6].

Åñëè [z] = [(x+ y)], òî d(z) = 3, èíà÷å d(z) ≤ 1.

Â àëãåáðå íà àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïðèíÿòî ñìîòðåòü êàê íà áè-
íàðíûå îïåðàöèè. Ïðè÷åì èìååòñÿ íåêèé íàáîð ñâîéñòâ, êîòîðûì áèíàð-
íûå îïåðàöèè ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü (èëè íå óäîâëåòâîðÿòü). Ìû ãîâîðèì
îá èõ êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è ïð.

2. Êâàçèêîììóòàòèâíîñòü

Óìåñòíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î êîììóòàòèâíîñòè áèíàðíîé îïåðàöèè (ò.å.
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ) ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ êà-
ëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, ïîëèíîì 2x2−3 y2+4x+5 y−7,
î÷åâèäíî, íå âûäåðæèâàåò ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ. Íî ñ ïîìîùüþ àô-
ôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç G åãî íåòðóäíî ïðèâåñòè ê âèäó x2 + y2, à
ýòà ôóíêöèÿ óæå êîììóòàòèâíà.

Îïðåäåëåíèå 1: Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x, y) êâàçèêîììóòàòèâíà,
åñëè íàéäóòñÿ òðè íåïîñòîÿííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèè îäíîãî ïåðå-
ìåííîãî g = (a, b, c) ∈ G, ò.÷. ψ(x, y) = g · ϕ(x, y) = c(ϕ(a(x), b(y))) �
êîììóòàòèâíà, ò.å.

ψ(y, x) = c(ϕ(a(y), b(x))) = c(ϕ(a(x), b(y))) = ψ(x, y). (1)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî èìå-
ëè ñìûñë, íóæíî îãîâîðèòü, ÷òî ó íàñ èìååòñÿ ãîëîìîðôíûé ýëåìåíò
ôóíêöèè ϕ â îêðåñòíîñòè òî÷êè íà äèàãîíàëè x = y.
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôîðìóëèðîâêè, ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèþ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T � ýòî îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ T (x, y) =
(y, x), ò.å. ϕ ◦ T (x, y) = ϕ(y, x).

Óòâåðæäåíèå 2: Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
ϕ(x, y) ýêâèâàëåíòíû åå êâàçèêîììóòàòèâíîñòè.
(i) Íàéäåòñÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ α, ò.÷. ϕ(α(x), α−1(y)) = ϕ(y, x).
(ii) Ôóíêöèÿ ϕ(y, x) = ϕ ◦ T (x, y) ïðàâîýêâèâàëåíòíà ϕ(x, y) (ò.å. Gxy-
ýêâèâàëåíòíà).
(iii) Íàéäåòñÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ α, ò.÷. ϕ(α(x), y) = ϕ ◦ T (x, α(y)).
(iv) Íàéäåòñÿ êîììóòàòèâíàÿ ôóíêöèÿ χ(x, y) è íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ
d, ò.÷.

ϕ(x, y) = χ(d(x), y) = χ(x, d(y)).
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (1) â îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷-
êè (x0, y0), ãäå îïðåäåëåíû îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ è ïðè ýòîì âñå ïðîèç-
âîäíûå a′(x0), b

′(y0), c
′(ϕ(a(x0), b(y0))), c

′(ϕ(a(y0), b(x0))) îòëè÷íû îò íó-
ëÿ (ò.å. îïðåäåëåíû âñå îáðàòíûå a−1, b−1, c−1). Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷à-
ñòÿì (1) c−1, ïîëó÷àåì ϕ(a(x), b(y)) = ϕ(a(y), b(x)). Äàëåå, â ýòîì ñîîòíî-
øåíèè âìåñòî x ïîäñòàâèì b−1(x), à âìåñòî y ïîäñòàâèì a−1(y). Ïîëó÷èì
ϕ(a(b−1(x)), b(a−1(y))) = ϕ(y, x). Çàìåòèì, ÷òî a ◦ b−1 è b ◦ a−1 âçàèìíî
îáðàòíû. Çàìåíèì ïåðâóþ ôóíêöèþ íà α, à âòîðóþ íà α−1, ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå

ϕ(α(x), α−1(y)) = ϕ(y, x) = ϕ ◦ T (x, y). (2)

Ýòî äîêàçûâàåò (i). Òàêæå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èç êâàçèêîììóòàòèâíîñòè
ñëåäóåò ϕ(y, x) = ϕ ◦ T (x, y) ïðàâîýêâèâàëåíòíà ϕ(x, y). Íàøè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ îáðàòèìû, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ. Â ñîîò-
íîøåíèè (2) âìåñòî y ïîäñòàâèì α(y). Ïîëó÷èì ϕ(α(x), y) = ϕ(α(y), x),
ò.å. ïîëó÷àåì (iii). Ïîëîæèì χ(x, y) = ϕ(α(x), y) = ϕ(α(y), x). ßñíî, ÷òî
χ(x, y) = χ(y, x). Ïîëàãàÿ d = α−1, ïîëó÷àåì (iv). Óòâåðæäåíèå äîêàçà-
íî.

Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 2, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî êâàçèêîì-
ìóòàòèâíûõ ôóíêöèé � ýòî Gxy-îðáèòà ïîäïðîñòðàíñòâà êîììóòàòèâíûõ
ôóíêöèé.
Ëþáàÿ ëè ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ êâàçèêîììóòàòèâíà? Îòâåò îò-

ðèöàòåëüíûé.

Óòâåðæäåíèå 3: Ôóíêöèÿ x2+x y íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîììóòàòèâíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Çàïèøåì óñëîâèå êâàçèêîììóòàòèâíîñòè â ôîðìå (ii).
Ïîëó÷àåì

(α(x))2 + α(x) y = (α(y))2 + α(y)x. (3)

Åñëè â ýòîì ñîîòíîøåíèè çàôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé y, òî ìû
ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî α(x), âñå ðåøåíèÿ êîòî-
ðîãî èìåþò âèä α(x) = p

√
x+ q+ r, p 6= 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå äëÿ

α â (3), âèäèì, ÷òî òàêèõ (p, q, r) íå ñóùåñòâóåò. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïèñàòü óñëîâèå êâàçèêîììóòàòèâíîñòè ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè, ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó î Gxy-ýêâèâàëåíòíîñòè
ãîëîìîðôíîãî ýëåìåíòà ôóíêöèè ϕ(X,Y ) â îêðåñòíîñòè (X0, Y0) è ýëå-
ìåíòà ψ(x, y) â îêðåñòíîñòè (x0, y0). Ïócòü

ϕ(a(x), b(y)) = ψ(x, y). (4)

Ïîëîæèì

ϕ(X,Y0) = fY0ϕ (X) = fϕ(X), ψ(x, y0) = fy0ψ (x) = fψ(x),

ϕ(X0, Y ) = gX0
ϕ (Y ) = gϕ(Y ), ψ(x0, y) = gx0ψ (y) = gψ(y),

X0 = a(x0), Y0 = b(y0),
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ò.å., ôèêñèðóÿ îäíî èç ïåðåìåííûõ, ìû ïîëó÷àåì èç ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ïóñòü òî÷êà (x0, y0) âûáðàíà òàê,
÷òî ϕ′X è ϕ′Y íå ðàâíû íóëþ â (X0, Y0), ò.å. fϕ(X) è gϕ(Y ) � ëîêàëüíî
îáðàòèìû. Ïîäñòàâëÿÿ â (4) ñíà÷àëà y = y0, à ïîòîì x = x0, ïîëó÷àåì
fϕ(a(x)) = fψ(x), gϕ(b(y)) = gψ(y), ò.å.

a(x) = (fϕ)
−1 ◦ fψ(x), b(y) = (gϕ)

−1 ◦ gψ(y).

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî êðèòåðèåì Gxy-ýêâèâàëåíòíîñòè ϕ(X,Y )
è ψ(x, y) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ϕ
(
(fϕ)

−1 ◦ fψ(x), (gϕ)−1 ◦ gψ(y)
)
= ψ(x, y). (5)

Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûé êðèòåðèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè äèàãîíàëè (x = y)
äëÿ ïàðû ôóíêöèé ϕ(X,Y ) è ψ = ϕ(y, x), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå

Óòâåðæäåíèå 4: Êðèòåðèåì êâàçèêîììóòàòèâíîñòè ôóíêöèè ϕ(x, y)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

ϕ
(
(fϕ)

−1 ◦ fϕ(x), (gϕ)−1 ◦ gϕ(y)
)
= ϕ(y, x).

Ïóñòü ôóíêöèÿ r(x, y), êîòîðóþ ìû òåñòèðóåì íà êâàçèêîììóòàòèâ-
íîñòü, ðàöèîíàëüíà. Òîãäà íà çàäà÷è èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè, ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà çàäà÷è èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ è ðåøàòü èõ ñ ïîìîùüþ äðóãîé àëãåáðàè÷åñêîé òåõíèêè �
òåõíèêè ðåçóëüòàíòîâ.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, âîïðîñ î êâàçèêîììóòàòèâíîñòè ñâîäèò-

ñÿ ê ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ r(y, x) ÿâëÿåòñÿ Gxy-ýêâèâàëåíòíîé
ôóíêöèè r(x, y). Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé âîïðîñ, âîïðîñ î ïðîâåðêå
Gxy-ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé r(x, y) è R(x, y). Ýòî
ïî îïðåäåëåíèþ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
a è b, ÷òî r(x, y) = R(a(x), b(y)). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùåå
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå

J(z)(x, y) =
z′′xy(x, y)

z′x(x, y) z
′
y(x, y)

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì êîâàðèàíòîì Gxy-äåéñòâèÿ. À èìåííî, åñëè
g = (a, b) ∈ Gxy, òî J(g◦z)(x, y) = g◦J(z)(x, y) = J(z)(a(x), b(y)), ò.å. ïðè
Gxy-äåéñòâèè J ïðåîáðàçóåòñÿ íå êàê äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, à
êàê ôóíêöèîíàëüíîå. Ê ýòîìó ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî äâà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðà

Dx(χ(z)) =
1

z′x

∂χ

∂x
, Dy(χ(z)) =

1

z′y

∂χ

∂y

� ýòî îïåðàòîðû êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å. îíè ïåðåâîäÿò
êîâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ χ(z) â êîâàðèàíòíûå.
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ßñíî, ÷òî åñëè r � ðàöèîíàëüíûé êîâàðèàíò, òî

J(r), Dx(J(r)) Dy(J(r)), . . .

òàêæå ðàöèîíàëüíûå êîâàðèàíòû. Ïîëîæèì

p = J(r), qx = Dx(J(r)), qy = Dy(J(r)), P = J(R),

Qx = Dx(J(R)), Qy = Dy(J(R)), X = a(x), Y = b(y).

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èç Gxy-ýêâèâàëåíòíîñòè r(x, y) è R(x, y) ñëåäóåò,
÷òî

R(X,Y ) = r(x, y), P (X,Y ) = p(x, y),

Qx(X,Y ) = qx(x, y), Qy(X,Y ) = qy(x, y). (6)

Ýòè ÷åòûðå ðàöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿ, èçáàâëÿÿñü îò çíàìåíàòåëåé,
ìîæíî çàïèñàòü êàê ÷åòûðå ïîëèíîìèàëüíûõ ñîîòíîøåíèÿ

F1(X,Y, x, y) = F2(X,Y, x, y) = F3(X,Y, x, y) = F4(X,Y, x, y) = 0.

Ïóñòü H1(X,x, y), H2(X,x, y), H3(X,x, y) � ýòî ðåçóëüòàíòû
(F1, F2), (F1, F3), (F1, F4) ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé Y .
Ïóñòü, äàëåå, Hx(x, y) è Hy(x, y)� ýòî ðåçóëüòàíòû (H1, H2) è (H1, H3)
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé X. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ Hx(x, y) = Hy(x, y) = 0
� ýòî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Gxy-ýêâèâàëåíòíîñòè r(x, y) è R(x, y). Åñëè
ïîëîæèòü R(x, y) = r(y, x), òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ � ýòî óñëîâèÿ êâàçè-
êîììóòàòèâíîñòè ôóíêöèè r.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü

r =
kx2 + y

1 + y
+ x, R =

kY 2 +X

1 +X
+ Y.

Âû÷èñëÿÿ H1(X,x, y), ïîëó÷àåì

4 k4 (1 + y)3
(
kx2 − 1

)2
(1 +X)2 (X − y)×(

Xkx2 +Xxy + kx2 +Xx+ yx+ x+ y + 1
)
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k 6= 0 ôóíêöèÿ r íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîììóòàòèâíîé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k = 0 îíà êâàçèêîììóòàòèâíîé
ÿâëÿåòñÿ.
Íà ýòîì ïóòè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâè-

ñèò (ðàöèîíàëüíî) îò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ, òî ïîäìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ýòèõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ êâàçèêîììóòàòèâíà, � ïîëóàë-
ãåáðàè÷íî (îïðåäåëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ðàâåíñòâàìè è íåðàâåíñòâà-
ìè).

3. Êâàçèàññîöèàòèâíîñòü
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Ïóñòü F (x, y) � ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàí-
ñòâà C2. Åñëè ïîñìîòðåòü íà F êàê íà áèíàðíóþ îïåðàöèþ, òî åå àññî-
öèàòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â C3 âû-
ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)). (7)

Àáñîëþòíî òàê æå êàê íà êîììóòàòèâíîñòü ìû ìîæåì ïîñìîòðåòü íà
äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî áèíàðíûõ îïåðàöèé � àññîöèàòèâíîñòü.
Îïðåäåëåíèå 6: Ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x, y) êâàçèàññîöèàòèâíà,

åñëè íàéäóòñÿ òðè íåïîñòîÿííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèè îäíîãî ïåðå-
ìåííîãî g = (a, b, c) ∈ G, ò.÷. ψ(x, y) = g · ϕ(x, y) = c(ϕ(a(x), b(y))) �
àññîöèàòèâíà, ò.å. ψ(ψ(x, y), z) = ψ(x, ψ(y, z) èëè

c(ϕ(a(c(ϕ(a(x), b(y)))), b(z))) = c(ϕ(a(x), b(c(ϕ(a(y), b(z)))))). (8)

ãäå (x, y, z) � òðè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî íåêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèêîììóòàòèâ-
íîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1 íàäî íàéòè òðè íåèçâåñòíûå ôóíê-
öèè (ñîîòíîøåíèå (1)). Íî óòâåðæäåíèå 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî çàäà÷à ñâî-
äèòñÿ ê ïîèñêó îäíîé ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîâåðêè êâàçèàññîöè-
àòèâíîñòè òðåáóåòñÿ íàéòè òðè ôóíêöèè (ñîîòíîøåíèå (8)). Ïîêàæåì,
÷òî äîñòàòî÷íî äâóõ.

Óòâåðæäåíèå 7: Ôóíêöèÿ ϕ(x, y) êâàçèàññîöèàòèâíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ïàðà íåïîñòîÿííûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî
(p, q), ò.÷. ψ(x, y) = p(ϕ(q(x), y)) � àññîöèàòèâíà, ò.å.

ψ(ψ(x, y), z) = p ◦ ϕ[q ◦ p ◦ ϕ(q(x), y), z] =
p ◦ ϕ[q(x), p ◦ ϕ(q(y), z)] = ψ(x, ψ(y, z)). (9)

Äîêàçàòåëüñòâî:Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèè (8) b−1(x) âìåñòî x, b−1(y)
âìåñòî y, b−1(z) âìåñòî z. À òàêæå ïîëîæèì p = b ◦ c è q = a ◦ b−1.
Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (9).

Ñîîòíîøåíèå (9), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

ϕ[q ◦ p ◦ ϕ(q(x), y), z] = ϕ[q(x), p ◦ ϕ(q(y), z)].

Åñëè òåïåðü çàìåíèòü x íà q−1(x), òî ïîëó÷èì

ϕ[q ◦ p ◦ ϕ(x, y), z] = ϕ[x, p ◦ ϕ(q(y), z)]. (10)

Êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â ñîîòíîøåíèè (10) ìîæíî ñîêðà-
òèòü åùå íà îäíó. Ïîëîæèì â (10) y = y0, z = z0. Áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå âûøå: fy0ϕ (x) = fy0(x) = ϕ(x, y0). Ïîëó÷èì
fz0 ◦ q ◦ p ◦ fy0(x) = f ζ0(x) ãäå ζ0 = p(ϕ(y0, z0)). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
p = (q)−1 ◦ (fz0)−1 ◦ f ζ0 ◦ (fy0)−1. Â ðåçóëüòàòå âûðàæàåì p ÷åðåç q.
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Óòâåðæäåíèå 8: Ôóíêöèÿ x2 + x y íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèàññîöèàòèâíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî: Çàïèøåì óñëîâèå êâàçèàññîöèàòèâíîñòè â ôîðìå (10).
Ïîëó÷àåì(
q
(
p
(
x2 + xy

)))2
+ q

(
p
(
x2 + xy

))
z − x2 − xp

(
(q (y))2 + q (y) z

)
= 0.(11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî q(y) íå åñòü òîæäåñòâåííûé íîëü, îáîçíà÷èì X = x2 +

x y, Z = q(y)2 + q(y) z, òîãäà x = (
√
y2 + 4X − y)/2. Ò.å. ìû îò ïåðåìåí-

íûõ (x, y, z) ïåðåõîäèì ê ïåðåìåííûì (X, y, Z), è (11) ïðèìåò âèä

(q (p (X)))2 + q (p (X)) z −
(
−y/2 + 1/2

√
y2 + 4X

)2
−
(
−y/2 + 1/2

√
y2 + 4X

)
p (Z) = 0.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî y, ïîëó÷àåì(
−y +

√
y2 + 4X

)(
−y +

√
y2 + 4X + p (Z)

)
= 0.

Ýòî íåâîçìîæíî, ò.å. òàêèõ p è q íå ñóùåñòâóåò. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

4. Îá àññîöèàòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè îïðåäåëåíèÿìè ñåìåéñòâî êâàçèêîììóòàòèâ-
íûõ ôóíêöèé � ýòî G-îðáèòà ñåìåéñòâà êîììóòàòèâíûõ ôóíêöèé, à ñå-
ìåéñòâî êâàçèàññîöèàòèâíûõ ôóíêöèé � ýòî G-îðáèòà ñåìåéñòâà àññîöè-
àòèâíûõ ôóíêöèé.
Íåòðóäíî äàòü îïèñàíèå ñîâîêóïíîñòè êîììóòàòèâíûõ ôóíêöèé. Â àë-

ãåáðå C[x, y] ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò (x, y) ðÿäû, èíâàðèàíòíûå
îòíîñèòåëüíî òðàíñïîçèöèè T ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäàëãåáðó è, â ÷àñò-
íîñòè, ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âñÿêèé ðÿä èç C[x, y] ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû êîììóòàòèâíîé è àíòèêîììóòàòèâíîé êîìïîíåíòû.

z(x, y) = z+(x, y) + z−(x, y) =
z(x, y) + Tz(x, y)

2
+
z(x, y)− Tz(x, y)

2
.

Ñîîòâåòñòâåííî, P+ = (Id + T )/2, P− = (Id − T )/2 � ýòî ïðîåêòîðû
C[x, y] íà C[x, y]+ è íà C[x, y]−, ïîäïðîñòðàíñòâà êîììóòàòèâíûõ è àí-
òèêîììóòàòèâíûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, C[x, y]+, ñîâîêóïíîñòü êîììó-
òàòèâíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, � ýòî áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

À ÷òî íàì èçâåñòíî î ñòðîåíèè ñîâîêóïíîñòè àññîöèàòèâíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, ò.å. ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (7)?
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è íå êîíóñ.

Óòâåðæäåíèå 9. (a) Âñå àññîöèàòèâíûå ïîëèíîìû P (x, y) ñòåïåíè íå
âûøå ÷åì äâà ïðèñóòñòâóþò â ñëåäóþùåì ñïèñêå:
P1 = p+ pq(x+ y) + q (pq − 1) xy, P2 = (x+ y) + qxy, P3 = x, P4 = y.
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(b) Âñå ïîëèíîìû èç ýòîãî ñïèñêà ñîäåðæàòñÿ â Cl1.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîäñòàâëÿåì îáùèé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå äâóõ â
(7), ðåøàåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû è ïîëó-
÷àåì ïðèâåäåííûé âûøå íàáîð ðåøåíèé. Ýòî äîêàçûâàåò (a). Ïîëèíîìû
P3 è P4 ñîäåðæàòñÿ â Cl0. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëèíîìû P1 è P2 â óðàâíåíèå,
îïðåäåëÿþùåå Cl1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî âûïîëíåíî. Ýòî äîêàçûâàåò (b).

È.Â. Ìàðåñèí çàìåòèë, ÷òî åñëè â ñîîòíîøåíèè w = F (x, y) ñäåëàòü
ïðîèçâîëüíóþ ëîêàëüíî îáðàòèìóþ çàìåíó

x→ α(x), y → α(y), w → α(w), ò.å.

F (x, y)→ (α)−1(F (α(x), α(y)) =Mα(F (x, y)), (12)

òî ñâîéñòâî (7) àññîöèàòèâíîñòè ôóíêöèè F ñîõðàíèòñÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ
âèäà (12) � ýòî íåêîòîðàÿ ïñåâäîïîäãðóïïà â G, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì
M.

Óòâåðæäåíèå 10. ÄåéñòâèåM ñîõðàíÿåò êàê àññîöèàòèâíîñòü, òàê
è ñëîæíîñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî: Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà.

Óòâåðæäåíèå 11.

(a) Ïîëèíîìû P1 è P2 èç óòâåðæäåíèÿ 8 ïðèíàäëåæàòM-îðáèòå
(x+ y) èëè 0.
(b) Ïîëíûé ñïèñîê àññîöèàòèâíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå ÷åì äâà
ïî ìîäóëþM-äåéñòâèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä: 0, x, y, (x+ y).
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü q 6= 0, ïðèìåíÿÿ ê P2 ïðåîáðàçîâàíèå Mα ïðè
α(t) = t q−1, ïîëó÷àåì x + y + x y. Ïîëàãàÿ α(t) = t − 1 è ïðèìåíÿÿ ê
x + y + x y ïðåîáðàçîâàíèå Mα, ïîëó÷àåì x y. Ïîëàãàÿ α(u) = exp(u),
ïîëó÷àåì Mexp(x y) = x+ y.
Òåïåðü ðàññìîòðèì P1. Ïóñòü p q = 1, ò.å. P1 = p + x + y. Ïðèìåíÿÿ

ïðåîáðàçîâàíèå Mα ïðè α(t) = t − p, ïîëó÷àåì x + y. Åñëè p q 6= 1, òî
ïðèìåíÿÿMα ïðè α(t) = t+p/(1−pq), ïîëó÷àåì q (pq − 1)xy. Åñëè q = 0,
òî F1 = 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàÿ α(t) = t (q(pq − 1))−1, ïîëó÷àåì
x y è, äàëåå, x+ y.
Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (x, y) àññîöèà-

òèâíà (ò.å. óäîâëåòâîðÿåò (7)). Òîãäà
(a) N(F ) = 0 ⇔ ëèáî F (x, y) = const, ëèáî F = x, ëèáî F = y,
(b) N(F ) = 1 ⇔ F (x, y) = α−1(α(x) + α(y)), ãäå α(t) 6= const.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü N(F ) = 0. Åñëè F = const, òî ñîîòíîøåíèå (7),
î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ïóñòü F = F (x), ãäå F � íåïîñòîÿííà, òîãäà (7)
ïðèíèìàåò âèä F (F (x)) = F (x). Äëÿ íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî F (x) = x. Àíàëîãè÷íî, åñëè F = F (y), òî (7) ïðèíèìàåò âèä
F (z) = F (F (z)), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî F (y) = y. Ýòî äîêàçûâàåò (a).
Ïóñòü N(F ) = 1, ò.å F (x, y) = c(a(x)+b(y)), ãäå âñå òðè ôóíêöèè îäíî-

ãî ïåðåìåííîãî íåïîñòîÿííû. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèåMb−1 ê c(a(x)+
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b(y)) è ñìåíèì îáîçíà÷åíèÿ. À èìåííî, a(b−1) íà a è b(c) íà c. Òîãäà
ôóíêöèÿ ïðèìåò âèä F = c(a(x) + y). Çàïèñûâàÿ äëÿ íåå ñîîòíîøåíèå
(7), ïîëó÷èì

E = c (a (x) + c (a (y) + z))− c (a (c (a (x) + y)) + z) = 0 (13)

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∂

∂x
− a′(x) ∂

∂y
.

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà íåíóëåâîé ìíîæèòåëü c′(a(x) + c(a(y) + z)) a′(x)
ïîëó÷èì c′(a (y) + z) a′(y) = 1. Îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî c′ è a′ �
ïîñòîÿííû, ò.å a(x) = λx+µ, c(u) = u/λ+ ν. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè a è c â (7),
ïîëó÷èì

E =
(−λ+ 1) z − λ2ν − µλ+ νλ+ µ

λ2
= 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λ = 1 è ìû ïîëó÷àåì F (x, y) = (x+y)+p. Ïðèìåíÿÿ
ïðåîáðàçîâàíèåMα ïðè α(t) = t−p, ïîëó÷àåì x+y. Ýòî äîêàçûâàåò (b).

Â çàêëþ÷åíèå � âîïðîñ.

Âîïðîñ 13. Ñóùåñòâóþò ëè àññîöèàòèâíûå ôóíêöèè ñëîæíîñòè âûøå
÷åì îäèí?

Åñëè íåò, òî ïîëó÷åííîå íàìè îïèñàíèå àññîöèàòèâíûõ ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
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