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1. Ââåäåíèå

Èíòåðåñ ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà îáúÿñíÿåòñÿ êàê
ôóíäàìåíòàëüíîé çíà÷èìîñòüþ ïðîáëåìû, òàê è ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíè-
ÿìè, ñâÿçàííûìè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ ïåðñïåêòèâíûõ ëå-
òàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. Îäíîé èç òðóäíîñòåé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ åãî âûñîêàÿ ðàçìåðíîñòü(âðåìÿ, òðè êîîðäèíàòû â ôè-
çè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òðè êîîðäèíàòû â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå) è íåîáõî-
äèìîñòü ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, êîíñåðâàòèâíûõ ïî èíòåãðàëó ñòîëêíî-
âåíèé [1].

Ê íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-
íà îòíîñÿòñÿ ìåòîäû ïðÿìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî
(Direct Simulation Monte-Carlo, DSMC) [2]. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ DSMC ñëîæíî
ðåøàòü íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è, à ìîäåëèðîâàíèå äîçâóêîâûõ òå÷åíèé òðåáóåò
ñóùåñòâåííûõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ èç-çà ñòàòèñòè÷åñêîãî øóìà
[3, 4]. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïîäõîäû ñ òðóäîì îáîáùàþòñÿ äëÿ íåÿâíûõ ñõåì è ñõåì
ñ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âûøå, ÷åì ïåðâûé.

Íåäîñòàòêè ìåòîäîâ DSMC ñòèìóëèðóþò ðàçðàáîòêó ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ
ïðÿìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [5, 6, 7, 8, 9]. ×èñëî îïåðàöèé, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé ïðÿìûì ìåòîäîì, èìååò îöåíêó
O(N7) [10], ãäå N � ÷èñëî óçëîâ ñåòêè â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå â êàæäîì
êîîðäèíàòíîì íàïðàâëåíèè (ïðè ýòîì ïîäõîä èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè).
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè äèñêðåòíûõ ñêîðîñòåé è ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð ÷èñ-

ëî îïåðàöèé îöåíèâàåòñÿ êàê O(N
3
N3 logN), ãäå N ≪ N [11]. Äëÿ ðàñ÷åòà

èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäèò ìåòîä äèñêðåòíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [12, 13], âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû êîòîðîãî îöåíèâàþòñÿ
êàê O(N6 logN) [14]. Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà äëÿ ñòîëêíîâèòåëü-
íîãî ÿäðà ñïåöèàëüíîãî âèäà ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé îöåíêå ÷èñëà îïåðàöèé
O(N6) [15]. Òàêàÿ æå îöåíêà èìååò ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçðûâíîãî ìåòî-
äà Ãàëåðêèíà [16]. Ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ñòîëêíîâèòåëüíîãî îïåðàòîðà äëÿ ìàêñ-
âåëëîâñêèõ ìîëåêóë, ðàçâèòûé â ðàáîòå [17], ïðèâîäèò ê îöåíêå ÷èñëà îïåðà-
öèé O(N4). Îäíàêî ïîäõîä èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(N−1/2). Èñïîëüçîâàíèå
ñâîéñòâà öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè, áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Õåíëåëÿ ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî îïåðàöèé äî O(N2 logN) [18].
Ïðèìåíåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Êàðëåìàíà è ïðåîáðàçîâàíèé Ðàäîíà ïîçâîëÿåò ïî-
âûñèòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè äî O(N−2) ïðè ÷èñëå îïåðàöèé ïîðÿäêà O(N6 logN)
[19]. Â ïîäõîäå [20] ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ñòîëê-
íîâåíèé äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð, ñîñòàâëÿåò O(N6), à òî÷íîñòü ìåòîäà èìååò
ïîðÿäîê O(N−2).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüö-
ìàíà ñ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé îáùåãî âèäà ïðè ïîìîùè äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ
ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Îáñóæäàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìîäåëè äèñêðåòíûõ ñêîðîñòåé
(Discrete Velocity Model, DVM) äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé è ðàçëè÷-
íûõ ïîïðàâîê, ïîçâîëÿþùèõ îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè
(âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå). Îáñóæäàþòñÿ
îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà äëÿ ñëó÷àÿ, êî-
ãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè (îäíîðîäíûé ñëó÷àé)
è âåëè÷èíû ìîëåêóëÿðíîé ñêîðîñòè (èçîòðîïíûé ñëó÷àé). Ïðèâîäÿòñÿ ôðàã-
ìåíòû ïñåâäî-êîäà, ïîçâîëÿþùåãî ðåàëèçîâàòü èçëîæåííûé ïîäõîä.
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2. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà

Ó÷èòûâàÿ òîëüêî ïàðíûå ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ìîëåêóëàìè è ïîëàãàÿ ýòè
ñòîëêíîâåíèÿ óïðóãèìè, óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(t,x, ξ) â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ R+ â òî÷êå x ∈ R3 äëÿ
ìîëåêóë ñî ñêîðîñòüþ ξ ∈ R3

ξ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [21]

∂f

∂t
+ ξ · ∇f = Q(f, f),(1)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â îáëàñòè {t > 0, x ∈ R3, ξ ∈ R3
ξ}, ãäå

R3 � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, R3
ξ � ïðîñòðàíñòâî ñêîðîñòåé. Ôàçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî èìååò âèä R = R3 ∪R3
ξ . Ïðè ýòîì f(t,x, ξ)dt dx dξ îïðåäåëÿåò âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî â èíòåðâàëå âðåìåíè (t, t+ dt) ìîëåêóëà íàõîäèòñÿ â îêðåñò-
íîñòè dx ∈ R3 òî÷êè x è èìååò ïðèðàùåíèå dξ ∈ R3

ξ ñêîðîñòè ξ.
Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Q(f, f) =

∫
R3

ξ

∫
g·n<0

B(g,n)
[
f(ξ′)f(ξ′∗)− f(ξ)f(ξ∗)

]
dn dξ∗,(2)

ãäå ξ, ξ∗ ∈ R3
ξ � ñêîðîñòè ìîëåêóë äî ñòîëêíîâåíèÿ, ξ′, ξ′∗ ∈ R3

ξ � ñêîðîñòè
ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, g = ξ∗ − ξ � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñòàëêèâà-
þùèõñÿ ìîëåêóë, n ∈ R3 � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, íàïðàâëåííûé âäîëü
ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ñòàëêèâàþùèõñÿ ìîëåêóë, èìåþùèõ äî ñòîëêíî-
âåíèÿ ñêîðîñòè ξ è ξ∗. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííîé ξ∗ ∈ R3

ξ .

Ïîëàãàÿ ìîëåêóëû ìàêñâåëëîâñêèìè, ÿäðî ñòîëêíîâåíèé (îáúåìíûé ïîòîê
ìîëåêóë) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå [21]

B (|g · n|) = a2cs

(
|g · n|
cs

)θ

,(3)

ãäå a � ðàäèóñ ìîëåêóëû, cs � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë, θ ∈ N . Ïðè ýòîì θ =
1 äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð è θ = 0 äëÿ ÿäðà ñòîëêíîâåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîñòîÿííîé ÷àñòîòå ñòîëêíîâåíèé. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ìîëåêóëû ïðèîáðåòàþò
ñêîðîñòè

ξ′ = ξ + (g · n)n;
ξ′∗ = ξ∗ − (g · n)n.

Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñèììåòðèè íå÷åòíûå ìîìåíòû (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ,
òåïëîâîé ïîòîê) ïðèíèìàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, à ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïèñûâà-
åòñÿ ÷åòíûìè ìîìåíòàìè (äàâëåíèå, ýíåðãèÿ) [21]. Â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå
(ìàëûå ÷èñëà Êíóäñåíà) ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�
Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ìàëûå ÷èñëà Ìàõà) è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
÷åòíûìè ìîìåíòàìè. Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä, à åå èçìåíåíèå
çàâèñèò îò ÷åòíûõ ìîìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â ìåòî-
äå ðåøåòî÷íûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà (Lattice Boltzmann Method, LBM) [22] è
êâàäðàòóðíîì ìåòîäå ìîìåíòîâ (Quadrature Method of Moments, QMOM) [23].

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä [24, 25]. Äëÿ ïî-
âûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ è âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè
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(ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè) èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé çàïèñûâàåòñÿ ÷å-
ðåç êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ìîëåêóë. Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðåìëåíèÿ
ñèñòåìû ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä ê
ðàñ÷åòó ÷àñòîò ðåëàêñàöèè.

3. Ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå çà-
âèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà (1) äëÿ ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ f(t,x) ïðèíèìàåò âèä

∂f

∂t
= Q(f, f).(4)

Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé (2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Q(f, f) =

+∞∫
−∞

4π∫
0

S(q)B(q)
[
f(ξ′)f(ξ′∗)− f(ξ)f(ξ∗)

]
dn dξ∗,(5)

ãäå q = g · n, B(q) = B(|q|). Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ S(q) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
óïðîùåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

S(q) =

{
1, åñëè q < 0,

0, åñëè q > 0.

Äëÿ äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå îá èçîòðîïíîé ñèììåò-
ðèè ÿäðà ñòîëêíîâåíèé. Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ξ = ∥ξ∥ ∈ R+

ξ â ìîìåíò âðåìåíè

t ∈ R+. Ïðè ýòîì f(t, ξ)dt dξ îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â èíòåðâàëå
âðåìåíè dt ñêîðîñòü ìîëåêóëû íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå (ξ, ξ + dξ). Åäèíè÷íûå
âåêòîðà âäîëü íàïðàâëåíèé ξ è ξ∗, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

no =
ξ

∥ξ∥
, n∗ =

ξ∗
∥ξ∗∥

.

Çàìåíÿÿ ýëåìåíò èíòåãðèðîâàíèÿ dξ∗ íà ξ
2
∗dn∗ dξ∗, ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ñòîëê-

íîâåíèé (5) â âèäå

Q(f, f) =

+∞∫
0

4π∫
0

4π∫
0

(f ′f ′
∗ − ff∗)S(q)B(q)ξ2∗dn dn∗ dξ∗.(6)

Ïàðàìåòð q çàâèñèò îò íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ âåêòîðàìè n è n∗, è ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

q = ξ∗ · n− ξ · n = ξ∗ cosαy − ξ cosαx,

ãäå αx � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ξ è n, αy � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ξ∗ è n. Èñ-
ïîëüçóÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ x = cosαx è y = cosαy, ïîëó÷èì, ÷òî q = ξ∗y− ξx.
Â óðàâíåíèè (6) èñïîëüçóþòñÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ïîëàãàÿ, ÷òî ξ � ïîëÿð-
íàÿ îñü äëÿ dn è n � ïîëÿðíàÿ îñü äëÿ dn∗. Äëÿ ýëåìåíòîâ èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷èì, ÷òî dn = sinαxdαx dβx è dn∗ = sinαydαy dβy, ãäå βx è βy � ïîëÿðíûå
óãëû. Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé (6) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Q(f, f) =

+∞∫
0

2π∫
0

+1∫
−1

2π∫
0

+1∫
−1

(f ′f ′
∗ − ff∗)S(q)B(q)ξ2∗dx dβx dy dβy dξ∗.(7)
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Âîçâîäÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â êâàäðàò è ïîëàãàÿ, ÷òî q = g ·n,
äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõ ìîëåêóë ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

(ξ′)2 = ξ2 + q2 + 2qξx = ξ2(1− x2) + ξ2∗y
2;

(ξ′∗)
2 = ξ2∗ + q2 − 2qξ∗y = ξ2∗(1− y2) + ξ2x2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (f ′f ′
∗ − ff∗) íå çàâèñèò îò βx è βy, ïîëó÷èì

Q(f, f) = N(f, f)− ν(f)f.(8)

Çäåñü

N(f, f) = 4π2

+∞∫
0

ξ2∗

+1∫
−1

+1∫
−1

f(ξ′)f(ξ′∗)S(q)B(q)dx dy dξ∗;(9)

ν(f) = 4π2

+∞∫
0

f(ξ∗)ξ
2
∗

+1∫
−1

+1∫
−1

S(q)B(q)dx dy dξ∗.(10)

Ïåðåìåííûå x è y ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàìåòðû ñòîëêíîâåíèÿ. Ïàðàìåòðû
ñòîëêíîâåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â îáëàñòè Ω = [−1, 1] × [−1, 1]. Îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ Ω ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè Ωq>0 è Ωq<0, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
äëÿ q > 0 è q < 0, è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Ω = Ωq>0 ∪ Ωq<0. Ïîäîáëàñòè Ωq>0

è Ωq<0 ðàçäåëÿþòñÿ ëèíèåé y = (ξ/ξ∗)x, ñîîòâåòñòâóþùåé óñëîâèþ q = 0. Äëÿ
òî÷êè P = (xP , yP ) ∈ Ωq<0 ñóùåñòâóåò òî÷êà P∗, ñèììåòðè÷íàÿ èñõîäíîé îò-
íîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è èìåþùàÿ êîîðäèíàòû P∗ = (−xP , yP ) ∈ Ωq>0.
Ïîñêîëüêó B(q) = B(x, y), ïîëó÷èì, ÷òî B(P ) = B(P∗) è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå

+1∫
−1

+1∫
−1

S(q)B(q)dx dy =
1

2

+1∫
−1

+1∫
−1

B(q)dx dy.(11)

Ñêîðîñòè ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

ξ′ = ξ′(ξ, ξ∗, x, y) =
[
ξ2(1− x2) + ξ2∗y

2
]1/2

;

ξ′∗ = ξ′∗(ξ, ξ∗, x, y) =
[
ξ2∗(1− y2) + ξ2x2

]1/2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ′(P ) = ξ′(P∗) è ξ′∗(P ) = ξ′∗(P∗), ïîëó÷èì

+1∫
−1

+1∫
−1

f(ξ′)f(ξ′∗)S(q)B(q)dx dy =
1

2

+1∫
−1

+1∫
−1

f(ξ′)f(ξ′∗)B(q)dx dy.(12)

Ïîäñòàâëÿÿ (12) â (9) è (11) â (10), ïîëó÷èì

N(f, f) = 2π2a2c1−θ
s

+∞∫
0

ξ2∗

+1∫
−1

+1∫
−1

f(ξ′)f(ξ′∗) |ξ∗y − ξx|θ dx dy dξ∗;

ν(f) = 2π2a2c1−θ
s

+∞∫
0

f(ξ∗)ξ
2
∗

+1∫
−1

+1∫
−1

|ξ∗y − ξx|θ dx dy dξ∗.
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4. Ôîðìóëèðîâêà â ïðîñòðàíñòâå ýíåðãèè

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå âìåñòî ñêîðîñòè ìîëåêóëû èñïîëüçóåòñÿ åå êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ E = ξ2/2. Ïðè ýòîì f(t, E)dt dE îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â èíòåðâàëå âðåìåíè dt êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîëåêóëû íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå
(E,E + dE). Ïîëàãàÿ êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ìîëåêóë äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ
ðàâíûìè E = ξ2/2, E∗ = ξ2∗/2, E

′ = ξ′2/2 è E′
∗ = ξ′2∗ /2, ïîëó÷èì

N(f, f) = Fc−θ
s

+∞∫
0

E
1/2
∗

+1∫
−1

+1∫
−1

f(E′)f(E′
∗)
∣∣∣yE1/2

∗ − xE1/2
∣∣∣θ dx dy dE∗;

ν(f) = Fc−θ
s

+∞∫
0

f(E∗)E
1/2
∗

+1∫
−1

+1∫
−1

∣∣∣yE1/2
∗ − xE1/2

∣∣∣θ dx dy dE∗.

Çäåñü F = 2(θ+3)/2π2a2c2s (ïàðàìåòð èìååò ðàçìåðíîñòü îáúåìíîãî ðàñõîäà).
Êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

E′ = E(1− x2) + E∗y
2;

E′
∗ = Ex2 + E∗(1− y2).

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñâîéñòâî ãàçà Φ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [21]

Φ(t) = 4π
√
2

+∞∫
0

ϕ(E)fE1/2dE,(13)

ãäå ϕ(E) � ôóíêöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë. Èçìåíåíèå ìàêðîñêîïè-
÷åñêîãî ñâîéñòâà ñðåäû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dΦ

dt
=

+∞∫
0

Q(f, f)ϕ(ξ)dξ = 4π
√
2

+∞∫
0

Q(f, f)ϕ(E)E1/2dE.(14)

Óðàâíåíèå (14) çàïèñûâàåòñÿ â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

dΦ

dt
= ⟨ϕ(E), f(E′)f(E′

∗)− f(E)f(E∗)⟩ ,(15)

ãäå

⟨ϕ, φ⟩
4π

√
2Fc−θ

s

=

+∞∫
0

+∞∫
0

+1∫
−1

+1∫
−1

∣∣∣yE1/2
∗ − xE1/2

∣∣∣θ ϕφ(EE∗)
1/2dx dy dE∗ dE.

Íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ñâîéñòâà ñðåäû íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè îñðåä-
íåíèÿ. Ìåíÿÿ ìåñòàìè E è E∗, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = cosαx = no ·n è y = cosαy =
n∗ · n è ïåðåñòàâëÿÿ ïåðåìåííûå x è y, óðàâíåíèå (15) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

dΦ

dt
= ⟨ϕ(E∗), f(E

′)f(E′
∗)− f(E)f(E∗)⟩ .(16)
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Ïåðåñòàâëÿÿ ñêîðîñòè ìîëåêóë äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, äëÿ ïàðàìåòðîâ ñòîëê-
íîâåíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

x′ =
ξ′ · n
∥ξ′∥

= y

[
E∗

E(1− x2) + E∗y2

]1/2
;

y′ =
ξ′∗ · n
∥ξ′∗∥

= x

[
E

Ex2 + E∗(1− y2)

]1/2
.

Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà y′(E′
∗)

1/2 − x′(E′)1/2 = xE1/2 − yE
1/2
∗ ãàðàíòèðóåò, ÷òî

èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
Ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ïåðåõîä (E,E∗, x, y) → (E′, E′

∗, x
′, y′) è ïîçâîëÿþò

íàéòè ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì

dx′ dy′ dE′
∗ dE

′ =

(
EE∗

E′E′
∗

)1/2

dx dy dE∗ dE.

Óðàâíåíèå (16) ïðèîáðåòàåò âèä

dΦ

dt
= −⟨ϕ(E′), f(E′)f(E′

∗)− f(E)f(E∗)⟩ .(17)

Èç óðàâíåíèé (15), (16) è (17) ñëåäóåò, ÷òî

dΦ

dt
= ⟨ϕ(E) + ϕ(E∗)− ϕ(E′)− ϕ(E′

∗), f(E
′)f(E′

∗)− f(E)f(E∗)⟩ .(18)

Óðàâíåíèå (18) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ϕ(E) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè ñòîëêíîâå-
íèÿõ ìîëåêóë (èíâàðèàíò ñòîëêíîâåíèé), òî ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñâîéñòâî ñðåäû
íå çàâèñèò îò âðåìåíè (ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè).

Ïîëàãàÿ ϕ(E) = ϕp = Ep â ñîîòíîøåíèè (13), ðàññìîòðèì ìîìåíòû, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Φp(t) = 4π
√
2

+∞∫
0

fEp+1/2dE.(19)

Ïîñêîëüêó ϕ0 = 1 è ϕ1 = E ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ñòîëêíîâåíèé, ñâîéñòâî
êîíñåðâàòèâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìîìåíòîâ Φ0 è Φ1, ïîýòîìó dΦ0/dt = 0
è dΦ1/dt = 0. Ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
÷èñëîâîé ïëîòíîñòè ìîëåêóë è óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè

n = Φ0 = 4π
√
2

+∞∫
0

fE1/2dE;(20)

e =
Φ1

Φ0
=

4π
√
2

n

+∞∫
0

fE3/2dE =

∫ +∞
0

E3/2dE∫ +∞
0

E1/2dE
.(21)

Èíâàðèàíòû ñòîëêíîâåíèé ϕ0 = 1 è ϕ1 = E è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà n è e èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ fE òàêîé, ÷òî Q(fE , fE) = 0 (óñëîâèå ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ). Ïîëàãàÿ
fE = exp[−(c0ϕ0+c1ϕ1)], ãäå c0 è c1 � ïîñòîÿííûå, äëÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé
Q(f, f) ∝ f ′f ′

∗ − ff∗ ïîëó÷èì

Q(fE , fE) ∝ exp [−c1(E
′ + E′

∗)]− exp [−c1(E
′ + E′

∗)] = 0.
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Ïîñòîÿííûå c0 è c1 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (20) è (21).
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìå-
åò âèä

fE =
n

(2πEB)3/2
exp

(
− E

EB

)
,(22)

ãäå EB = 2e/3. Äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì P = 2ne/3 = nEB. Äëÿ
èäåàëüíîãî ãàçà P = nkBT , ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà,
ïîýòîìó 2e/3 = EB = kBT . Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Cv = e/T , ïîýòîìó Cv = 3kB/2 äëÿ îäíîàòîìíîãî
ãàçà.

5. Óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ

Äëÿ óäîáñòâà óðàâíåíèå (15) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

dΦ

dt
= ⟨ϕ(E), f(E′)f(E′

∗)⟩ − ⟨ϕ(E), f(E)f(E∗)⟩ .(23)

Ïðîèçâåäåíèå ⟨ϕ, φ⟩ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñòîëêíîâåíèé è äîïóñêàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå ÷åðåç ñêîðîñòè ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ⟨ϕ, φ⟩′. Îáðàòíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò (E′, E′

∗, x
′, y′) → (E,E∗, x, y) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

E = E′ (1− x′2)+ E′
∗y

′2;

E∗ = E′x′2 + E′
∗
(
1− y′2

)
.

Ïàðàìåòðû ñòîëêíîâåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

x = y′
[

E′
∗

E′(1− x′2) + E′
∗y

′2

]1/2
;

y = x′
[

E′

E′x′2 + E′
∗(1− y′2)

]1/2
.

Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ϕ(E) = ϕ[E(E′, E′

∗, x
′, y′] â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (23), êîòîðîå

ïðèîáðåòàåò âèä

⟨ϕ(E), f(E′)f(E′
∗)⟩ = ⟨ϕ[(E(E′, E′

∗, x
′, y′)], f(E′)f(E′

∗)⟩
′
.(24)

Îïóñêàÿ øòðèõ â ñîîòíîøåíèè (24), çàïèøåì óðàâíåíèå (25) â âèäå

dΦ

dt
=
⟨
ϕ[E(1− x2) + E∗y

2]− ϕ(E), f(E)f(E∗)
⟩
.(25)

Óðàâíåíèå (25) èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå ìîìåíòîâ [23].

6. Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè

Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé è îñîáåííîñòè ÷èñ-
ëåííîãî ðåàëèçàöèè ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé.
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6.1. Äèñêðåòèçàöèÿ îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé. Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë E ÷åðåç EM è ðàçîáüåì èíòåðâàë [0, EM ]
íà M ðàâíûõ ÷àñòåé ñ øàãîì ∆E = EM/M . Äëÿ èäåíòèôèêàöèè êàæäîé ðàñ-
÷åòíîé ÿ÷åéêè èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñ 1 6 i 6 M . Çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
â ÿ÷åéêå i íàõîäèòñÿ êàê Ei = (i−1/2)∆E, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç fi = f(Ei). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ
÷àñòîòû ðåëàêñàöèè â êàæäîé ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêå ν̃i äëÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ fi èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ [24]

νi = ν(fi) ≈ νi = F̃∆E
M∑
j=1

fjE
1/2
j Aij .(26)

Çäåñü

Aij = ∆E−θ/2

+1∫
−1

+1∫
−1

∣∣∣yE1/2
j − xE

1/2
i

∣∣∣θ dx dy;
F̃ = F

[
(∆E)1/2

cs

]θ
= 2(θ+3)/2π2a2cs

[
(∆E)1/2

cs

]θ
.

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, êîýôôèöèåíòû â (26) íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Aij(θ) = 2(∆E)−θ/2

∣∣∣E1/2
i + E

1/2
j

∣∣∣2+θ

−
∣∣∣E1/2

i − E
1/2
j

∣∣∣2+θ

E
1/2
i E

1/2
j (2 + 3θ + θ2)

.(27)

Ïðè θ = 0 ïîëó÷èì, ÷òî Aij(0) = 4. Ïðè θ = 1 èìååì

Aij(1) =
1

(∆E)1/2


2E

1/2
j +

2

3
EiE

−1/2
j , åñëè Ei 6 Ej ,

2E
1/2
i +

2

3
EjE

−1/2
i , åñëè Ei > Ej .

Â ðàñ÷åòàõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèÿ Ei/∆E = i−1/2 è Ej/∆E = j−1/2.
Èñïîëüçóÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ àïïðîêñèìàöèþ, íàéäåì ÷èñëåííîå çíà÷åíèå

÷àñòîòû ðåëàêñàöèè â êàæäîé ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêå Ñi äëÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ fi èç ñîîòíîøåíèÿ

Ni = N(fi, fi) ≈ Ñi = F̃∆E

M∑
j=1

E
1/2
j

M∑
k=1

M∑
l=1

fkflB
kl
ij .(28)

Çäåñü

Bkl
ij = ∆E−θ/2

∫
Ωkl

ij

∣∣∣yE1/2
j − xE

1/2
i

∣∣∣θ dx dy.
Îáëàñòü Ωkl

ij îïðåäåëÿåòñÿ êàê îêðåñòíîñòü òî÷êè (x, y) ∈ Ω, â êîòîðîé êèíå-

òè÷åñêèå ýíåðãèè ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ Ẽ′(x, y) è Ẽ′
∗(x, y) äîïóñêàþò
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êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïðåäñòàâëåíèå â ìàëîé îáëàñòè îêîëî òî÷êè (Ek, El). Êè-
íåòè÷åñêèå ýíåðãèè ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

Ẽ′(x, y) = Ei(1− x2) + Ejy
2;

Ẽ′
∗(x, y) = Ej(1− y2) + Eix

2.

Íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû èçìåíåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Ek− = (k − 1)∆E

è Ek+ = k∆E. Òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò ê îáëàñòè Ωkl
ij , åñëè òî÷êà (Ẽ′, Ẽ′

∗)
ïðèíàäëåæèò ê îáëàñòè [Ek−, Ek+] × [El−, El+], ÷òî ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ
óñëîâèé

Ek− 6 Ei(1− x2) + Ejy
2 6 Ek+;

El− 6 Ej(1− y2) + Eix
2 6 El+.

Ïîñêîëüêó Ẽ′
∗ = Ẽ′

∗(Ẽ
′) = Ei+Ej−Ẽ′, òî òîëüêî ñåãìåíò ôóíêöèè Ẽ′

∗ = Ẽ′
∗(Ẽ

′)
ëåæèò âíóòðè óêàçàííîé îáëàñòè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè Ωkl
ij ðàçðåøàåòñÿ ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé

Ω+ =
{
(x, y) ∈ Ω : Ei(1− x2) + Ejy

2 6 Ek+

}
;

Ω−∞ =
{
(x, y) ∈ Ω : Ei(1− x2) + Ejy

2 > Ek−
}
;

Ωkl
ij = Ω+ ∩ Ω−∞.

Îáëàñòè Ω+ è Ω−∞ îãðàíè÷åíû äâóìÿ ãèïåðáîëàìè, à îáëàñòü Ωkl
ij ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé èõ ïåðåñå÷åíèå. Òàêîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îáëàñòè Ωkl
ij ÿâëÿåòñÿ

íåýôôåêòèâíûì, ïîñêîëüêó òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ äâóõ îáëàñòåé Ω+ è Ω−∞.
Äëÿ óäîáñòâà îáëàñòü Ωkl

ij íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ðàçðåøåíèÿ ñîîòíîøåíèé

Ω+ =
{
(x, y) ∈ Ω : Ei(1− x2) + Ejy

2 6 Ek+

}
;

Ω− =
{
(x, y) ∈ Ω : Ei(1− x2) + Ejy

2 6 Ek−
}
;

Ωkl
ij = Ω+ − Ω−.

Èíòåãðàëû ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îáëàñòÿì íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

Bkl
ij = C(Ek+)− C(Ek−).(29)

Çäåñü

C(Ek±) = ∆E−θ/2

∫
Ω±(Ek±)

∣∣∣yE1/2
j − xE

1/2
i

∣∣∣θ dx dy.
Ôîðìà îáëàñòåé Ω± íà ïëîñêîñòè (x, y) çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè Ei, Ej , Ek− è Ek+. Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ
øåñòü ñëó÷àåâ

C(Ek±) =



C1(Ei, Ej , Ek±), åñëè Ek± 6 Ei 6 Ej ;

C2(Ei, Ej , Ek±), åñëè Ei 6 Ek± 6 Ej ;

C3(Ei, Ej , Ek±), åñëè Ei 6 Ej 6 Ek±;

C1(Ej , Ei, Ek±), åñëè Ek± 6 Ej 6 Ei;

C2(Ej , Ei, Ek±), åñëè Ej 6 Ek± 6 Ei;

C3(Ej , Ei, Ek±), åñëè Ej 6 Ei 6 Ek±.
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Ïðèìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü
òîëüêî òðè ñëó÷àÿ.

6.2. Ñëó÷àé 1 (Ek± 6 Ei 6 Ej). Îáëàñòü Ω± èìååò âèä

x2

a2±
− y2

b2±
> 1,

ãäå a± = (1 − Ek±/Ei)
1/2, b± = [(Ei − Ek±)/Ej ]

1/2. Îáëàñòü Ω± ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé äâå ïîëîñû ìåæäó äâóìÿ ãèïåðáîëàìè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà
âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè íà ïëîñêîñòè (x, y).
Ðàññìàòðèâàÿ îäíó ïîëîñó, äëÿ êîòîðîé q(Ei, Ej) 6 0, ôóíêöèÿ C1(Ei, Ej , Ek±)
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

C(Ei, Ej , Ek±) = 2∆E−θ/2

+1∫
a±

+c±(x)∫
−c±(x)

∣∣∣yE1/2
j − xE

1/2
i

∣∣∣θ dy dx,
ãäå

c±(x) =

(
Eix

2 − Ei + Ek±

Ej

)1/2

.

Ïðè θ ∈ N ñîîòíîøåíèÿ äëÿ C1 = C1(θ) ïîëó÷àþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå:
� ïðè θ = 0

C1(0) = 2

+1∫
a±

+c±(x)∫
−c±(x)

(
xE

1/2
i − yE

1/2
j

)
dy dx =

= 2
E

1/2
k±

E
1/2
j

+
Ei − Ek±

E
1/2
i E

1/2
j

ln

(
E

1/2
i − E

1/2
k±

E
1/2
i + E

1/2
k±

)
;(30)

� ïðè θ = 1

C1(1) =
2

∆E1/2

+1∫
a±

+c±(x)∫
−c±(x)

(
xE

1/2
i − yE

1/2
j

)
dy dx =

=
4

3∆E1/2

E
3/2
k±

E
1/2
i E

1/2
j

.(31)

Ïðè Ek− = 0 ïîëó÷èì, ÷òî C1(0) = C1(1) = 0. Ïðè ïðîèçâîëüíîì θ èñïîëüçó-
þòñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

6.3. Ñëó÷àé 2 (Ei 6 Ek± 6 Ej). Îáëàñòü Ω± èìååò âèä

y2

b2±
− x2

a2±
6 1,

ãäå a± = (Ek±/Ei − 1)1/2, b± = [(Ek± − Ei)/Ej ]
1/2. Îáëàñòü Ω± ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé äâå ïîëîñû ìåæäó äâóìÿ ãèïåðáîëàìè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ðàáîòû ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè íà ïëîñêîñòè (x, y). Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îäíà ïîëîñà, äëÿ êîòîðîé q(Ei, Ej) 6 0. Èíòåãðàë ïî îáëàñòè Ω±
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çàâèñèò îò êîîðäèíàò òî÷åê (xI , yI), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñå÷åíèþ ãèïåðáîë è
ïðÿìûõ yI = ±1. Ïðè ýòîì xI = ±e±, ãäå

e± =

(
1 +

Ej − Ek±

Ei

)1/2

.

Ïðè Ej > Ek±, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ e± > 1, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (xI , yI)
ëåæèò çà ïðåäåëàìè îáëàñòè Ω±. Ôóíêöèÿ C2(Ei, Ej , Ek±) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

C2(Ei, Ej , Ek±) = 2∆E−θ/2

+1∫
−1

d(x)∫
−c±(x)

∣∣∣xE1/2
i − yE

1/2
j

∣∣∣θ dy dx,
ãäå d(x) = x(Ei/Ej)

1/2.
Ïðè θ ∈ N ñîîòíîøåíèÿ äëÿ C2 = C2(θ) ïîëó÷àþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå:
� ïðè θ = 0

C2(0) = 2
E

1/2
k±

E
1/2
j

+
Ek± − Ei

E
1/2
i E

1/2
j

ln

(
E

1/2
k± + E

1/2
i

E
1/2
k± − E

1/2
i

)
;(32)

� ïðè θ = 1

C2(1) = 2
3Ek± − Ei

3∆E1/2E
1/2
j

.(33)

Ïðè Ek− = 0 ïîëó÷èì, ÷òî C1(0) = C1(1) = 0. Ïðè ïðîèçâîëüíîì θ èñïîëüçó-
þòñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

6.4. Ñëó÷àé 3 (Ei 6 Ej 6 Ek±). Îáëàñòü Ω± èìååò âèä

y2

b2±
− x2

a2±
6 1,

ãäå a± = (Ek±/Ei − 1)1/2, b± = [(Ek± − Ei)/Ej ]
1/2. Îáëàñòü Ω± ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé êîìáèíàöèþ äâóõ ãèïåðáîë è ãðàíèö îáëàñòè Ω. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà
âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû ó÷èòûâàåòñÿ ñâîéñòâî ñèììåòðèè íà ïëîñêîñòè (x, y).
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ïîäîáëàñòü, äëÿ êîòîðîé q(Ei, Ej) 6 0. Ïîñêîëüêó Ej 6
Ek±, e± 6 1, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (xI , yI) ìåæäó ãèïåðáîëàìè è ïðÿìûìè
yI = ±1 ëåæèò âíóòðè îáëàñòè Ω±. Òîãäà

C3(Ei, Ej , Ek±) = 2∆E−θ/2

−e±∫
−1

d(x)∫
−1

(
xE

1/2
i − yE

1/2
j

)θ
dy dx+

+∆E−θ/2

+e±∫
−epm

d(x)∫
−c±(x)

(
xE

1/2
i − yE

1/2
j

)θ
dy dx+

+ 2∆E−θ/2

+1∫
+e±

d(x)∫
−1

(
xE

1/2
i − yE

1/2
j

)θ
dy dx,

ãäå d(x) = x(Ei/Ej)
1/2.

Ïðè θ ∈ N ñîîòíîøåíèÿ äëÿ C3 = C3(θ) ïîëó÷àþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå:
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� ïðè θ = 0

C3(0) = 4− 2

(
Ei + Ej − Ek±

Ei

)1/2

−

− 2
Ei − Ek±

E
1/2
i E

1/2
j

ln

{
E

1/2
j + (Ei + Ej − Ek±)

1/2

[Ej − (Ei + Ej − Ek±)]
1/2

}
;(34)

� ïðè θ = 1

C3(1) =
2

∆E1/2

[
E

1/2
j +

Ei

3E
1/2
j

− 2

3E
1/2
i E

1/2
j

(Ei + Ej − Ek±)
3/2

]
.(35)

Ïðè Ek+ = Ei + Ej ïîëó÷èì, ÷òî C3(0) = Aij(0) è C3(1) = Aij(1). Ïðè ïðîèç-
âîëüíîì θ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

7. Ìåòîä äèñêðåòíûõ ñêîðîñòåé

Îáëàñòü Ωkl
ij îïðåäåëÿåòñÿ êàê îêðåñòíîñòü òî÷åê (x, y) ∈ Ω, â êîòîðûõ äëÿ

êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ìîëåêóë äî ñòîëêíîâåíèÿ (Ei, Ej) êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè

ìîëåêóë ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ Ẽ′
i(x, y) è Ẽ′

∗(x, y) íàõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè óçëà
(Ek, El). Äîïóñêàåòñÿ, â òîì ÷èñëå, ïóñòàÿ îáëàñòü Ωkl

ij . Ïðè Ei + Ej < EM

êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ïîïàäàþò âíóòðü ñåòêè äëÿ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè. Ïðè Ei +Ej > EM íåêîòîðûå êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ
âîçìîæíûìè ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî îíè îêàçûâàþòñÿ âíå ðàññìàòðè-
âàåìîé ñåòêè è èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ
ïðèâîäÿò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî

� ïðè Ei + Ej 6 EM

M∪
k=1

M∪
l=1

Ωkl
ij = Ω;

� ïðè Ei + Ej > EM

M∪
k=1

M∪
l=1

Ωkl
ij < Ω.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
� ïðè Ei + Ej 6 EM

M∑
k=1

M∑
l=1

Bkl
ij = Aij ;

� ïðè Ei + Ej > EM

M∑
k=1

M∑
l=1

Bkl
ij < Aij .

Ïðè Ei + Ej 6 EM çíàê ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ
÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè íà äèñêðåòíîé ðåøåòêå (ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè).
Ïðè Ei+Ej > EM êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè äî ñòîëêíîâåíèÿ, êîòîðûå íå ïîïàäà-
þò âíóòðü ñåòêè, èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê èñêëþ÷åíèþ
èç ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.
Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë [0, EM/2].
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Ââåäåì ìàòðèöó

Âij =

M∑
k=1

M∑
l=1

Bkl
ij .(36)

Ñîîòíîøåíèå (26) ïðèíèìàåò âèä

νi ≈ ν̃i = F∆E

M∑
j=1

fiE
1/2
j Âij .(37)

Ïîëàãàÿ Q̃i = Ñi − ν̃ifi è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (28) è (37), ïîëó÷èì

Qi = Q(fi, fi) ≈ Q̃i = F̃∆E
M∑
j=1

E
1/2
j

(
M∑
k=1

M∑
l=1

fkflB
kl
ij − fifjÂij

)
.(38)

Ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Q̃i. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî dE′

∗, dE
′, dE∗, dE äîïóñêàþò ïðèáëèæåíèå ∆E, ïîëó÷èì

dx′ dy′ =

[
EiEj

Ẽ′(x, y)Ẽ′
∗(x, y)

]1/2
dx dy ≈

(
EiEj

EkEl

)1/2

dx dy.

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ
ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ (äàæå â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ñâîé-
ñòâà êîíñåðâàòèâíîñòè íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå). Äëÿ ââåäåíèÿ ïîïðàâêè

ê ìåòîäó äèñêðåòíûõ ñêîðîñòåé óìíîæèì è ðàçäåëèì ñîîòíîøåíèå (38) íà E
1/2
i ,

÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∂fi
∂t

=
F∆E2

E
1/2
i

M∑
j,k,l=1

Γkl
ij (fkfl − fifj) .(39)

Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ ÷àñòîò èìååò âèä

Γkl
ij =

(EiEj)
1/2

∆E
Bkl

ij .(40)

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñâîéñòâî

Γkl
ij = Γkl

ji ≈ Γij
kl.

Òðåáóåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ ÷àñòîò óäîâëåòâîðÿëà ñâîéñòâó ñèììåò-
ðè÷íîñòè [26]. Â îáùåì èìååòñÿ 4! = 24 âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ i, j,
k è l, íî òîëüêî âîñåìü ïåðåñòàíîâîê ãàðàíòèðóþò êîíñåðâàòèâíîñòü êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè. Ïðè ñîâïàäåíèè äâóõ èíäåêñîâ (i = j èëè k = l) òîëüêî ÷åòûðå
ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ãàðàíòèðóþò êîíñåðâàòèâíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.
Ìíîæåñòâî ïåðåõîäíûõ ÷àñòîò {Γkl

ij} îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ
(i, j, k, l), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó êîíñåðâàòèâíîñòè. Ïîïðàâêà ê ìå-
òîäó äèñêðåòíûõ ñêîðîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∀(i, j, k, l) : Γkl
ij ∈ {Γkl

ij}, Γ̃kl
ij = {Γkl

ij}.

×åðòà îçíà÷àåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà. Â ýòîì
ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

Γ̃kl
ij = Γ̃kl

ji = Γ̃ij
kl.(41)
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Ïðè ýòîì

B̃kl
ij =

∆E

(EiEj)1/2
Γ̃kl
ij ;(42)

Ãkl
ij =

M∑
k=1

M∑
l=1

B̃kl
ij .(43)

Òàêèå îïðåäåëåíèÿ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-

ãèÿ ñîõðàíÿþòñÿ íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå. Äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èí ν̃i è Q̃i

èñïîëüçóþòñÿ B̃kl
ij è Ãkl

ij âìåñòî Bkl
ij è Âkl

ij . Ïðè èñïîëüçîâàíèè DVM ïîïðàâêè

Ãkl
ij ̸= Aij ïðè Ei + Ej 6 EM (õîòÿ Âkl

ij = Aij). Ñõîæèå èäåè èñïîëüçóþòñÿ â
ìåòîäå ðåøåòî÷íûõ óðàâíåíèé Áîëüöìàíà, â êîòîðîì êîíñåðâàòèâíîñòü ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îáåñïå÷èâàåòñÿ íà ðåøåòêàõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè [22].

8. Ðàñ÷åò ìîìåíòîâ

Äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì (19), ïðèìåíÿåòñÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòèìûì ñ ðàñ÷åòîì
èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé Q(f, f) = N(f, f) − νf . Ñâîéñòâî, îïèñûâàåìîå ñîîò-
íîøåíèåì (41), èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìà-
öèè. Èñïîëüçóÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ àïïðîêñèìàöèþ, çàïèøåì óðàâíåíèå (19)
â âèäå

Φp ≈ Φ̃p = 4π
√
2∆E

M∑
i=1

fiE
p+1/2
i .(44)

Ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, çà èñêëþ÷åíèåì îïðå-
äåëåíèÿ óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Íà äèñêðåòíîì óðîâíå óñëîâèå ëî-
êàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê (fE)i = fE(Ei). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî
ñîâïàäåíèå äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ óçëîâûìè çíà÷åíè-
ÿìè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè fE , îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (22). Ïðèìåíåíèå

ïîäõîäà äàåò Φ̃0[(fE)i] ̸= n è Φ̃1[(fE)i] ̸= ne, ãäå n è e îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè (20) è (21), ÷òî îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ÷èñëåííóþ ïîãðåøíîñòü.

Äëÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fi ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñ = Φ̃0(fi) è

ñẽ = Φ̃1(fi). Ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(f̃E)i = exp [−(c̃0 + c̃1Ei)] .(45)

Ïîñòîÿííûå c̃0 è c̃1 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

Φ̃0[(f̃E)i] = ñ, Φ̃1[(f̃E)i] = ñẽ.

Ðåêóðñèâíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî ÷èñëî ÷àñòèö è ýíåðãèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðè èçâåñòíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé) èñïîëüçóþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ ñ = Φ0(f) è ñẽ = Φ1(f).

9. Óðàâíåíèå BGK

Äëÿ îïèñàíèÿ óñëîâèé, áëèçêèõ ê ðàâíîâåñíûì, èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííîå

ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé Q̃i. Äëÿ ðàñ÷åòà ÷àñòîòû ðåëàêñàöèè,
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îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (37), èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Âìåñòî êîýôôèöèåíòîâ Âij â ñîîòíîøåíèè (37) èñïîëüçóþòñÿ Aij , à
÷àñòîòà ðåëàêñàöèè íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ν̃i = (νE)i, ãäå

(νE)i = F̃∆E
M∑
j=1

AijE
1/2
j (f̃E)j .(46)

Âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (38) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Q̃i ≈ (Q̃B)i = (νE)i

[
(f̃E)i − fi

]
.(47)

×àñòîòà (νE)i çàâèñèò îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîëåêóë Ei. Â ñëó÷àå ïîñòî-
ÿííîãî ÿäðà (θ = 0), êîãäà Aij(0) = 4, ïîëó÷èì

νE(0) = 4F̃∆E
M∑
j=1

E
1/2
j (f̃E)j =

F̃ ñ

π
√
2
=

Fñ

π
√
2
.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ðåëàêñàöèè νE(0) çàâèñèò òîëüêî îò êîíöåíòðàöèè ìî-
ëåêóë. Äëÿ ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð (θ = 1) èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ îøèáîê. Â
ïðåäåëüíîì ñëó÷àå äëÿ âûñîêèõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïðè Ei > Ej èìååì

lim
Ei→EM

(νE)i(1) =
2E

1/2
i

cs
F∆E

M∑
j=1

E
1/2
j (f̃E)j =

Fñ

π
√
2

E
1/2
i

2cs
.

Ïðèáëèæåíèå BGK (Bhatnagar�Gross�Krook), ñîîòâåòñòâóþùåå ïîñòîÿííîé
÷àñòîòå ðåëàêñàöèè, èìååò âèä [1]

(Q̃BGK)i = νBGK

[
(f̃E)i − fi

]
.

Äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåòñÿ νBGK = (νE)1, ãäå (νE)1 ñîîòâåòñòâóåò (νE)i ïðè
E1 = ∆/2. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî νBGK = limE→0 νE(E).

10. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó èíòå-
ãðàëà ñòîëêíîâåíèé, à òàêæå ñòðóêòóðû äàííûõ è âîçìîæíûå ïóòè ñîêðàùåíèÿ
òðåáîâàíèé ê âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì.

10.1. Îñíîâíûå øàãè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ðåàëèçóåòñÿ â âèäå
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ.

1. Çàäàíèå âõîäíûõ äàííûõ è ðàñ÷åò íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ.
2. Çàäàíèå ñåòêè è èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ðàñ÷åò øàãà ñåòêè

è øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè.
3. Èíèöèàëèçàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â óçëàõ ñåòêè ïðè ïîìîùè ñîîò-

íîøåíèÿ (48).
4. Ôîðìèðîâàíèå ñòðóêòóðû B(i,j), êîòîðàÿ ñîäåðæèò êàê ýëåìåíòû ìàòðè-

öû Bij , òàê è ðÿä ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ óïðîùåíèÿ äîñòóïà ê äàííûì.
Ìàòðèöà Bij èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ÷ëåíà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, îòâåò-
ñòâåííîãî çà ïðèîáðåòåíèå ìîëåêóëàìè ýíåðãèè (gain term). Ïðîèçâîäèòñÿ âû-
çîâ ôóíêöèè B_Hard_Sphere_Model, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî óçëîâ
ñåòêè M . Ýòà ôóíêöèÿ ñ÷èòûâàåò äàííûå èç âíåøíåãî ôàéëà ïðè åãî íàëè-
÷èè ëèáî âûçûâàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ B_Hard_Sphere_Model_Creator,
êîòîðàÿ ïðîèçâîäèò íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû çàïèñûâàþòñÿ âî
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âíåøíèé ôàéë äëÿ ïîñëåäóþùåãî äîñòóïà ê äàííûì. Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ïî
ðàçëè÷íûì ôîðìóëàì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè DVM è ìîäåëè, ó÷èòûâàþ-
ùåé ïîïðàâêó íà êîíñåðâàòèâíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè (ñòðóêòóðà ôàéëîâ
è èõ èìåíà ðàçëè÷àþòñÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ).

4.1. Ðàñ÷åò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Bij ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè âûçîâà ôóíê-
öèè B_Hard_Sphere_Model_Creator, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî óçëîâ
ñåòêèM . Ýòà æå ôóíêöèÿ ïðèñâàèâàåò çíà÷åíèÿ ýëåìåíòàì ñòðóêòóðû B(i,j).
Ðàñ÷åò ýëåìåíòîâ Bkl

ij èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (29).
4.2. Ïðîèçâîäèòñÿ âûçîâ ôóíêöèè C_Hard_Sphere_Model, ïàðàìåòðàìè êî-

òîðîé ÿâëÿþòñÿ ýíåðãèè Ei, Ej , Ek+ äëÿ ðàñ÷åòà C(Ek+) è Ei, Ej , Ek− äëÿ
ðàñ÷åòà C(Ek−). Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýíåðãèÿìè ìîëåêóë ïðî-
èçâîäèòñÿ âûáîð îäíîãî ðàñ÷åòíîãî ñëó÷àÿ èç òðåõ âîçìîæíûõ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ
èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (31) äëÿ C1, ñîîòíîøåíèå (33) äëÿ C2 è ñîîòíîøå-
íèå (35) äëÿ C3.

4.3. Ïðèìåíåíèå ïîïðàâêè DVM ê ýëåìåíòàì ñòðóêòóðû B(i,j). Ýëåìåí-

òû ìàòðèöû B̃kl
ij íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (42) ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñîîòíîøåíèÿ (40) äëÿ ðàñ÷åòà Γkl
ij .

5. Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû A, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (27). Ìàòðèöà A ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ðàâíîâåñíûõ ÷àñòîò ðåëàêñàöèè (νE)i, èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèå (46). Ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû A ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè âûçîâà ôóíê-
öèè A_Hard_Sphere_Model, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî óçëîâ ñåòêèM .
Ìàòðèöà A èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà ÷ëåíà èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, îòâåò-
ñòâåííîãî äëÿ ïîòåðþ ýíåðãèè.

5.1. Ðàñ÷åò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Âij ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (36), êî-

ãäà ïîïðàâêà DVM íå ó÷èòûâàåòñÿ, èëè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ãij ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (43), êîãäà ïîïðàâêà DVM ó÷èòûâàåòñÿ. Â îáîèõ ñëó÷à-
ÿõ èñïîëüçóåòñÿ ñôîðìèðîâàííàÿ ðàíåå ìàòðèöà Bij . Ýíåðãèè ìîëåêóë ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíå ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà, èñêëþ÷à-
þòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ.

6. Ðåêóðñèâíàÿ ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ.
6.1. Âûçîâ ôóíêöèè Equilibrium äëÿ ñðàâíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â

óçëàõ ñåòêè ñ ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
6.2. Ðàñ÷åò ìîìåíòîâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ïîìîùè âûçîâà ôóíêöèè

Phi ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (44). Íàõîæäåíèå ÷èñëà ÷àñòèö è ýíåðãèè
ïðè ïîìîùè âûçîâà ôóíêöèè Thermodynamics.

6.3. Ðàñ÷åò ðàâíîâåñíûõ ÷àñòîò ðåëàêñàöèè (νE)i ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ
(46). Äëÿ ðàñ÷åòîâ âûçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ Nu_Equilibrium, â êà÷åñòâå ïàðàìåò-
ðîâ êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ýíåðãèè è ìàò-
ðèöû A â óçëàõ ñåòêè.

7. Îñíîâíîé öèêë.
8. Ïîñòðîåíèå ðàñïðåäåëåíèé èñêîìûõ ôóíêöèé è ìîìåíòîâ.

10.2. Ñõåìà ïðîãðàììû. Ïðîãðàììà ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ÷àñòåé, ñâÿ-
çàííûõ ñ ðàñ÷åòîì ñòðóêòóðû äàííûõ B(i,j), â êîòîðîé õðàíÿòñÿ áåçðàçìåð-
íûå ÷àñòîòû, è îñíîâíûì öèêëîì, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò èíòåãðàëà
ñòîëêíîâåíèé è èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè (äëÿ ïðîñòîòû èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ
ñõåìà Ýéëåðà).



ÐÀÑ×ÅÒ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÉ 161

// îñíîâíàÿ ïðîãðàììà

// theta=0 (ïîñòîÿííîå ÿäðî ñòîëêíîâåíèé)

B_Constant_Kernel_Model(M)

B_Constant_Kernel_Model_Creator(M)

C_Constant_Kernel_Model(nEi,nEj,Ek±/∆E)=C±
// ïåðåñòàíîâêè

EnergyPerms(v), ãäå v = [i, j, k, l]T

// çàãðóçêà äàííûõ, åñëè ôàéë ñóùåñòâóåò

Read_B(B,i,j,k,l)=Bkl
ij

// ñîõðàíåíèå

Write_B(B,i,j,k,l,Bkl
ij )

// theta=1 (ìîäåëü òâåðäûõ ñôåð)

B_Hard_Sphere_Model(M)

B_Hard_Sphere_Model_Creator(M)

C_Hard_Sphere_Model(nEi,nEj,Ek±/∆E)=C±
// ïåðåñòàíîâêè

EnergyPerms(v), ãäå v = [i, j, k, l]T

// çàãðóçêà äàííûõ, åñëè ôàéë ñóùåñòâóåò

Read_B(B,i,j,k,l)=Bkl
ij

// ñîõðàíåíèå

Write_B(B,i,j,k,l,Bkl
ij )

// Âij

A_Hard_Sphere_Model(M)

// ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

Equilibrium(fi,Ei,∆E)=f̃E
// ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà

Thermodynamics(fi,∆E)=[ñ,ẽ,kBT̃]
// ïðèáëèæåíèå BGK

Nu_Equilibrium(F ,∆E,Ei,(f̃E)i,A)=(νE)i
// ìîìåíòû

Phi(fi,∆E,p)=Φ̃p

10.3. Ñòðóêòóðû äàííûõ. Ðàñ÷åò è ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû áåçðàçìåðíûõ

÷àñòîò B̃kl
ij ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå çàòðàòíûì øàãîì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðå-

íèÿ. Â ìàòðèöå B̃kl
ij õðàíÿòñÿ âñå äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäó (Ek, El) →

(Ei, Ej). Â ìàòðèöå Ãij õðàíÿòñÿ äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäó (Ei, Ej) →
(Ek, El).

Ìàòðèöà áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîò B̃kl
ij ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíîé ðàçðåæåííîé

ìàòðèöåé, êîòîðàÿ õðàíèòñÿ â îñîáîì ôîðìàòå, èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðó B(i,j).
Ââåäåì ìíîæåñòâî Λij , ñôîðìèðîâàííîå âñåìè ïàðàìè íàòóðàëüíûõ èíäåêñîâ
(k, l), äëÿ êîòîðûõ Ek + El = Ei + Ej ïðè 0 < Ek < EM è 0 < El < EM .
×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Λij îáîçíà÷èì ÷åðåç Mij . Êàæäàÿ ïàðà èíäåêñîâ
èç ìíîæåñòâà Λij èäåíòèôèöèðóåòñÿ ÷èñëîì λ òàêèì, ÷òî [k(λ), l(λ)] ∈ Λij , 1 6
λ 6 Mij . Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî îïåðàöèé â ñîîòíîøåíèè
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(38), êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä

Q̃i = F̃∆E
M∑
j=1

E
1/2
j

(
Ψ̃ij − fifjÃij

)
,

ãäå

Ψ̃ij =

Mij∑
λ=1

fk(λ)fl(λ)B̃
k(λ)l(λ)
ij .

Ïîä B̃
k(λ)l(λ)
ij ïîíèìàåòñÿ B̃kl

ij ïðè k = k(λ) è l = l(λ). Äîñòóï ê ìàòðèöå B̃kl
ij

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè óêàçàíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà λ.
Ñòðóêòóðà äàííûõ B(i,j) èìååò ñëåäóþùèõ ôîðìàò

// ñòðóêòóðà B(i,j)

B(i,j).howmany=Mij

B(i,j).k(λ)=k(λ)
B(i,j).l(λ)=l(λ)
B(i,j).nEkm(λ)=Ek(λ)−/∆E = k(λ)− 1
B(i,j).nEkp(λ)=Ek(λ)+/∆E = k(λ)

B(i,j).value(λ)=B̃
k(λ)l(λ)
ij

Ïðè ýòîì èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû äàííûõ B(i,j) íà
ïîäãîòîâèòåëüíîì ýòàïå è åå ñîõðàíåíèÿ â îòäåëüíîì ôàéëå äëÿ åãî èñïîëü-
çîâàíèÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ. Ïîäãîòîâèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé M .

10.4. Îñíîâíîé öèêë. Îñíîâíîé öèêë ñâÿçàí ñ ðàñ÷åòîì Q̃i = Ñi − ν̃ifi íà
äàííîì øàãå ïî âðåìåíè. Ðàñ÷åòû îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé

Ñi = F̃∆E3/2
M∑
j=1

(j − 1/2)1/2Ψ̃ij ;

ν̃i = F̃∆E3/2
M∑
j=1

(j − 1/2)1/2fjÃij .

Îñíîâíîé öèêë ïðîãðàììû èìååò ñëåäóþùèé âèä.

// èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè

for t=... (time)

for i=1:M

N(i)=0;

nu(i)=0;

for j=1:M

// ïîëîæèòåëüíûé âêëàä

Psi(i,j)=0;

for m=1:B(i,j).howmany

k=B(i,j).k(m);

l=B(i,j).l(m);

Bijkm=B(i,j).value(m);

Psi(i,j)=Psi(i,j)+f(k)*f(l)*Bijkm;

end
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N(i)=N(i)+F*DeltaE*(3/2)*(j-1/2)^(1/2)*Psi(i,j);

// îòðèöàòåëüíûé âêëàä

nu(i)=nu(i)+F*DeltaE*(3/2)*(j-1/2)^(1/2)*f(j)*A(i,j);

end

Q(i)=N(i)-nu(i)*f(i);

end

// ÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà

f=f+Deltat*Q;

end

11. Òåñòîâûé ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ðàçðåæåííûé ãàç, ñîñòîÿùèé èç ìîëåêóë, âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó êîòîðûìè îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ÿäðà ñòîëêíîâåíèé (3) ñ ïàðàìåòðàìè
a = 1, cs = 50, θ = 1 (ìîäåëü òâåðäûõ ñôåð). Ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ âûáèðàþòñÿ äëÿ óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ îöåíîê. Âìåñòî ïðîñòðàíñòâà R+

ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìîëåêóëû, êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè êîòîðûõ íàõîäÿò-
ñÿ â èíòåðâàëå [0, EM ]. Äëÿ óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åò âûáèðàåòñÿ èíòåðâàë
[0, EM/2]. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå f(t = 0, E) = fI(E), ãäå

fI(f0, G0, G00) = f0 exp

[
−

(
E1/2 −G

1/2
0

)2
G00

]
.(48)

Ïàðàìåòðàì ïðèñâàèâàþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: EM = 5000, f0 = 5 · 10−4,
G0 = 600, G00 = 35.

Èíòåðâàë âðåìåíè, íà êîòîðîì ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû, îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì
ðåëàêñàöèè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìàñøòàá âðåìåíè, ñâÿçàííûé ñ ðåëàêñàöèåé
ñèñòåìû, îöåíèâàåòñÿ êàê τ ∼ (nF )−1 ∼ (na2cs)

−1 ∼ a−2. Âûáîð èíòåðâàëà
âðåìåíè çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äàëåêî îò
ðàâíîâåñèÿ. Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàåòñÿ, ÷òî TF = 10−3.

Èíòåðâàë [0, EM ] ðàçáèâàåòñÿ íà M = 100 ó÷àñòêîâ ñ øàãîì ∆E = EM/M .
Âðåìåííîé èíòåðâàë TF ðàçáèâàåòñÿ íà T = 100 ÷àñòåé ñ øàãîì ∆t = TF /T .
Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà,
÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà øàã ïî âðåìåíè

∆T < kγ∆Eγ ,

ãäå kγ � ïîñòîÿííàÿ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè γ îïðåäåëÿåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
(γ = 1 äëÿ àäâåêöèè è γ = 2 äëÿ äèôôóçèè).

Äëÿ êîíòðîëÿ çà ïðîöåññîì ðåëàêñàöèè ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò íåñêîëüêèõ ìî-

ìåíòîâ Φ̃p, îïèñûâàåìûõ ñîîòíîøåíèåì (44), ãäå p = 2, . . . , 9.
Èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðåìåíè ïîêàçûâàåò ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè f(t = 0, E) = fI(E) îïèñûâàåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèåì (48), à â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé óñëî-
âèþ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ fE çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì (45). Èìååò ìåñòî äîñòàòî÷íî áûñòðîå èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà
íà÷àëüíîé ñòàäèè ðåëàêñàöèè (êèíåòè÷åñêèé ðåæèì), êîòîðîå â ñóùåñòâåííîé
ñòåïåíè çàìåäëÿåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ
(êîíòèíóàëüíûé ðåæèì).
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Ðèñ. 1. Èçìåíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðåìåíè. Ëè-
íèÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, à ëèíèÿ 8 �
ðàñïðåäåëåíèþ â ñîñòîÿíèè ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ. Ëèíèè 2�7
ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè 10 (2), 30 (3), 40 (5), 50 (6),
60 (7)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå äèíàìèêè èçìåíå-
íèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ñèñòå-
ìû, èõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïîäõîäà. Îöåíêà òî÷íîñòè òðåáóåò
ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà è èññëåäîâàíèÿ èõ èçìåíåíèÿ âî âðåìå-
íè. Ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ìîìåíòà ïîðÿäêà p îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

R̃p =
Φ̃p − Φ̃E

p

Φ̃E
p

,

ãäå Φ̃E
p = Φ̃p(f̃E). Èçìåíåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ïîðÿäêà p = 2, . . . , 9

âî âðåìåíè ïîêàçûâàåò ðèñ. 2. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðåëàêñàöèè ìîìåíòîâ ðàç-
ëè÷íîãî ïîðÿäêà, íîðìèðîâàííîé íà ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè R̃p/R̃p(0), ïîêàçûâàåò ðèñ. 3. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìîìåíòû ðàçëè÷íîãî
ïîðÿäêà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè.

Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè òî÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòîòà ðåëàêñàöèè
ìîìåíòà ïîðÿäêà p, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ν̃p =
Φ̃Q

p

Φ̃E
p − Φ̃p

,

ãäå Φ̃Q
p = Φ̃p(Q̃). Ðåçóëüòàòû íîðìèðóþòñÿ íà ÷àñòîòó ðåëàêñàöèè νBGK, ñîîò-

âåòñòâóþùóþ óðàâíåíèþ BGK, êîòîðàÿ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé νBGK = (νE)1, ãäå
(νE)1 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå (νE)i ïðè E1 = ∆E/2, ðàññ÷èòûâàåìîé ïî ñîîò-
íîøåíèþ (46). Èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ðåëàêñàöèè ìîìåíòîâ ðàç-
ëè÷íîãî ïîðÿäêà ïîêàçûâàåòñÿ ðèñ. 4. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò,
÷òî ν̃p < νBGK íà äîñòàòî÷íî ïðîòÿæåííîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïðè t → ∞
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Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðåëàêñàöèè ìîìåíòîâ ðàçëè÷íîãî
ïîðÿäêà âî âðåìåíè ïðè p = 2 (1), 3 (2), 4 (3), 5 (4), 6 (5), 7 (6),
8 (7), 9 (8)

t 10  , c. -3
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Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ðåëàêñàöèè ìîìåí-
òîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà âî âðåìåíè ïðè p = 2 (1), 3 (2), 4 (3),
5 (4), 6 (5), 7 (6), 8 (7), 9 (8)

îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ðåëàêñàöèè ìîìåíòîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà ñòðåìÿòñÿ
ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ν̃p/νBGK = 0.665.

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå BGK, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (47).

Ïîëàãàÿ Q̃i ≈ (Q̃B)i è îïóñêàÿ äëÿ ïðîñòîòû èíäåêñ i, ïîëó÷èì

ν̃p =
Φ̃p

[
νE

(
f̃E − f

)]
Φ̃p

(
f̃E − f

) .
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Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ðåëàêñàöèè ìîìåí-
òîâ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà âî âðåìåíè ïðè p = 2 (1), 3 (2), 4 (3),
5 (4), 6 (5), 7 (6), 8 (7), 9 (8)

Âåñîâîé ìíîæèòåëü f̃E − f ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì â
çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îïè-

ñûâàåìûõ ñîîòíîøåíèåì (48), (f̃E−f)i < 0 äëÿ âûñîêèõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé.
Â ìîäåëè òâåðäûõ ñôåð ÷àñòîòà ðåëàêñàöèè (νE)i èçìåíÿåòñÿ ìîíîòîííûì îá-

ðàçîì (νE)i ∼ E
1/2
i . Ïðè óâåëè÷åíèè p (äëÿ ìîìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà) òàêîé

âêëàä âîçðàñòàåò, ÷òî îáúÿñíÿåò ìåäëåííîå ïðèáëèæåíèå ê ñîñòîÿíèþ ðàâíî-
âåñèÿ ìîìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà.

12. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâ-
ëåíèé â ðàçâèòèè òåõíîëîãèè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ðàçðåæåííî-
ãî ãàç, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà. Òàêèå êîìïëåêñû ïîç-
âîëÿþò ñîêðàòèòü âðåìÿ è óìåíüøèòü çàòðàòû íà ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé
ïî ñîçäàíèþ îáðàçöîâ àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêè, à òàêæå ïîâûñèòü êà÷åñòâî è
íàäåæíîñòü ýòèõ ðàáîò.

Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â óðàâíåíèè Áîëüö-
ìàíà â èçîòðîïíîì è îäíîðîäíîì ñëó÷àå. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè èñ-
ïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåð (ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûé ýòàï). Ìåòîä îáåñ-
ïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè íà ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ íàó÷íîé ïðîãðàììû Íàöèîíàëüíîãî öåí-
òðà ôèçèêè è ìàòåìàòèêè (ïðîåêò ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà ñóïåð-
ÝÂÌ ýêñà-è çåòòàôëîïñíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè¿).
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