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Ïðåäñòàâëåíî Ï.Ï. Ïåòðîâûì

Abstract:We study inhomogeneous non-strictly hyperbolic systems
of two equations, which are a formal generalization of the transformed
one-dimensional Euler-Poisson equations. For such systems, a complete
classi�cation of the behavior of the solution is carried out depending
on the right side. In particular, criteria for the formation of singularities
in the solution of the Cauchy problem in terms of initial data are
found. Also we determine the domains of attraction of equilibria
of the extended system for derivatives. We prove the existence
of solutions in the form of simple waves. The results obtained
are applied to study the main model cases of the Euler-Poisson
equations.

Keywords:Nonstrictly hyperbolic systems, Euler-Poisson equations,
singularity formation.

1 Ââåäåíèå

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà áåç äàâëåíèÿ, èìåþùèå âàæíûå ïðèëî-
æåíèÿ â àñòðîôèçèêå è ôèçèêå ïîëóïðîâîäíèêîâ, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
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èìåþò âèä

nt + nnx = 0, Vt + V Vx = −kΦx − γV, ∆Φ = n−N, (1)

ãäå n(t, x) � ïëîòíîñòü, V (t, x) � ñêîðîñòü, Φ(t, x) � ïîòåíöèàë íåêîòî-
ðîé ñèëû. Çäåñü k � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîòåíöèàë
îòòàëêèâàþùèì (k = −1) èëè ïðèòÿãèâàþùèì (k = 1); N � ïîñòîÿí-
íàÿ íîðìàëèçîâàííàÿ ôîíîâàÿ ïëîòíîñòü, ðàâíàÿ 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè
îò ìîäåëè; γ ≥ 0 � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, êîòîðûé, íàïðè-
ìåð, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî òðåíèÿ.
Òàêèå óðàâíåíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû â [4], ãäå â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ

(n(0, x), V (0, x)) = (n0(x), V0(x)) ∈ C1(R) (2)

áûëè ïîëó÷åíû òî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè òå-
ðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ òàêèõ óñëîâèé
áûëè âåñüìà ãðîìîçäêè è ïðåäïîëàãàëè èíäèâèäóàëüíîå èññëåäîâàíèå
äëÿ êàæäîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ.
Çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå â [10] áûëà ðåøåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâ-

íåíèé õîëîäíîé ïëàçìû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñèñòåìû (1)
ïðè k = −1, N = 1, γ = 0. Îêàçàëîñü, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòå-
ìû ìåòîäû åå èññëåäîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ èç-çà âîçìîæíî-
ñòè ñâåäåíèÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Âïîñëåäñòâèè áûëà âûðàáîòàíà òåõíèêà, îñíîâàííàÿ íà òåîðåìå Ðàäîíà,
êîòîðàÿ ïîçâîëèëà óñïåøíî èññëåäîâàòü ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ èñõîäíîé
ñèñòåìîé õîëîäíîé ïëàçìû. Ýòî, íàïðèìåð, ïëàçìà ñ ó÷åòîì ýëåêòðîí-
èîííûõ ñîóäàðåíèé (ôàêòè÷åñêè ñëó÷àé γ > 0) [9], ïëàçìà âî âíåøíåì
ìàãíèòíîì ïîëå [10], [3], ìíîãîìåðíàÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü õîëîäíîé
ïëàçìû [8].
Ïðîâåäåì ïðîöåäóðó ñâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) ê íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâóþ íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ E = −Φx, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷èì n =
N −Ex è ïîäñòàâèì ýòî ðàâåíñòâî â ïåðâîå óðàâíåíèå (1). Ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó

Vt + V Vx = kE − γV, Et + V Ex = NV (3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

(V (0, x), E(0, x)) = (V0(x), E0(x)), (4)

ãäå E0 ñâÿçàíî ñ n0 óñëîâèåì (E0)x = N − n0(x).
Ñèñòåìó (3) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå, ââåäÿ äëÿ êðàò-

êîñòè V = (V1, V2)
T , V1 = V, V2 = E êàê

∂V

∂t
+ V1E

∂V

∂x
= QV, (5)



146 Ì. Ê. ÒÓÐÖÛÍÑÊÈÉ

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2 x 2, Q =

(
−γ k
N 0

)
� ïîñòîÿííàÿ

ìàòðèöà ðàçìåðà 2 x 2. Ê ñèñòåìå (5) ñâîäÿòñÿ ìíîãèå âàæíûå ìîäåëè
ôèçèêè è ãåìîäèíàìèêè (íàïðèìåð, [7]).
Cèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé è èìååò ëîêàëüíî ïî

âðåìåíè ðåøåíèå, îáëàäàþùåå òîé æå ãëàäêîñòüþ, ÷òî è íà÷àëüíîå óñëî-
âèå [2]. Îòìåòèì, ÷òî (5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåñòðîãî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé äëÿ V = (V1, V2)

T

∂V

∂t
+ V1E

∂V

∂x
= QV (6)

ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé Q, ãäå Q =

(
a b
c d

)
. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíûå äàííûå âèäà

V|t=0 = V0(x) ∈ C2(R).

Ïîâûøåííàÿ ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ äàííûõ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî òåõíèêà
äîêàçàòåëüñòâ òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû íà ïðîèçâîä-
íûå.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ïðîöå-

äóðà íàõîæäåíèÿ êðèòåðèåâ âîçíèêíîâåíèÿ îñîáåííîñòåé ðåøåíèé çàäà-
÷è Êîøè äëÿ (6) â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ýòà ïðîöåäóðà ñîñòîèò
â ñîñòàâëåíèè êâàäðàòè÷íî-íåëèíåéíîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìû äëÿ ïðî-
èçâîäíûõ è åå ëèíåàðèçàöèè ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ðàäîíà (òåîðåìà 1
ðàçäåëà 2, ïîäðîáíåå ñì. [5], [6]). Ïîëüçóÿñü âîçìîæíîñòüþ íàõîæäåíèÿ
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû, â ðàçäåëå 3 ìû ïðîâå-
äåì ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â çàâèñè-
ìîñòè îò ìàòðèöû Q. Â ðàçäåëå 4 ìû èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ
òî÷åê ðàñøèðåííîé ñèñòåìû. Â ðàçäåëå 5 ìû ïîêàæåì, ÷òî âñå ñèñòåìû
âèäà (6) îáëàäàþò ïîäêëàññàìè ðåøåíèé òèïà ïðîñòûõ âîëí. Â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà ýòè ïîäêëàññû ìîãóò áûòü íàéäå-
íû ÿâíî è äëÿ íèõ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ. Â ðàçäåëå
5 ìû èññëåäóåì îñîáûå òî÷êè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû íà ïðîèçâîäíûå è
êëàññèôèöèðóåì èõ óñòîé÷èâîñòü. Ìû ïîêàæåì, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå,
îòâå÷àþùèå ãëîáàëüíî ãëàäêèì ðåøåíèÿì çàäà÷è Êîøè, îáëàäàþò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé îñè ïàðà ïðîèçâîäíûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ (íà÷àëüíûå äàííûå ðàñøèðåííîé ñèñòåìû) ïîïàäàþò
â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ êîíå÷íîé îñîáîé òî÷êè. Êðèòåðèè âîçíèêíîâåíèÿ
îñîáåííîñòåé, ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 3, ïîçâîëÿþò òî÷íî îïèñàòü îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê. Â çàêëþ÷èòåëüíîì, 6 ðàçäåëå ìû ïðèìåíÿåì
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà
(1) äëÿ îñíîâíûõ ìîäåëüíûõ ñëó÷àåâ è ïîêàçûâàåì, ÷òî êðèòåðèè èç
ñòàòüè [4] ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ãîðàçäî áîëåå ïðîñòûì è óíèâåðñàëü-
íûì ñïîñîáîì. Êðîìå òîãî, ìû èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ t, è ãðàôè÷åñêè èçîáðàæàåì îáëàñòè, â êîòîðîé
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äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïðîèçâîäíûå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðåøåíèå ñîõðàíèëî ãëîáàëüíóþ ãëàäêîñòü (äëÿ γ = 0).

2 Êðèòåðèè îáðàçîâàíèÿ îñîáåííîñòåé â òåðìèíàõ
îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèè

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû (6) ÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü íàéòè å¼ ðåøåíèå âäîëü õàðàêòåðèñòèê ẋ(t) = V , òî åñòü ñâå-
ñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîé
ñèñòåìå

dV

dt
= QV,

dx

dt
= V (7)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

V(0) = V0(x0), x(0) = x0, x0 ∈ R. (8)

Åñëè ìû ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñèñòåìó (6) ïî x, òî âäîëü õàðàêòå-
ðèñòèê dx

dt = V , x(0) = x0 ìû ïîëó÷èì ðàñøèðåííóþ êâàäðàòè÷íî-
íåëèíåéíóþ ñèñòåìó íà ïðîèçâîäíûå v = (v1, v2), v1 = Vx, v2 = Ex:

dv

dt
= −v1v +Qv. (9)

×òîáû óïðîñòèòü äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìó (9), ìû ïðè-
âåäåì ìàòðèöó Q ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Õîðîøî èçâåñò-
íî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A = ( a11 a12a21 a22 ), ÷òî
AQA−1 = J , ãäå J � æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû Q. Òàêèì
îáðàçîì, ââåäÿ íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

w = Av, w = (w1, w2)
T (10)

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñèñòåìó (9) â âèäå

ẇ = −v1w + Jw, (11)

ãäå v1 = 1
detA(a22w1 − a12w2).

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäåò ñëóæèòü
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ([5], [6]):

Òåîðåìà 1. (Ëåììà Ðàäîíà) Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè

Ẇ = M21(t) +M22(t)W −WM11(t)−WM12(t)W (12)

(W = W (t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m,M21 � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m,M22

� ìàòðèöà ðàçìåðà m×m, M11 �ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, M12 � ìàòðè-
öà ðàçìåðà m × n) ýêâèâàëåíòíà îäíîðîäíîìó ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ

Ẏ = M(t)Y, M =

(
M11 M12

M21 M22

)
(13)
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(Y = Y (t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n× (n+m), M � ìàòðèöà ðàçìåðà (n+
m)× (n+m)) â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Ïóñòü íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå I ∈ R ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Y (t) =(
R(t)
S(t)

)
(R(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, S(t) � ìàòðèöà ðàçìåðà n×m)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (13) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

Y (0) =

(
E
W0

)
(E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, W0 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà n ×m) è detR 6= 0. Òîãäà W (t) = S(t)R−1(t) � ðåøåíèå (12) c
íà÷àëüíûì óñëîâèåì W (0) = W0 íà I.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ýòó òåîðåìó, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (11) â
ìàòðè÷íîì âèäå (12). Òîãäà

W = w, M11 = (0), M12 = ( a22
detA −

a12
detA), M21 = (0 0)T , M22 = J.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû íà
ìàòðèöû R(t) = (q(t)), S(t) = (u1(t) u2(t))

T :

 q̇
u̇1
u̇2

 =

 0 a22
detA − a12

detA
0 j11 j12
0 j21 j22

 q
u1
u2

 ,

 q(0)
u1(0)
u2(0)

 =

 1
v1(0)
v2(0)

 ,(14)

ãäå J = (jik), i = 1, 2, k = 1, 2; v1(0) = Vx(x0), v2(0) = Ex(x0), x0 ∈ R.
Çàìåòèì, ÷òî îáðàçîâàíèå îñîáåííîñòè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

îçíà÷àåò îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü èëè ðåøåíèÿ, èëè åãî ïåðâûõ ïðî-
èçâîäíûõ [2]. Ìû âèäèì, ÷òî ó ðåøåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ëèíåéíîé ñèñòå-
ìîé (7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (8), íå îáðàçóåòñÿ îñîáåííîñòü. Äàëåå, èç

òåîðåìû Ðàäîíà ñëåäóåò, ÷òî w(t) = (u1(t)q(t) ,
u2(t)
q(t) ). Çíà÷èò, ó ïðîèçâîä-

íûõ ðåøåíèÿ îñîáåííîñòü îáðàçóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q(t)
� ÷àñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14) � îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè (q(t) ìû áóäåì äàëåå íàçûâàòü îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèåé). Ìû
ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. 1. Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3), (4) âäîëü õàðàêòå-
ðèñòèê ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíî äèíàìèêîé ëèíåéíûõ ñèñòåì
(7) è (14).
2. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3), (4) îñòàåòñÿ ãëàäêèì äëÿ âñåõ t > 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ R îïðåäåëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ q(t) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü äëÿ âñåõ t > 0.
3. Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ R òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî êî-

íå÷íîãî çíà÷åíèÿ t∗ > 0 èìååò ìåñòî q(t∗)=0, òî ó ðåøåíèÿ çàäà÷è
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Êîøè (3), (4) îáðàçóåòñÿ îñîáåííîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Òî÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè T∗, â êîòîðûé ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòè,
ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå T∗ = inf

x0∈R
{t∗ > 0| q(t∗) = 0}.

Ñèñòåìà (14) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ïîýòîìó å¼ ìîæíî ÿâíî ðåøèòü, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îáðàçîâàíèÿ îñîáåííîñòåé
ðåøåíèÿ â áîëåå ÿâíîì, ÷åì â Òåîðåìå 2, âèäå. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå
ìû èññëåäóåì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò/íå âîçíèêàþò ïåðåñå÷åíèÿ
ãðàôèêà ôóíêöèè q(t) ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 â çàâèñèìîñòè îò ìàòðèöû
Q è òåì ñàìûì ïîëó÷èì ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ âîçìîæíîãî ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèÿ ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ìàòðèöàõ Q.

3 Ôîðìóëèðîâêà òåîðåì î ôîðìèðîâàíèè îñîáåííîñòè â
òåðìèíàõ èñõîäíîé ñèñòåìû

3.1. Íàõîæäåíèå êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14). Èòàê, â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå ìû ïåðåøëè îò ìàòðèöû Q ê åå æîðäàíîâîé ôîðìå J ,
ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå J = AQA−1. Î÷åâèäíî, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå
q(t) ñèñòåìû (14), íàì íóæíî ïåðâîî÷åðåäíî ðàçðåøèòü ñèñòåìó

u̇ = Ju, u = (u1, u2)
T (15)

è çàòåì íàéòè q(t), èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå q̇ = a22
detAu1 −

a12
detAu2. Æîðäà-

íîâû ôîðìû ìàòðèöû Q ìîãóò áûòü âñåãî ëèøü òðåõ ðàçëè÷íûõ âèäîâ,
÷òî óïðîñòèò íàì èññëåäîâàíèå äàëåå.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöóQ ðàçìåðà 2×2 íåâûðîæäåííûì ëèíåé-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

A. JA =

(
λ1 0
0 λ2

)
, λi ∈ R, λ1 ≥ λ2;

B. JB =

(
λ 1
0 λ

)
, λ ∈ R;

C. JC =

(
α β
−β α

)
, α, β ∈ R, β > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, â êîòîðîì íàõîäèì
òî÷íûå ðåøåíèÿ u1(t), u2(t) ñèñòåìû (15) â çàâèñèìîñòè îò âèäà J (åãî
äîêàçàòåëüñòâî îïóùåíî â ñèëó î÷åâèäíîñòè).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ââåä¼ì: λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q,
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0.

1. Ïóñòü λ1 è λ2 âåùåñòâåííû, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ èìååòñÿ
ñòîëüêî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êàêîâà êðàòíîñòü
ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (15) èìå-

åò âèä u1(t) = C̃1 exp(λ1t), u2(t) = C̃2 exp(λ2t).
2. Åñëè λ1 è λ2 âåùåñòâåííû, ñîâïàäàþò è ïðè ýòîì äëÿ íèõ èìå-

åòñÿ òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî ðåøåíèå ñèñòåìû
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(15) èìååò âèä u1(t) = (C̃1 + C̃2t) exp(λt), u2(t) = C̃2 expλt, ãäå
λ = λi, i = 1, 2.

3. Åñëè λ1 è λ2 � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
òî ðåøåíèå ñèñòåìû (15) èìååò âèä u1(t) = exp(αt) (C̃1 sinβt+

C̃2 cosβt), u2(t) = exp(αt)(−C̃2 sinβt + C1 cosβt), ãäå α = <(λ1),
β = =(λ1) è =(λ1) > 0.

Â ïóíêòàõ 1,2 êîíñòàíòû C̃1 è C̃2 ñâÿçàíû ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
êàê

(C̃1 C̃2) = (v1(0) v2(0))AT .

Â ïóíêòå 3 êîíñòàíòû C̃1 è C̃2 ñâÿçàíû ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè êàê

(C̃2 C̃1) = (v1(0) v2(0))AT .

3.2. Ñëó÷àé A (ìàòðèöà JA äèàãîíàëüíà). Îïðåäåëèì êîíñòàíòû
C1, C2 â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ v1(0) è v2(0) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C1 =
a22

detA
(a11v1(0)+a12v2(0)), C2 = − a12

detA
(a21v1(0)+a22v2(0)). (16)

Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû çäåñü è íèæå, â ïóíêòàõ 3.3 è 3.4, îïðåäåëÿ-
þòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ q(t) =∫
u1(t) dt =

∫
(C1 exp(λ1t)+C2 exp(λ2t)) dt, q(0) = 1, íàì íóæíî ðàññìîò-

ðåòü òðè ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèè:

1. åñëè λ1 6= 0, λ2 6= 0, òî

q(t) =
C1

λ1
(exp(λ1t)− 1) +

C2

λ2
(exp(λ2t)− 1) + 1;

2. åñëè λ1 = 0, λ2 6= 0, òî

q(t) = C1t+
C2

λ2
(exp(λ2t)− 1) + 1;

3. åñëè λ1 6= 0, λ2 = 0, òî

q(t) =
C1

λ1
(exp(λ1t)− 1) + C2t+ 1.

Ìû äîêàæåì äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ÷åòûðå ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 2
äëÿ ñèòóàöèé, îïèñàííûõ âûøå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñëó÷àé 3 ìîæíî íå
ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, òàê êàê çàìåíîé λ1 íà λ2 îí ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ
2. Â ñëåäñòâèè 1 ðàññìîòðåíà ñèòóàöèÿ ðàçëè÷íûõ, íî íåíóëåâûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé; â ñëåäñòâèè 2 � ñèòóàöèÿ îäèíàêîâûõ è íåíóëåâûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, â ñëåäñòâèÿõ 3 è 4 � ñèòóàöèÿ îäíîãî íóëåâîãî è
îäíîãî íåíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü λ1 6= λ2, λ1 6= 0, λ2 6= 0, êîíñòàíòû C1, C2 îïðå-
äåëåíû óñëîâèåì (16). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè (v1(0), v2(0)) òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èìååò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé:

1. â ñëó÷àå λ1 > 0
a. C1 < 0;
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b. C1 > 0, C2 < 0, C1 +C2 < 0, C1(−C−11 C2)
λ1

λ1−λ2 (λ−11 − λ
−1
2 ) +

1− C1
λ1
− C2

λ2
≤ 0;

c. C1 = 0, C2 < 0, λ2 > 0;
d. C1 = 0, C2 < λ2, λ2 < 0;

2. â ñëó÷àå λ1 < 0

a. C1 > 0, C2 < 0, C1 +C2 < 0, C1(−C−11 C2)
λ1

λ1−λ2 (λ−11 − λ
−1
2 ) +

1− C1
λ1
− C2

λ2
≤ 0;

b. C1 < 0, C1
λ1

+ C2
λ2
> 1;

c. C1 = 0, C2 < 0, λ2 > 0;
d. C1 = 0, C2 < λ2, λ2 < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàòü ñëó÷àè. Çàìåòèì ïðåä-
âàðèòåëüíî, ÷òî

q′(t) = C1 exp(λ1t) + C2 exp(λ2t), q′(0) = C1 + C2. (17)

I. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà λ1 > 0 (è íè îäíà èç êîíñòàíò

C1 èëè C2 íå îáíóëèëàñü). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì òàêæå q(t) ∼ C1
λ1

exp(λ1t)
ïðè t→ +∞.
1. Åñëè îáå êîíñòàíòû C1 > 0 è C2 > 0, òî â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà

(17) q′(t) > 0 è ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0. Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò.
2. Ïóñòü C1 > 0, C2 < 0. Òîãäà ôóíêöèÿ q(t) îáÿçàòåëüíî èìååò òî÷êó

ýêñòðåìóìà textr, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà q
′(t) = 0, îòêóäà textr =

1
λ1−λ2 ln

(
−C2
C1

)
. Ìû âèäèì, ÷òî textr > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

C1 +C2 < 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà C1 +C2 ≥ 0 è òî÷êà ýêñòðåìóìà
íå íàõîäèòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (17) ìû
âèäèì, ÷òî q′(0) íåîòðèöàòåëüíà è çíà÷èò ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè
t > 0. Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ îñüþ Ot, t > 0 íåò. Âåðí¼ìñÿ
ê ñèòóàöèè, êîãäà C1 + C2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê q(t) → +∞
ïðè t → +∞ íàéäåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà.
Çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåé ðàâíî

q(textr) = C1(−C−11 C2)
λ1

λ1−λ2 (λ−11 − λ
−1
2 ) + 1− C1

λ1
− C2

λ2
(18)

è îíî äîëæíî áûòü íåïîëîæèòåëüíî, ÷òîáû âîçíèêëà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà
q(t) ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò.
3. Åñëè C1 < 0, òî q(t)→ −∞ ïðè t→ +∞, ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî áóäåò

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0.
II. Ðàññìîòðèì äàëåå ñèòóàöèþ, êîãäà λ1 < 0 (è íè îäíà èç êîíñòàíò

C1 èëè C2 íå ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì òàêæå: q(t) ∼ (1 −
C1
λ1
− C2

λ2
) ïðè t→ +∞.
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1. Åñëè îáå êîíñòàíòû C1 > 0 è C2 > 0, òî â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà
(17) q′(t) > 0 è ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0. Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ å¼
ãðàôèêà ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò.
2. Ïóñòü C1 > 0, C2 < 0. Òîãäà ôóíêöèÿ q(t) îáÿçàòåëüíî èìååò òî÷-

êó ýêñòðåìóìà textr, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà q′(t) = 0, îòêóäà

textr = 1
λ1−λ2 ln

(
−C2
C1

)
. Ìû âèäèì, ÷òî textr > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà C1 +C2 < 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå C1 +C2 ≥ 0 è òî÷êà ýêñòðåìóìà
íå ëåæèò ñïðàâà îò îñè Oq, òàê êàê èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (17) ìû âèäèì,
÷òî q′(0) íåîòðèöàòåëüíà è çíà÷èò ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0.
Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò. Âåðíåìñÿ
ê ñèòóàöèè, êîãäà C1 + C2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåííàÿ òî÷êà ýêñòðå-
ìóìà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, òàê êàê â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà (17)
q′(0) < 0. Çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåé ðàâíî (18) è îíî äîëæíî áûòü íåïî-
ëîæèòåëüíî, ÷òîáû âîçíèêëà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà q(t) ñ îñüþ Ot
ïðè t > 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot, t > 0 íåò.
3. Ïóñòü òåïåðü C1 < 0, C2 > 0. Ôóíêöèÿ q(t) èìååò òî÷êó ýêñòðå-

ìóìà textr = 1
λ1−λ2 ln

(
−C2
C1

)
, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè

C1 +C2 > 0. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî textr ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òî÷êîé
ìàêñèìóìà, òàê êàê â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà (17) q′(0) > 0. Òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû ãðàôèê q(t) èìåë òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

lim
t→+∞

q(t) = (1− C1

λ1
− C2

λ2
) < 0, (19)

òàê êàê íà ó÷àñòêå îò textr äî +∞ ôóíêöèÿ q(t) óáûâàåò. Åñëè æå C1 +
C2 ≤ 0, òî â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà (17) ôóíêöèÿ q(t) óáûâàåò ïðè t > 0.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ôóíêöèè q(t) èìååò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ
Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (19), â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ íåò.
4. Íàêîíåö, ïóñòü C1 < 0, C2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó ïåðâîãî

ðàâåíñòâà (17) q′(t) < 0 è q(t) óáûâàåò âñþäó ïðè t > 0. Òàêèì îáðàçîì,

åñëè lim
t→+∞

q(t) = (1− C1
λ1
− C2

λ2
) < 0, òî ãðàôèê ôóíêöèè q(t) èìååò òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ íåò.
III. Äàëåå ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà êàêàÿ-òî èç êîíñòàíò C1 èëè

C2 îêàçàëàñü íóë¼ì. Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ C1 = 0, òîãäà q(t) = C2
λ2

(exp(λ2t)−
1) + 1, q′(t) = C2 exp(λ2t).
1. Ïóñòü λ2 > 0. Òîãäà åñëè C2 ≥ 0, òî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà q(t)

ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò, ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0, òàê
êàê ïðîèçâîäíàÿ q′(t) ïîëîæèòåëüíà. Åñëè C2 < 0, òî ôóíêöèÿ q(t) →
−∞ ïðè t→ +∞, è ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åñòü.
2. Ïóñòü λ2 < 0. Òîãäà åñëè C2 ≥ 0, òî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà

q(t) ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò, ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0,
òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ q′(t) ïîëîæèòåëüíà. Åñëè C2 < 0, òî ôóíêöèÿ q(t)
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óáûâàåò ïðè t > 0, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ q′(t) îòðèöàòåëüíà è lim
t→+∞

q(t) =(
1− C2

λ2

)
. Îòñþäà, åñëè C2 < λ2, òî èñêîìàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åñòü, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè C2 ≥ λ2, åå íåò.
3. Äëÿ ñèòóàöèè, â êîòîðîé C2 = 0, à C1 íå ðàâíî íóëþ, ïîëó÷àåì

òå æå óñëîâèÿ èç ïóíêòîâ 1 è 2 ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû C1 íà C2 è
λ1 íà λ2. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. Â ôîðìóëèðîâêå ñëåäñòâèÿ íåêîòîðûå èç
ðàññìîòðåííûõ â äîêàçàòåëüñòâå ïîäïóíêòîâ áûëè îáúåäèíåíû, ÷òîáû
ïîëó÷èòü áîëåå êîìïàêòíîå óñëîâèå íà ôîðìèðîâàíèå îñîáåííîñòè. �

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü λ1 = λ2 = λ 6= 0, êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäåëå-
íû óñëîâèåì (16). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
(v1(0), v2(0)) òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. λ > 0, C1 + C2 < 0;
2. λ < 0, C1 + C2 < λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå λ1 = λ2 = λ 6= 0 ðåøåíèå ñèñòåìû (9) èìååò

âèä: q(t) = C1+C2
λ (exp(λt)− 1) + 1, ïðè÷åì q′(t) = (C1 + C2) exp(λt).

Ïóñòü λ > 0. Òîãäà åñëè (C1 +C2) ≥ 0, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà
q(t) ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ q′(t) íåîòðèöà-
òåëüíà. Åñëè æå (C1 +C2) < 0, òî lim

t→−∞
q(t) = −∞, è îáÿçàòåëüíî áóäåò

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ.
Ïóñòü λ < 0. Òîãäà åñëè (C1 + C2) ≥ 0, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà-

ôèêà q(t) ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ q′(t)
íåîòðèöàòåëüíà. Åñëè æå (C1 + C2) < 0, òî ôóíêöèÿ q(t) óáûâàåò è

lim
t→−∞

q(t) = 1 − C1+C2
λ . Åñëè ýòîò ïðåäåë îòðèöàòåëåí, òî áóäåò òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå å¼ íåò.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü λ1 > 0, λ2 = 0, êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäåëå-
íû óñëîâèåì (16). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
(v1(0), v2(0)) òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. C1 < 0;
2. C1 = 0, C2 < 0;

3. C1 > 0, C2 < 0, C1 + C2 < 0, λ1 + C2 ln
(
−C2
C1

)
≤ C1 + C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C1 < 0, òî q(t) ∼ C1
λ1

exp(λ1t) → −∞ ïðè t →
+∞, è òàê êàê q(0) = 1, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè q(t) áóäåò
èìåòüñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0.
Åñëè C1 = 0, òî q(t) = 1 + C2t, è q(t) → −∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà C2 < 0. Òàê êàê q(0) = 1, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè q(t) áóäåò
èìåòüñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Åñëè C2 ≥ 0, òàêèõ
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåò.
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Ïóñòü C1 > 0, òîãäà q′(t) = C1 exp(λ1t) +C2. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè C2 ≥
0, òî ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíà è íå áóäåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðà-
ôèêà q(t) ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Åñëè æå C2 < 0, òî q(t) îáÿçàòåëüíî èìååò

òî÷êó ìèíèìóìà, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì tmin = 1
λ1

ln
(
−C2
C1

)
. Íàì

íóæíî, ÷òîáû ýòà òî÷êà ëåæàëà ñïðàâà îò íóëÿ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòü-

ñÿ 1
λ1

ln
(
−C2
C1

)
> 0, îòêóäà C1 +C2 < 0. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî,

òî q′(0) = C1+C2 ≥ 0, ò.å. ïðè t > 0 ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò è íåò òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ. Âû÷èñëèì äàëåå

q(tmin) = 1 + C2
λ1

ln
(
−C2
C1

)
− C1+C2

λ1
. ×òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ãðàôèêà q(t) ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 (â ñëó÷àå C1 +C2 < 0), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû q(tmin) ≤ 0, îòêóäà ïîëó÷àåì óñëîâèå
3 ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü λ1 = 0, λ2 < 0, êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäåëå-
íû óñëîâèåì (16). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
(v1(0), v2(0)) òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. C1 < 0;
2. C1 = 0, C2 < λ2;

3. C1 > 0, C2 < 0, C1 + C2 < 0, λ2 + C1 ln
(
−C1
C2

)
≥ C1 + C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C1 < 0, òî q(t) ∼ C1t → −∞ ïðè t → +∞. Òàê
êàê q(0) = 1, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè q(t) áóäåò îáÿçàòåëüíî
èìåòüñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0.
Åñëè C1 = 0, òî q(t) = 1 + C2

λ2
(exp(λ2t) − 1) è q′(t) = C2 exp(λ2t).

Åñëè C2 > 0, òî q′(t) ïîëîæèòåëüíà è q(t) âîçðàñòàåò, çíà÷èò íåò òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Åñëè C2 = 0, òî q(t) ≡ 1,
òàêæå íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ. Åñëè C2 <
0, òî ôóíêöèÿ q(t) âñþäó óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ qinf = 1 −
C2
λ2

ïðè t → +∞ è çíà÷èò, áóäåò èìåòüñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ
îñüþ Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî çíà÷åíèå qinf áóäåò
îòðèöàòåëüíî. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå èç ïóíêòà 2 òåîðåìû.
Ïóñòü C1 > 0, òîãäà q′(t) = C1 +C2 exp(λ2t). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè C2 ≥

0, òî ïðîèçâîäíàÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíà è íå áóäåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðà-
ôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Åñëè æå C2 < 0, òî q(t) îáÿçàòåëüíî èìååò

òî÷êó ìèíèìóìà, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì tmin = 1
λ2

ln
(
−C1
C2

)
. Íàì

íóæíî, ÷òîáû ýòà òî÷êà ëåæàëà ñïðàâà îò íóëÿ, ò.å. äîëæíî âûïîëíÿòü-

ñÿ 1
λ2

ln
(
−C1
C2

)
> 0, îòêóäà C1 +C2 < 0. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî,

òî q′(0) = C1 + C2 ≥ 0, ò.å. ïðè âñåõ t > 0 ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò
è íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ. Âû÷èñëèì äàëåå
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q(tmin) = 1 + C1
λ2

ln
(
−C1
C2

)
− C1+C2

λ2
. ×òîáû ñóùåñòâîâàëà òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 (â ñëó÷àå C1 +C2 > 0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû q(tmin) ≤ 0, îòêóäà ïîëó÷àåì óñëîâèå 3 ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

3.3. Ñëó÷àé B (JB � æîðäàíîâà êëåòêà). Îïðåäåëèì êîíñòàíòû C1,
C2 â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ v1(0) è v2(0) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C1 =
a22

detA
(a11v1(0) + a12v2(0)), C2 =

a22 − a12
detA

(a21v1(0) + a22v2(0)).

(20)
×òîáû íàéòè ôóíêöèþ q(t) =

∫
u1(t) dt =

∫
(C1+C2t) exp(λt) dt, q(0) = 1,

íàì íóæíî ðàññìîòðåòü äâå ñèòóàöèè:

1. åñëè λ 6= 0, òî

q(t) = 1 +
C2

λ
t exp(λt) +

(C1λ− C2)(exp(λt)− 1)

λ2
;

2. åñëè λ = 0, òî

q(t) = 1 + C1t+
C2t

2

2
.

Ìû äîêàæåì äàëåå äâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 2 äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ. Â
ñëåäñòâèè 5 ðàññìîòðåí ñëó÷àé îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;
â ñëåäñòâèè 6 � ñëó÷àé ñîâïàäàþùèõ íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü λ 6= 0, êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäåëåíû óñëîâèåì
(20). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (v1(0), v2(0))
òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìå-
åò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé:

1. â ñëó÷àå λ > 0
a. C2 < 0;
b. C1 < 0, C2 > 0, C2(exp(−C1λ

C2
)− 1) + C1λ− λ2 ≥ 0;

c. C2 = 0, C1 < 0;
2. â ñëó÷àå λ < 0

a. C2 < 0, 1− C1λ
−1 + C2λ

−2 < 0;
b. C1 < 0, C2 > 0, C2(exp(−C1λ

C2
)− 1) + C1λ− λ2 ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàòü ñëó÷àè. Çàìåòèì ïðåä-
âàðèòåëüíî, ÷òî

q′(t) = (C1 + C2t)e
λt, q′(0) = C1. (21)

I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå q(t) ∼ C2t
eλt

λ ïðè t→ +∞.
1. Åñëè C2 < 0, òî lim

t→+∞
q(t) = −∞, è òàê êàê q(0) = 1, òî âñåãäà

èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè q(t) ñ îñüþ Ot ïðè t > 0.

2. Åñëè C2 > 0, òî ôóíêöèÿ q(t) èìååò òî÷êó ýêñòðåìóìà textr = −C1
C2
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî textr > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà C1 < 0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà C1 ≥ 0, â ñèëó âòîðîãî ðàâåíñòâà



156 Ì. Ê. ÒÓÐÖÛÍÑÊÈÉ

(21) èìååì, ÷òî ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0, òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ å¼
ãðàôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 íåò. Åñëè æå C1 < 0, òî òî÷êà textr áóäåò
òî÷êîé ìèíèìóìà (òàê êàê q′(0) < 0). Òàêèì îáðàçîì, íà ïîëîæèòåëü-
íîé ïîëóîñè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè q(t) èìååòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

q(textr) = −C2λ
−2(exp(−C1λ

C2
)− 1)− C1λ

−1 + 1 ≤ 0, (22)

è å¼ íå áóäåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
II. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå lim

t→+∞
q(t) = 1 − C1λ

−1 +

C2λ
−2.

1. Åñëè C1 > 0 è C2 > 0, òî â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (21) ïðîèç-
âîäíàÿ q′(t) ïîëîæèòåëüíà è ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò ïðè t > 0, òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò.
2. Åñëè C1 > 0 è C2 < 0, òî ôóíêöèÿ q(t) èìååò òî÷êó ýêñòðåìóìà,

îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì textr = −C1
C2

> 0 è òàê êàê q′(0) = C1 > 0, òî
ýòî òî÷êà ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðà-
ôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

t→+∞
q(t) =

1 − C1λ
−1 + C2λ

−2 < 0, è òàêîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåò â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.
3. Åñëè C1 < 0 è C2 > 0, òî ôóíêöèÿ q(t) èìååò òî÷êó ýêñòðåìóìà,

îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì textr = −C1
C2

> 0, è òàê êàê q′(0) = C1 < 0, òî
ýòî òî÷êà ìèíèìóìà. Çíà÷èò, áóäåò èìåòüñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ
Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (22), è
åå íåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
4. Åñëè C1 < 0 è C2 < 0, òî â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (21) ïðîèçâîäíàÿ

q′(t) îòðèöàòåëüíà è ôóíêöèÿ q(t) óáûâàåò ïðè t > 0. Òàêèì îáðàçîì,
èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà lim

t→+∞
q(t) = 1−C1λ

−1 +C2λ
−2 < 0, è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íåò

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
III. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà C1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå q(t) =

−C2λ
−2(eλt − 1) + C2λ

−1teλt + 1, q′(t) = C2te
λt.

1. Ïóñòü C2 > 0, òîãäà â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (21) ôóíêöèÿ q(t) âîç-
ðàñòàåò ïðè t > 0, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñüþ íåò.
2. Åñëè C2 < 0 è λ > 0, òî q(t) ∼ C2λ

−2teλt → −∞ ïðè t → +∞.
Çíà÷èò, îáÿçàòåëüíî áóäåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Åñëè
æå λ < 0, òî â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (21) ôóíêöèÿ q(t) óáûâàåò ïðè
t > 0, è èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot, t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà lim

t→+∞
q(t) = (1 + C2λ

−2) < 0, ò.å. C2 < −λ2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò.
IV. Ïóñòü C2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå q(t) = C1λ

−1(eλt−1)+1, q′(t) = C1e
λt.
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1. Ïóñòü C1 > 0, òîãäà â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (21) ôóíêöèÿ q(t)
âîçðàñòàåò ïðè t > 0, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò.
2. Åñëè C1 < 0 è λ > 0, òî q(t) ∼ C1λ

−1eλt → −∞ ïðè t → +∞.
Çíà÷èò, îáÿçàòåëüíî áóäåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0. Åñëè
æå λ < 0, òî â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà (21) ôóíêöèÿ q(t) óáûâàåò ïðè
t > 0, è èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

t→+∞
q(t) = (1−C1λ

−1) < 0, ò.å. C1 < λ. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 íåò.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü λ = 0, êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäåëåíû óñëîâèåì
(20). Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (v1(0), v2(0))
òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. C2 < 0;
2. C2 = 0, C1 < 0;
3. C2 > 0, C1 < 0, C2

1 ≥ 2C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C2 < 0, òî âåòâè ïàðàáîëû q(t) íàïðàâëåíû âíèç
è q(0) = 1 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè
t > 0.
Åñëè C2 = 0, òî q(t) = 1+C1t. Åñëè C1 ≥ 0, òî q(t) âîçðàñòàåò, è òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 íåò, åñëè C1 < 0, òî q(t) → −∞ ïðè
t→ +∞ è íàéäåòñÿ èñêîìàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ.
Åñëè C2 > 0, òî âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ, å¼ âåðøèíà íàõî-

äèòñÿ â òî÷êå tmin = −C1
C2
. Åñëè C1 ≥ 0, òî âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ

â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè èëè íà îñè Oq, è ñëåäîâàòåëüíî íà ïðîìåæóòêå
t ≥ 0 ôóíêöèÿ q(t) âîçðàñòàåò, è òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ å¼ ãðàôèêà ñ ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóîñüþ íåò. Åñëè æå C1 < 0, òî âåðøèíà íàõîäèòñÿ ñïðàâà

è q(tmin) = 1− C2
1

2C2
≤ 0, îòêóäà ïîëó÷àåì òðåòüå óñëîâèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

3.4. Ñëó÷àé C (ìàòðèöà JC êîñîñèììåòðè÷íàÿ). Îïðåäåëèì êîí-
ñòàíòû C1, C2 â òåðìèíàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ v1(0) è v2(0) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

C1 =
(a11a12 − a21a22)v1(0) + (a212 + a222)v2(0)

detA
, C2 = v1(0). (23)

Â ýòîì ñëó÷àå q(t) =
∫
u1(t) dt =

∫
exp(αt) (C1 sinβt+C2 cosβt) dt, q(0) =

1, è íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

q(t) =
eαt

α2 + β2
[(C1α+ C2β) sinβt+ (C2α− C1β) cosβt]− C2α− C1β

α2 + β2
+ 1.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2:



158 Ì. Ê. ÒÓÐÖÛÍÑÊÈÉ

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü λ1 = λ2 ∈ C, êîíñòàíòû C1, C2 îïðåäåëåíû óñëî-
âèåì (23). Ïóñòü òàêæå êîíñòàíòû C1 è C2 íå ðàâíû îäíîâðåìåííî
íóëþ. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (9) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (v1(0), v2(0))
òåðÿåò ãëàäêîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìå-
åò ìåñòî îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèòóàöèé:

1. α > 0;
2. α = 0, β2 + 2C1β ≤ C2

2 ;
3. â ñëó÷àå α < 0

a. C2 ≥ 0, C1 ≥ 0, −βeαt∗2
√
C2
1 + C2

2 ≤ C2α− C1β − α2 − β2;

b. C2 ≥ 0, C1 ≤ 0, eαt
∗
1

(
β
√
C2
1 + C2

2 + 2C1C2α√
C2

1+C
2
2

)
≥ C1β + α2 +

β2 − C2α;

c. C2 ≤ 0, C1 ≥ 0, eαt
∗
0

(
β
√
C2
1 + C2

2 + 2C1C2α√
C2

1+C
2
2

)
≤ C2α−C1β−

α2 − β2;
d. C2 ≤ 0, C1 ≤ 0, βeαt

∗
1

√
C2
1 + C2

2 ≤ C2α− C1β − α2 − β2.
Çäåñü t∗n = 1

β (πn− arctan C2
C1

), n ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîî÷åðåäíî ïåðåáèðàòü ñëó÷àè. Çàìåòèì ïðåä-
âàðèòåëüíî, ÷òî

q′(t) = eαt(C1 sinβt+ C2 cosβt), q′(0) = C2. (24)

Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ q(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q(t) =
exp(αt)√
α2 + β2

√
C2
1 + C2

2 sin(βt+ φ0)−
1

α2 + β2
(C2α− C1β) + 1, (25)

ãäå φ0 � âñïîìîãàòåëüíûé óãîë òàêîé, ÷òî sinφ0 = C2α−C1β√
(C2

1+C
2
2 )(α

2+β2)
;

cosφ0 = C1α+C2β√
(C2

1+C
2
2 )(α

2+β2)
.

1. Ïóñòü α > 0. Òîãäà èç ôîðìóëû (25) ñëåäóåò, ÷òî lim sup
t→+∞

q(t) =

+∞ è lim inf
t→+∞

q(t) = −∞, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷íî èìåþòñÿ òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêöèè q(t) ñ îñüþ Ot ïðè t > 0.
2. Ïóñòü α = 0. Â ýòîì ñëó÷àå q(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

q(t) =
1

β
(C2 sinβt− C1 cosβt) +

C1

β
+ 1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (25)

qmin = − 1

β

√
C2
1 + C2

2 + 1 +
C1

β
≤ q(t) ≤ − 1

β

√
C2
1 + C2

2 + 1 +
C1

β
= qmax,

è q(t) ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [qmin, qmax]. Òàêèì îáðàçîì,
ãðàôèê q(t) ïåðåñåêàåò îñü Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

qmin ≤ 0 ≤ qmax, îòêóäà (C1
β + 1)2 ≤ 1

β2 (C2
1 + C2

2 ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ot ïðè t > 0 íåò.
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3. Ïóñòü α < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ q(t) èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî
ýêñòðåìóìîâ t∗n, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ q′(t) = 0, ò.å. tanβt =

−C2
C1
, îòêóäà βt∗n = πn − arctan C2

C1
, n ∈ Z. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

q(t) ïåðåñåêàåò îñü Ot ïðè t > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q = 0
ëåæèò âûøå çíà÷åíèÿ q(tmin) â ïåðâîé òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè q(t) íà
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè q(t) íà ëó÷å
t > 0 ïîëîæèòåëüíî, òàê êàê q(0) = 1). Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ïðè α < 0
àìïëèòóäà êîëåáàíèé ôóíêöèè q(t) óáûâàåò, òî çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ
òî÷êàõ ìèíèìóìà áóäóò áîëüøå, à â ñëåäóþùèõ òî÷êàõ ìàêñèìóìà �
ìåíüøå.
a. Ïóñòü C1 ≥ 0, C2 ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîé òî÷êîé ýêñòðåìóìà,

êîòîðàÿ ïîïàäåò íà ëó÷ t > 0 áóäåò t∗1 = 1
β (π − arctan C2

C1
), à ñëåäóþùåé

t∗2 = 1
β (2π − arctan C2

C1
). Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà (24) q′(0) > 0 è çíà÷èò,

t∗1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, t∗2 � òî÷êîé ìèíèìóìà. Î÷åâèäíî, òî÷êà

βt∗2 ëåæèò â ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòè, òîãäà sinβt∗2 = − C2√
C2

1+C
2
2

, cosβt∗2 =

C1√
C2

1+C
2
2

. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

q(t∗2) = − βeαt
∗
2

α2+β2

√
C2
1 + C2

2 − 1
α2+β2 (C2α− C1β) + 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî, óêàçàííîå â ïóíêòå 3a ñëåäñòâèÿ.
b. Ïóñòü C1 ≤ 0, C2 ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîé òî÷êîé ýêñòðåìóìà,

êîòîðàÿ ïîïàäåò íà ëó÷ t > 0 áóäåò t∗0 = − 1
β arctan C2

C1
, à ñëåäóþùåé

t∗1 = 1
β (π − arctan C2

C1
). Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà (24) q′(0) > 0 è çíà÷èò, t∗0

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, t∗1 � òî÷êîé ìèíèìóìà. Î÷åâèäíî, òî÷êà βt
∗
1

ëåæèò â òðåòüåé ÷åòâåðòè, òîãäà sinβt∗1 = − C2√
C2

1+C
2
2

, cosβt∗1 = − C1√
C2

1+C
2
2

.

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

q(t∗1) = − eαt
∗
1

α2+β2

(
β
√
C2
1 + C2

2 +
2C1C2α√
C2
1 + C2

2

)
− 1

α2+β2 (C2α− C1β) + 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî, óêàçàííîå â ïóíêòå 3b ñëåäñòâèÿ.
ñ. Ïóñòü C1 ≥ 0, C2 ≤ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîé òî÷êîé ýêñòðåìóìà,

êîòîðàÿ ïîïàäåò íà ëó÷ t > 0 áóäåò t∗0 = − 1
β arctan C2

C1
, à ñëåäóþùåé

t∗1 = 1
β (π − arctan C2

C1
). Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà (24) q′(0) < 0 è çíà÷èò,

t∗0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, t∗1 � òî÷êîé ìàêñèìóìà. Î÷åâèäíî, òî÷êà

βt∗0 ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè, òîãäà sinβt∗0 = C2√
C2

1+C
2
2

, cosβt∗0 = C1√
C2

1+C
2
2

.

Òàê êàê

q(t∗0) = eαt
∗
0

α2+β2

(
β
√
C2
1 + C2

2 +
2C1C2α√
C2
1 + C2

2

)
− 1

α2+β2 (C2α− C1β) + 1,

òî îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî, óêàçàííîå â ïóíêòå 3c ñëåäñòâèÿ.
d. Ïóñòü C1 ≤ 0, C2 ≤ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîé òî÷êîé ýêñòðåìóìà,

êîòîðàÿ ïîïàäåò íà ëó÷ t > 0 áóäåò t∗1 = 1
β (π − arctan C2

C1
), à ñëåäóþùåé
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t∗2 = 1
β (2π− arctan C2

C1
). Òîãäà â ñèëó ðàâåíñòâà (24) q′(0) < 0 è çíà÷èò, t∗1

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, t∗2 � òî÷êîé ìàêñèìóìà. Î÷åâèäíî, òî÷êà βt
∗
1

ëåæèò âî âòîðîé ÷åòâåðòè, òîãäà sinβt∗1 = C2√
C2

1+C
2
2

, cosβt∗1 = − C1√
C2

1+C
2
2

.

Âû÷èñëÿÿ

q(t∗1) = βeαt
∗
1

α2+β2

√
C2
1 + C2

2 − 1
α2+β2 (C2α− C1β) + 1,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, óêàçàííîå â ïóíêòå 3d ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

4 Îñîáûå òî÷êè ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (9) íà
ïðîèçâîäíûå

Ñèñòåìà (9) èìååò îñîáûå òî÷êè, óêàçàííûå â òàáëèöå. Èõ óñòîé÷è-
âîñòü/íåóñòîé÷èâîñòü èññëåäîâàëàñü ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷è-
âîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è ïðèâåäåíà íèæå:

îñîáàÿ òî÷êà àñèìïò. óñòîé÷èâà íåóñòîé÷èâà

B1(0, 0) <(λ1) < 0
<(λ1) > 0 è (èëè)
<(λ2) > 0

B2(λ2, −a11
a12
λ2) λ1 > λ2 è (èëè) λ2 < 0

B3(λ1, −a21
a22
λ1) λ1 > λ2 è λ1 > 0 λ1 < 0

B4(λ, −a21
a22
λ) λ < 0

Îñîáûå òî÷êè B2 (a12 6= 0) è B3 (a22 6= 0) ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñëó÷àå
ìàòðèöû JA. Îñîáàÿ òî÷êà B4 (a22 6= 0) ñóùåñòâóåò äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû
JB.
Â òàáëèöå äàëåå ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ îñîáûõ òî÷åê íà ôà-

çîâîé ïëîñêîñòè:
îñîáàÿ
òî÷êà

óçåë ñåäëî
äèêðèò.
óçåë

âûðîæä.
óçåë

ôîêóñ

B1 (λ1
6= λ2 ∈
R)

λ1λ2 > 0, λ1 6=
λ2

λ1λ2 < 0, λ1 6=
λ2

λ1 = λ2
6= 0

B1 (λ1
= λ2)

λ 6= 0

B1 (λ1,
λ2 ∈ C) α 6= 0

B2
(λ2−λ1)λ2 > 0,
λ1 6= 0

(λ2−λ1)λ2 < 0,
λ1 6= 0

λ1 = 0,
λ2 6= 0,
a22 = 0

λ1 = 0,
λ2 6= 0,
a22 6= 0

B3
(λ1−λ2)λ1 > 0,
λ2 6= 0

(λ1−λ2)λ1 < 0,
λ2 6= 0

λ1 6= 0,
λ2 = 0,
a12 = 0

λ1 6= 0,
λ2 = 0,
a12 6= 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ñïåðâà îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (11) (íà ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè w), ïîòîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà (10) îñîáûå òî÷êè
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ñèñòåìû (9) (íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè v) è èñcëåäóåì èõ ïî ïåðâîìó ïðèáëè-
æåíèþ. Îáîçíà÷èì çà µ1, µ2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (11).
1. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû JA èìååòñÿ òðè îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (9):

B̃1(0, 0), B̃2

(
0, −λ2 detA

a12

)
, B̃3

(
λ1 detA
a22

, 0
)
, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ñîîò-

âåòñòâóþò òðåì òî÷êàì Bi, i = 1..3. Äëÿ îñîáîé òî÷êè B1 ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ µ1 = λ1, µ2 = λ2; äëÿ îñîáîé òî÷êè B2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
µ1 = λ1 − λ2, µ2 = −λ2, äëÿ îñîáîé òî÷êè B3 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
µ1 = −λ1, µ2 = λ2 − λ1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè
îñîáûõ òî÷åê ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, ïîëó÷èì óñëîâèÿ, óêàçàííûå â
òàáëèöå.
2. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû JB èìååòñÿ äâå îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (9): B̃1

è B̃4

(
λdetA
a22

, 0
)
, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ñîîòâåòñòâóþò äâóì òî÷êàì B1

è B4. Äëÿ îñîáîé òî÷êè B1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = µ2 = λ; äëÿ
îñîáîé òî÷êè B4 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = −λ, µ2 = 0. Ïðèìåíÿÿ òåî-
ðåìó Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ,
ïîëó÷èì óñëîâèÿ, óêàçàííûå â òàáëèöå.
3. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû JC èìååòñÿ îäíà îñîáàÿ òî÷êa ñèñòåìû (9):

B̃1, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå B1. Äëÿ íå¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 =
α+iβ, µ2 = α−iβ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ
òî÷åê ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, ïîëó÷èì óñëîâèÿ, óêàçàííûå â òàáëèöå.
Óòâåðæäåíèå ïðî îñîáûå òî÷êè è èõ óñòîé÷èâîñòü äîêàçàíî. �

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 2 ïîçâîëÿþò òî÷íî íàéòè îáëàñòè
ïðèòÿæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê. Â íèæåïðèâåäåííîé òàáëèöå óêàçàíû ñîîòíî-
øåíèÿ íà λi, i = 1, 2, â êîòîðûõ èññëåäîâàíèå äàííîé òî÷êè íåâîçìîæíî
ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ:

B1 <(λ1) = 0
íåóñòîé÷èâà äëÿ λ1 ∈ R,
óñòîé÷èâà íåàñèìïò. äëÿ
λ1 ∈ C

B2 λ1 = λ2 íåóñòîé÷èâà
B3 λ1 = λ2 èëè λ1 = 0 íåóñòîé÷èâà
B4 λ ≥ 0 íåóñòîé÷èâà

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåóñòîé÷èâîñòè îñîáîé òî÷êè B1

â ñëó÷àÿõ JA èëè JB ïîñòðîèì ôóíêöèþ ×åòàåâà âèäà V (w1, w2) = w2
1 −

w2
2 â îáëàñòè −w1 < w2 < w1 èëè V (w1, w2) = w1w2 â îáëàñòè w1 > 0,

w2 > 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè òî÷êè B1 â ñëó÷àå JC ïîñòðîèì

ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà. Åþ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (11), êî-
òîðûé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

V (w1, w2) =

(
β detA·(a12

√
w2

1+w
2
2−|a12w1+a22w2+β detA|)

a212w
2
2−2a12a22w1w2−2β detA·a12w1−(a22w2+β detA)2

)2

(w2
1 + w2

2).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåóñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê B2 − B4 ïîñòðîèì
ôóíêöèþ ×åòàåâà âèäà V (w1, w2) = w1w2 â îáëàñòè w1 > 0, w2 > 0, èëè
w1 < 0, w2 < 0, ñäâèíóòûå â êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî. �

5 Ïðîñòûå âîëíû

Ðåøåíèå ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíîãî
âåêòîðà (V1, V2)

T íàçîâ¼ì ïðîñòîé âîëíîé, åñëè êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ V1
è V2 ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ V2 = Ψ(V1), ãäå Ψ � íåêîòîðàÿ ïî êðàéíåé
ìåðå C1-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ ñèñòåìó íà
ïðîñòûå âîëíû ê îäíîìó êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ, êîòîðîå óæå ìîæåò
áûòü èññëåäîâàíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, [1]).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ïðîñòàÿ âîëíà ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. ìû

ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5) ïðîñòàÿ âîëíà ñóùåñòâóåò âñåãäà, õîòÿ
ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè V1 è V2 ìîæåò íå áûòü ÿâíîé. Îäíàêî åñëè
çàâèñèìîñòü V2 = Ψ(V1), Ψ′(V1) = 0, íàéäåíà, óðàâíåíèå, ê êîòîðîìó
ñâîäèòñÿ (6), èìååò âèä

∂V1
∂t

+ V1
∂V1
∂x

= aV1 + bΨ(V1).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü çàâèñèìîñòü V2 = V2(V1), òî ñè-
ñòåìà (6) âäîëü êàæäîé õàðàêòåðèñòèêè x = x(t) ê îäíîìó îäíîðîäíîìó
óðàâíåíèþ

dV2
dV1

=
cV1 + dV2
aV1 + bV2

, (26)

ïåðâûé èíòåãðàë êîòîðîãî íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè è äàåò íåîáõîäèìóþ
çàâèñèìîñòü ìåæäó V1 è V2.
Âûÿñíèì, êàêîé âèä èìååò ýòîò ïåðâûé èíòåãðàë â çàâèñèìîñòè îò

âèäà ìàòðèöû Q. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

W = AV, W = (W1 W2)
T , V = (V1 V2)

T , (27)

ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ìàòðèöûQ ê å¼ æîðäàíîâîé
íîðìàëüíîé ôîðìå J òàêàÿ, ÷òî J = AQA−1, òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü
ñèñòåìó (7) â âèäå Ẇ = JW. Åñëè ìàòðèöà èìååò âèä A = ( a11 a12a21 a22 ), òî

W1 = a11V1 + a12V2, W2 = a21V1 + a22V2.

Òåîðåìà 3. Ââåä¼ì: λ1,2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óðàâíåíèþ λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0.

1. Ïóñòü λ1 è λ2 âåùåñòâåííû, è äëÿ êàæäîãî èç íèõ èìååòñÿ
ñòîëüêî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êàêîâà êðàòíîñòü
ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ
(26) èìååò âèä: (a21V1 + a22V2)

λ1 = C(a11V1 + a12V2)
λ2.

2. Åñëè λ1 è λ2 âåùåñòâåííû, ñîâïàäàþò è ïðè ýòîì äëÿ íèõ èìå-
åòñÿ òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð, òî ïåðâûé èíòåãðàë óðàâ-
íåíèÿ (26) èìååò âèä: λ(a11V1 + a12V2) = (a21V1 + a22V2)(C +
ln(a21V1 + a22V2)), ãäå λ = λi, i = 1, 2.
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3. Åñëè λ1 è λ2 � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
òî ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (26) èìååò âèä: β ln((a11V1 +

a12V2)
2 + (a21V1 + a22V2)

2) + 2α arctan a21V1+a22V2
a11V1+a12V2

= C, ãäå α =

<(λ1), β = =(λ1) è =(λ1) > 0.

Çäåñü â ïóíêòàõ 1�3 òåîðåìû C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû JA óðàâíåíèå (26) ïîñëå ïå-

ðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì ôóíêöèÿì (27) èìååò âèä: dW2
dW1

= λ2W2
λ1W1

,

îòêóäà W λ1
2 = CW λ2

1 .
2. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû JB ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì ôóíê-

öèÿì (27) èìååò âèä dW2
dW1

= λW2
λW1+W2

, îòêóäà λW1 = W2(C + lnW2).
3. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàòðèöû JC ïîñëå ïåðåõîäà ê íîâûì íåèçâåñòíûì ôóíê-

öèÿì ïîëó÷èì dW2
dW1

= −βW1+αW2

αW1+βW2
, îòêóäà β ln(W 2

1 +W 2
2 ) + 2α arctan W2

W1
=

C. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïðåäëîæåíèå 2. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (26) îãðàíè÷åíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ: a = −d;
d2 + bc < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò âûòåêàåò èõ òîãî ôàêòà, ÷òî èíòåãðàëüíûå
òðàåêòîðèè ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (26) íà ïëîñêîñòè (V1, V2) îãðàíè÷åíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñîáàÿ òî÷êà V1 = V2 = 0 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì.

�

Ïðîñòûå è áåãóùèå âîëíû äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà (3) â ñëó-
÷àå k = −1, N = 1, γ = 0, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ, íàéäåíû â
[10]. Íàéä¼ì ïðîñòûå âîëíû ýòèõ óðàâíåíèé â îñòàâøèõñÿ ÷åòûðåõ ìî-
äåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè γ = 0.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) íà õàðàêòåðèñòèêàõ èìååò âèä

dV
dt = kE, dE

dt = NV, (28)

îòêóäà ïîëó÷àåì ïåðâûé èíòåãðàë âèäà

NV 2 − kE2 = C. (29)

Â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíî âûðàçèòü îäíó êîìïîíåíòó ðåøåíèÿ ÷åðåç
äðóãóþ è ñâåñòè ñèñòåìó (3) ê îäíîìó óðàâíåíèþ

Vt + V Vx = kE(V )− qV, E(V ) = ±
√

1

k
(NV 2 − C).

Îáîçíà÷èì Vx = v, Ex = e. Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî e = NV v
kE(V ) , è òàêèì

îáðàçîì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) ïðèìåò âèä

v̇ = −v2 +
NV v

E(V )
(30)
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Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (30) âìåñòå ñ ïåðâûì óðàâíå-
íèåì (28) ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåííîé s = v−1:

ds

dV
+

NV s

NV 2 − C
= ± sign(k)√

k(NV 2 − C)
.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

v = ±
√
k(NV 2 − C)

sign(k) · V + C̃
,

ãäå êîíñòàíòà

C̃ = ±
√
k(NV 2

0 (x0)− C)

V ′0(x0)
− sign(k) · V0(x0)

ìîæåò áûòü íàéäåíà èç íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ êàæäîé x0 ∈ R.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé âèäà ïðî-

ñòîé âîëíû ñ ñàìèì ðåøåíèåì âäîëü õàðàêòåðèñòèêè.

6 Ïðèìåðû

Èñïîëüçóÿ òåîðåìû, ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 3, íàéäåì íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(3) â ñëó÷àå γ = 0. Ìû ðàññìîòðèì 4 ìîäåëüíûõ ñëó÷àÿ, â êàæäîé èç ðàñ-
ñìîòðåííûõ ñèòóàöèé ìû ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè (v1(0), v2(0)) îáëàñòü,
ñîîòâåòñòâóþùóþ ãëîáàëüíî ãëàäêîìó ðåøåíèþ.
1. Ïóñòü k = 1, N = 0, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Q èìååò âèä æîðäàíîâîé

êëåòêè: Q = ( 0 1
0 0 ) è, çíà÷èò, ìàòðèöà ïåðåõîäà A ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷-

íîé. Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì ñëåäñòâèÿ 6. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
C1 = v1(0), C2 = v2(0), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ îáðàùà-
þòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â ñëó÷àå, åñëè v2(0) < 0 èëè v2(0) = 0, v1(0) > 0
èëè v2(0) > 0, v1(0) < 0, v1(0)2 ≥ 2v2(0). Îáëàñòü, â êîòîðîé äîëæíû
íàõîäèòüñÿ ïðîèçâîäíûå íà÷àëüíûõ äàííûõ â êàæäîé òî÷êå äåéñòâè-
òåëüíîé îñè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñîõðàíèëî ãëîáàëüíóþ ãëàäêîñòü,
çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 1. Òàì æå ïðåäñòàâëåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
(9). Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó B1(0, 0). Â ýòîì ñëó-
÷àå ïðè t → ∞ ôóíêöèè E è V ñòðåìÿòñÿ ê êîíñòàíòå, êîòîðàÿ â ñèëó
ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü òîëüêî íóë¼ì, ïëîòíîñòü n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ V = E = 0,
N = 0.
Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé γ > 0, òî ïîìèìî îñîáîé òî÷êè B1 äîáàâëÿ-

åòñÿ îñîáàÿ òî÷êà (−γ, 0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì.
2. Ïóñòü k = −1, N = 0, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Q èìååò âèä æîð-

äàíîâîé êëåòêè: Q =
(
0 −1
0 0

)
, ìàòðèöà ïåðåõîäà A =

(
1 0
0 −1

)
. Âîñïîëü-

çóåìñÿ óòâåðæäåíèåì ñëåäñòâèÿ 6. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå C1 = v1(0),
C2 = −v2(0), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ îáðàùàþòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü â ñëó÷àå, åñëè v2(0) > 0 èëè v2(0) = 0, v1(0) > 0 èëè
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v2(0) < 0, v1(0) < 0, v1(0)2 ≥ −2v2(0). Îáëàñòü, â êîòîðîé äîëæíû íàõî-
äèòüñÿ ïðîèçâîäíûå íà÷àëüíûõ äàííûõ â êàæäîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé
îñè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñîõðàíèëî ãëîáàëüíóþ ãëàäêîñòü, çàøòðè-
õîâàíà íà ðèñ. 1. Òàì æå ïðåäñòàâëåí ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (9),
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó B1(0, 0). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
t → ∞ ôóíêöèè E è V ñòðåìÿòñÿ ê êîíñòàíòå, êîòîðàÿ â ñèëó ñèñòåìû
(1) ìîæåò áûòü òîëüêî íóë¼ì, ïëîòíîñòü n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïðîèñõîäèò
ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ V = E = 0, N = 0.
Åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé γ > 0, òî ïîìèìî îñîáîé òî÷êè B1 äîáàâëÿ-

åòñÿ îñîáàÿ òî÷êà (−γ, 0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì óçëîì.

Ðèñ. 1. Îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (9).
Cëåâà: k = 1, N = 0, γ = 0, îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íå ïðè-
íàäëåæèò ÷àñòü ïàðàáîëû v1(0)2 = 2v2(0), v1(0) < 0 è
ïðèíàäëåæèò ëó÷ v2(0) = 0, v1(0) ≤ 0. Cïðàâà: k = −1,
N = 0, γ = 0, îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íå ïðèíàäëåæèò ÷àñòü
ïàðàáîëû v1(0)2 = −2v2(0), v1(0) < 0 è ïðèíàäëåæèò ëó÷
v2(0) = 0, v1(0) ≤ 0.

3. Ïóñòü k = 1,N = 1, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöàQ èìååò âèä:Q = ( 0 1
1 0 ), è

åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1,2 = ±1. Ìàòðèöà ïåðåõîäà A =
(
1 1
1 −1

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì ñëåäñòâèÿ 1. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå C1 =
1
2(v1(0) + v2(0)), C2 = 1

2(v1(0) − v2(0)), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå
îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(1) v1(0) + v2(0) < 0;
(2) v1(0) + v2(0) = 0, v1(0) + v2(0) < −2;

(3) v1(0) + v2(0) > 0, v1(0) + v2(0) < 0, v1(0) < 0,
√
v22(0)− v21(0) ≤

v2(0)− 1.

Îáëàñòü, â êîòîðîé äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïðîèçâîäíûå íà÷àëüíûõ äàííûõ
â êàæäîé òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé îñè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñîõðàíè-
ëî ãëîáàëüíóþ ãëàäêîñòü, çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 2. Òàì æå ïðåäñòàâëåí
ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (9), ñèñòåìà èìååò â ýòîì ñëó÷àå òðè îñîáûõ
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Ðèñ. 2. Îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (9).
Cëåâà: k = 1, N = 1, γ = 0, îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íå ïðè-
íàäëåæèò ÷àñòü ïàðàáîëû 2v2(0) = 1 + v21(0), v1(0) ≤ −1
è ïðèíàäëåæèò ëó÷ v2(0) = −v1(0), v1 > −1. Cïðàâà:
k = −1, N = 1, γ = 0, îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íå ïðèíàä-
ëåæèò ïàðàáîëà 2v2(0) = 1− v21(0).

òî÷êè B1(0, 0), B2(1, 1), B3(−1, 1). Îñîáûå òî÷êè B1 è B3 ÿâëÿþòñÿ ñåä-
ëàìè, B2 � óñòîé÷èâûì óçëîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè t → ∞ ôóíêöèè E è
V ñòðåìÿòñÿ ê àôôèííîìó ðåøåíèþ V = E = x, ïëîòíîñòü n ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ, ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé ê îñîáîé òî÷êå B2.
Â ñëó÷àå γ > 0 ó ñèñòåìû áóäóò ïî-ïðåæíåìó òðè îñîáûå òî÷êè B1 è(
−γ±
√
γ2+4

2 , 1

)
. Äâå ïîñëåäíèå îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ óçëàìè (îäèí �

óñòîé÷èâûé, äðóãîé � íåóñòîé÷èâûé).
4. Ïóñòü k = −1, N = 1, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Q =

(
0 −1
1 0

)
, è åå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1,2 = ±i. Ìàòðèöà ïåðåõîäà A =
(
1 0
0 −1

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì ñëåäñòâèÿ 7. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå C1 =
−v2(0), C2 = v1(0), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå îáðàùàþòñÿ â áåñ-
êîíå÷íîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1 − 2v2(0) ≤ v21(0). Îáëàñòü, â
êîòîðîé äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïðîèçâîäíûå íà÷àëüíûõ äàííûõ â êàæäîé
òî÷êå äåéñòâèòåëüíîé îñè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñîõðàíèëî ãëîáàëü-
íóþ ãëàäêîñòü, çàøòðèõîâàíà íà ðèñ. 2. Òàì æå ïðåäñòàâëåí ôàçîâûé
ïîðòðåò ñèñòåìû (9), îíà èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ñèñòåìà èìååò
åäèíñòâåííóþ îñîáóþ òî÷êó B1(0, 0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Ïîâå-
äåíèå ãëîáàëüíî ãëàäêèõ ðåøåíèé èññëåäîâàíî â [9].
Â ñëó÷àå γ > 0 îñîáàÿ òî÷êà B1 ñòàíîâèòñÿ ôîêóñîì (ïîäðîáíåå ñì.

[11]).
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