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ОБ ОДНОЙ ФОРМУЛЕ ОБРАЩЕНИЯ ДЛЯ ВОЗВРАТНОЙ
ЦЕПИ МАРКОВА

С.В. НАГАЕВ

Abstract. A combinatorial inversion formula for a recurrent Markov
chain is derived.
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1. Введение и формулировка основных результатов

Пусть {Xn}∞0 – возвратная цепь Маркова, заданная на решетке натураль-
ных чисел. Обозначим через pik вероятность перехода из точки i в точку k

за один шаг. Пусть p
(n)
ik – вероятность перехода из i в k за n шагов. Фикси-

руем начальное состояние цепи, например, 1. Положим pn = p
(n)
11 . Пусть qn –

вероятность того, что 1 появится в первый раз в момент времени n. Задача
заключается в том, чтобы выразить {qn} через {pn}.

Теорема. Для любого натурального n справедливо равенство

qn =
∑

1≤m≤n

(−1)m+1
∑

pk1pk2 · · · pkm ,

где внутренняя кратная сумма берется по всем натуральным kj, удовлетво-
ряющим равенству k1 + . . .+ km = n.

Доказательство. В книге В. Феллера [1, гл. XII, §3] выводится формула для
производящих функций введенных выше дискретных распределений:

∞∑
n=1

pnz
n + 1 =

1

1−
∑∞

k=1 qkz
k
, |z| < 1,
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или

(1)
∞∑
k=1

qkz
k = 1− 1

1 +
∑∞

n=1 pnz
n
=

∑∞
n=1 pnz

n∑∞
n=1 pnz

n + 1
.

Положим f(z) =
∞∑

n=1
pnz

n. Очевидно, справедливо тождество

(2)
f(z)

f(z) + 1
=

∞∑
m=1

(−1)m+1fm(z).

Нетрудно видеть, что

fm(z) =
∑

pk1pk2 · · · pkm zk1+k2···km ,

где в m-кратной сумме
∑

каждый из индексов ki независимо от других про-
бегает весь натуральный ряд. Представим fm(z) в виде

(3) fm(z) =
∞∑

l=m

∑
1
pk1pk2 · · · pkm zl,

где в m-кратной сумме
∑

1 индексы суммирования kj пробегают все натураль-
ные решения уравнения k1 + k2 + · · ·+ km = l. Если m = 1 и k = l, то

∑
1 = pl.

Если m > 1, то с необходимостью l > 1. Заметим, что km ≤ l. Подставляя в (2)
представление (3), получаем

(4)
f(z)

f(z) + 1
=

∞∑
m=1

(−1)m+1
∑
l≥m

∑
pk1pk2 · · · pkm zl

=

∞∑
l=1

∑
1≤m≤l

(−1)m+1
∑

pk1pk2 · · · pkm zl.

Мы изменили в (4) порядок суммирования согласно формуле
∞∑

m=1

∑
l≥m

=
∞∑
l=1

∑
1≤m≤l

.

Из (1) и (4) выводим соотношение
∞∑
k=1

qkz
k =

∞∑
l=1

∑
1≤m≤l

(−1)m+1
∑

pk1pk2 · · · pkm zl,

откуда и следует утверждение теоремы.
�
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